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, 理论 物理 学 教程 ( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ， 是 反 
映 经 典 物 理学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 | 
人才、 贡院、 人 的 
学 家 几 . 内. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. 标 
] 弗 席 效 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编 与 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 效 和 俄 罗 
斯 科学 院 院 士 用 . 站. 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著作 。 本 套 孝 
程 内 容 丰 富 、 立 论 明确 、 论 证 严谨 、 物 理 图 像 清晰 ， 涵 盖 了 理论 物理 学 从 微 
观 到 宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理论 物理 学 的 
必 备 参考 书 。 
本 书 是 “理论 物理 学 教程 ”的 第 四 卷 ， 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 。 论 述 了 自由 ， 
粒子 在 外 场 中 的 相对 论 性 理论 ， 辐 射 理论 和 光 的 散射 理论 ， 相对论 性 微 扰 论 及 
| 其 在 电动 力学 过 程 中 的 应 用 、 辐 射 修正 理论 ， 高 能 条 件 下 过 程 的 渐 近 理论 。 本 | 


书 可 作为 大 学 物理 专业 高 年 级 学 牛 教学 参考 书 ， 也 可 供 相 应 专业 的 研究 生 、 科 | 
研 工 作者 和 教师 参考 。 
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朗 道 ( 左 ) 和 栗 弗 席 兹 ( 右 ) 


列 夫 ， 达 维 多 维 育 ， 朗 道 (1908 一 1968 ) 理论 物理 学 家 、 苏 联 科学 院 院士 、 
诺 贝尔 物理 学 奖 获 得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿塞拜疆 共和 国 的 首都 巴 库 ， 
父母 是 工程 师 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕 业 后 在 列宁 格 勒 物理 技 
术 研 究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 赴 德 国 、 瑞 士 、 和 荷兰、 英国、 比利时 、 
麦 等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 
在 哈 尔 科 夫 担 任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏 
联 科学 院 物理 问题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 重视 教学 工作 ， 曾 先后 在 哈 尔 科 
夫 大 学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教授 理论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

朗 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 朗 道 引入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 和 矩阵 ; 1930 年 创立 电子 抗 磁性 
的 量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁 性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ) ; 
1935 年 创立 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 
相 变 的 一 般 理论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道中 
间 态 结构 模型 ) ; 1937 年 创立 原子 核 的 概率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氢 的 超 
流 理论 ( 被 称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 
( 相关 现象 被 称 为 朗 道 阻尼 ) ; 1950 年 与 金 效 堡 一 起 创立 超 导 理 论 ( 金 效 堡 - 朗 道 
唯 象 理论 ) ; 1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ; 1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液 
体 的 量子 理论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液 体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 

朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ; 1954 年 获 
得 社会 主义 劳动 英雄 称号 ， 1961 年 获得 马克 斯 。 普 朗 克 奖章 和 弗 里 欧 。 伦敦 奖 ， 
1962 年 他 与 栗 弗 席 兹 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同年， 他 因为 对 凝 
聚 态 物 质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 效 得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 
科学 院 院 士 、 荷 兰 皇 家 科学 院 院 士 、 英 国 皇家 学 会 会 员 、 美 国 国家 科学 院 院 士 、 
美国 国家 艺术 与 科学 院 院 士 、 英 国 和 法 国 物理 学 会 的 荣誉 会 员 。 
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“ 朗 道 十 诚 ”石板 


1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿辰 ， 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 
要 的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石 板 ， 这 10 项 成 果 是 : 
1, 量子 力学 中 的 密度 答 阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 ) 
.二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 
. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 年 ) 
. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 
, 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 年 ) 
7. 氨 工 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 
8. 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 
9. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 
10. 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 ( 1957 年 ) 
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叶 责 盖 尼 : 米 哈 伊 洛 维 再 . 
栗 弗 席 兹 (1915-1985) 小 传 


A. B. 安 德 烈 耶 夫 , A. C. 博 洛 维 克 一 罗曼 诺 夫 , B. 可 . 金 兹 堡 , JI. II. 葬 里 科 夫 , 了. 
已 . 加 洛 辛 斯 基 , 入 , B. 泽 尔 道 维 奇 , M. I. 卡 甘 诺 夫 , J. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 忆 . 开 . 费 
因 贝 格 , I. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 ( 俄 文 原 载 Ycmexn Bu3uueckux Hayrk, ToMm.148, BbId.3， 
1986,，MapT， 英文 译文 原 载 Soviet Physics Uspekhi 29,294-295,，1986. 译 者 为 J. G. 
Adashko) 


苏联 物理 学 在 1985 年 10 月 29 日 因 杰 出 理论 物理 学 家 叶 甫 盖 尼 .: 米 哈 
伊 洛 维 奇 . 栗 弗 席 效 院士 的 去 世 而 蒙受 了 重大 的 损失 。 

栗 弗 席 效 (E. M. JIngmman) 1915 年 2 月 21 日 生 于 哈 尔 科 夫 。1933 年 毕业 
于 蛤 尔 科 夫 工学 院 。1933 一 1938 年 在 哈 尔 科 夫 物 理 技术 研究 所 工作 , 自 1939 
年 起 他 在 苏联 科学 院 物 理 问 题 研 究 所 工作 直至 生命 结束 。 栗 弗 席 效 在 1966 年 
被 选 为 苏联 科学 院 通 讯 院士 , 1979 年 被 选 为 院士 。 

栗 弗 席 兹 的 科学 活动 开始 得 很 早 。 作 为 I. 苞 . 朗 道 院士 的 第 一 批 学 生 ， 
他 19 岁 就 与 朗 道 合作 发 表 了 一 篇 关于 在 碰撞 中 电子 对 产生 理论 的 论文 。 这 
篇 文章 至 今 仍 然 没 有 失去 意义 , 它 包含 量子 场 论 现代 相对 性 协 变 技 术 的 很 多 
方法 上 的 特征 。 特别 是 , 该 文 还 透彻 地 考虑 了 推迟 效应 。 

现代 铁 磁 理论 的 基础 是 朗 道 - 桶 弗 席 兹 方程, 该 方程 描述 了 铁 磁 体 中 磁 
和 矩 的 动力 学 。1935 年 他 关于 此 问题 的 一 篇 论文 成 为 磁性 现象 物理 学 的 最 著名 
的 论文 之 一 。 推导 该 方程 的 同时 , 还 发 展 了 铁 磁 共振 理论 以 及 铁 磁体 磁 畴 结 
构 的 理论 。 

1937 年 栗 弗 席 效 在 关于 电子 在 磁场 中 的 玻 尔 兹 曼 动力 学 方程 的 论文 中 
发 展 了 很 多 年 以 后 (20 世纪 50 年 代 ) 在 等 离子 体 理论 中 广泛 采用 的 漂移 近似 
方法 。 


. ii. 叶 甫 盖 尼 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 标 弗 席 兹 (1915 一 1985) 小 传 


1939 年 他 发 表 的 关于 在 碰撞 中 和 气 离 解 的 论文 成 为 量子 力学 准 经 典 近 似 
方法 应 用 的 一 个 经 典范 例 。 

紧 随 机. 工 . 朗 道 院士 的 工作 , 发 展 二 级 相 变 理论 最 重要 的 一 步 是 栗 弗 席 
效 关 于 在 此 类 相 变 中 蝇 体 的 对 称 性 即 其 空间 群 变 化 的 论文 (1941 年 )。 多 年 以 
后 , 该 文 的 结果 得 到 了 广泛 的 应 用 , 并 且 以 此 为 基础 所 创立 的 术语 “ 栗 弗 席 效 
判 据 ”与 “ 栗 弗 席 兹 点 "已 成 为 现代 统计 物理 必 不 可 缺少 的 一 个 部 分 。 

栗 弗 席 效 1944 年 发 表 的 一 篇 论文 在 探测 超 流 氨 的 一 个 重要 物理 现象 (次 
声 ) 方面 起 了 决定 性 作用 。 该 文 表明 , 次 声 可 以 由 一 个 温度 交 变 的 加 热 器 有 效 
地 激发 。 这 正 是 两 年 后 在 实验 中 观察 到 次 声 所 用 的 方法 。 

栗 弗 席 效 在 1954 一 1959 年 间 对 凝聚 体 之 间 相 互 作用 的 分 子 力 理论 开辟 
了 一 条 胃 新 的 途径 。 这 个 理论 是 建立 在 这 些 力 是 由 于 介质 中 电磁 场 的 量子 涨 
落 与 热 涨 落 产生 应 力 的 表现 这 一 深刻 的 物理 思想 的 基础 上 的 。 沿 着 这 个 思路 
他 发 展 了 很 优美 普遍 的 理论 , 其 中 相互 作用 力 用 电动 力学 材料 性 质 (例如 复 介 
电 率 ) 来 描述 。 栗 弗 席 兹 的 这 个 理论 刺激 了 很 多 研究 并 被 实验 证 实 。 这 项 研 
究 使 他 获得 了 1958 年 的 罗 蒙 诺 索 夫 奖 。 

栗 弗 席 效 在 现代 物理 的 一 个 最 重要 的 分 支 一 一 引力 理论 作出 了 基本 的 
贡献 。 他 进入 这 个 领域 的 研究 是 从 1946 年 一 篇 关于 爱 因 斯 坦 引 力 理论 的 字 
宙 解 的 稳定 性 的 论文 开始 的 。 他 将 微 扰 区 分 为 几 个 确定 的 类 : 描写 密度 变化 
的 标量 , 描写 涡 旋 运 动 的 矢量 , 以 及 描写 引力 波 的 张 量 。 这 个 分 类 方法 至 今 在 
宇宙 起 源 的 分 析 中 仍 有 决定 性 的 意义 。 此 后 , 栗 弗 席 效 致力 于 解决 极为 困难 
的 该 理论 奇异 性 的 普遍 性 质 的 问题 。 经 过 多 年 的 努力 终于 使 他 1972 年 在 与 
B. A. 别 林 斯 基 以 及 I. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 合 作 的 一 篇 文章 中 对 这 个 问题 给 出 
了 完全 的 解 , 这 篇 文章 使 该 文章 作者 荣获 1974 年 的 朗 道 奖 。 他 们 发 现 奇异 性 
有 复杂 的 振荡 特性 并 可 以 形象 地 表示 为 在 空间 的 两 个 方向 收缩 , 又 同时 在 第 
三 个 方向 膨胀 。 收 缩 与 膨胀 按照 一 定 的 规律 随时 间 变 化 。 这些 结 果 引 起 专家 
们 巨大 的 反响 , 根本 上 改变 了 人 们 关于 相对 论 韧 缩 的 观念 , 并 引出 了 一 系列 至 
今 仍 有 待 解 决 的 数学 物理 问题 。 

栗 弗 席 效 毕生 的 事业 是 著名 的 朗 道 - 栗 弗 席 效 《 理论 物理 学 教程 》。 他 为 
这 套 教 程 工作 了 将 近 50 年 (《 统 计 物 理 》 的 第 一 版 写 于 1937 年 , 弹性 理论 的 
新 版 则 是 在 他 最 后 得 病 之 前 )。 这 套 教 程 的 绝 大 部 分 是 由 他 和 他 的 老师 与 朋友 
儿 . I. 朗 道 一 起 写成 的 。 在 一 场 汽 车 交通 事故 使 得 朗 道 不 再 能 继续 工作 以 后 ， 
栗 弗 席 交 和 朗 道 的 学 生 一 起 完成 了 这 套 教程 的 出 版 工作 。 以 后 , 他 根据 最 新 
的 科学 进展 继续 修订 已 经 写成 的 部 分 。 即 使 在 医院 里 , 他 仍然 和 来 访 的 朋友 
讨论 教程 中 以 后 应 该 添加 的 论题 。 

这 套 理论 物理 学 教程 是 闻名 世界 的 。 它 被 完整 地 翻译 成 六 种 语言 。 有 的 


叶 甫 盖 尼 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 栗 弗 席 兹 (1915 一 1985) 小 传 . iii 。 


卷 翻译 成 十 种 以 上 的 语言 。1972 年 衣 道 与 栗 弗 席 效 由 于 该 教程 当时 已 出 版 的 
部 分 而 荣获 列宁 奖 。 

《理论 物理 学 教程 》 是 栗 弗 席 兹 作为 学 者 与 教师 的 一 个 里 程 碑 。 这 套 教 
程 教育 了 许多 代 的 物理 学 家 , 现在 仍 在 教育 并 将 继续 教育 后 代 的 物理 学 家 。 

作为 一 个 多 面 手 的 物理 学 家 , 栗 弗 席 效 还 成 功 地 研究 了 一 些 应 用 问题 。 
他 在 1954 年 获得 了 办 联 国 家 奖 。 

栗 弗 席 兹 将 其 巨大 的 劳动 和 精力 奉献 给 了 苏联 科学 期 刊 出 版 事业 。 从 
1946 年 到 1949 年 以 及 从 1955 年 直至 去 世 他 一 直 担 任 苏联 《实验 与 理论 物理 
杂志 》(?KS9TE) 的 责任 主编 。 他 对 科学 的 忠诚 , 原则 性 以 及 极端 细心 极 大 地 
帮助 了 该 杂志 , 并 使 其 进入 世界 土 最 好 的 科学 期 刊行 列 。 

栗 弗 席 效 的 一 生 完 成 了 大 量 的 工作 。 他 将 作为 一 个 杰出 的 物理 学 家 与 学 
者 留 在 我 们 的 记忆 里 。 他 的 名 字 将 永远 活 在 苏联 物理 学 的 历史 里 。 


第 三 版 序言 


Hryxamos 和 B. UH. Puryco 


在 《量子 电动 力学 了》 目前 的 第 三 版 中 , 对 第 二 版 中 已 经 发 现 的 一 些 错误 
和 不 妥 之 处 进行 了 修订 , 并 使 有 些 文字 更 加 确切 。 
我 非常 感谢 对 本 书 提出 意见 的 读者 。 还 要 特别 感谢 B. H. Koran, A. HH. 


JI. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 


1988 年 9 月 


第 二 版 序 


i 


《理论 物理 学 教程 》 这 一 卷 的 第 一 版 曾 以 《 相对 论 性 量子 理论 》 的 书 名 
分 两 部 分 (1968 年 与 1971 年 ) 出 版 。 除 基本 内 容 一 一 量子 电动 力学 外 , 第 一 
版 还 在 一 些 章节 里 论述 了 弱 相 互 作用 理论 和 强 相 互 作 用 理论 的 某 些 论题 。 现 
在 看 来 包括 这 些 章节 是 不 适宜 的 。 强 相互 作用 和 弱 相 互 作用 理论 正在 新 的 物 
理 思想 基础 上 飞快 发 展 , 这 一 领域 内 的 变化 非常 迅速 , 因此 , 对 这 部 分 理论 做 
系统 论述 为 时 尚 早 。 由 于 这 个 原因 , 我 们 在 这 一 版 里 只 讲述 量子 电动 力学 , 相 
应 地 我 们 改 了 本 卷 的 书 名 。 

这 一 版 除 对 第 二 版 做 了 大 量 校 勘 外 , 还 做 了 一 系列 重要 的 增补 , 其 中 有 : 
计算 轧 致 辐射 截面 的 算 符 方法 , 光子 产生 粒子 对 的 概率 和 磁场 中 光子 衰变 概 
率 的 计算 , 高 能 条 件 下 散射 振幅 渐 近 形式 , 强 子 对 电子 非 弹性 散射 过 程 和 电 
子 - 正 电子 对 转变 成 强 子 。 

关于 符号 。 本 书 与 本 教程 其 余 各 卷 一 样 , 我 们 仍 用 戴 “ 帽 ”的 字母 表示 算 
符 。 对 于 四 维 矢量 与 矩阵 矢量 y+ 的 乘积 (在 本 书 第 一 版 中 用 戴 帽 字母 表示 ) 
没有 引信 专门 的 符号 , 这 类 乘积 是 很 明显 的 。 

遗憾 的 是 , B. B. 别 列 斯 捷 茨 基 未 能 参加 这 一 版 的 修订 , 他 于 1977 年 去 世 
了 。 但 是 上 面 所 指出 的 增补 有 一 部 分 是 由 我 们 三 位 作者 早先 共同 拟定 的 。 

我 们 诚恳 感谢 所 有 对 本 书 第 一 版 提出 宝贵 意见 的 读者 。 

我 们 要 特别 感谢 B. I. Kpaiitaos, JI. B. Orys, B. HH. Puryc, M. 1. 
Pa3ag0B 和 i. C. IIIamxpo。 


E. M. 采 上 弗 席 效 , 本, II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1979 年 7 月 


第 一 和 版 序言 (摘录 ) 


按照 《 理论 物理 学 教程 》 的 总 体 计 划 , 这 一 卷 专门 讲述 广泛 含义 的 相对 论 
性 量子 理论 : 即 所 有 与 光速 有 限 性 相 联 系 的 现象 的 理论 , 包括 全 部 辐射 理论 。 

理论 物理 学 的 这 一 部 分 内 容 现在 还 远 没 有 完成 , 甚至 在 其 赖 以 建立 的 物 
理 原 理 方面 也 是 如 此 , 强 相 互 作 用 和 弱 相 互 作 用 理论 则 更 是 如 此 。 量 子 电动 
力学 近 二 十 年 来 尽管 取得 了 辉煌 的 成 就 , 但 其 逻辑 结构 仍 不 能 令 人 满意 。 

在 材料 的 选择 方面 , 我 们 只 考虑 那些 确信 和 是 足够 可 靠 的 成 果 。 结果 很 自 
然 , 本 书 的 大 部 分 内 容 属 于 量子 电动 力学 。 我 们 力图 给 出 现实 的 阐述 , 强调 指 
出 理论 所 采用 的 物理 假设 , 而 不 去 深入 论证 它 , 在 理论 发 展 的 现 阶段 , 这 些 论 
证 任何 情形 下 也 纯粹 只 是 形式 上 的 。 

在 讨论 理论 的 具体 应 用 时 , 我 们 不 想 包罗 数目 巨大 的 所 有 有 关 效 应 , 而 只 
选择 其 中 最 基本 的 部 分 , 附带 给 出 包含 更 为 详细 的 研究 的 原始 文献 。 在 进行 
元 长 的 一 般 计 算 时 , 我 们 常常 略 去 一 些 中 间 步 又 ,但 尽量 指出 所 用 方法 上 的 一 
切 新 颖 之 处 。 

与 本 教程 的 其 余 各 卷 相 比 , 本 卷 在 阐述 时 假定 读者 有 更 高 程度 的 学 识 
平 。 我们 假定 读者 在 学 习 理 论 物 理学 的 过 程 中 已 经 达到 了 量子 场 论 的 水 平 , 而 
不 需要 给 出 预备 性 的 材料 。 

本 书 是 在 我 们 的 导师 开 . 区 . 朗 道 没有 直接 参加 的 情况 下 写成 的 。 但 是 我 
们 力求 遵循 他 对 待 理论 物理 的 态度 和 方法 , 这 种 态度 和 方法 是 他 经 常 教 导 我 
们 并 贯彻 在 本 教程 其 余 各 卷 中 的 。 我 们 常常 自问 : 朗 道 会 如 何 处 理 这 个 或 那 
个 问题 ? 以 力求 从 我 们 与 他 多 年 的 合作 中 获得 激励 和 启发 。 

我 们 要 感谢 B. H. Baitep, 在 编写 890 和 §97 时 他 给 了 我 们 很 大 的 帮助 ; 我 
们 还 要 感谢 B. H. Puryc 在 §101 的 写法 上 所 给 予 的 巨大 帮助 。 我们 感谢 帮助 
我 们 进行 了 若干 计算 的 B. BS. Meiiepoara。 我 们 还 要 感谢 A. C. Komnaneiin,， 


第 一 版 序言 (摘录 ) vil. 


他 给 我 们 提供 了 1959/60 学 年 度 也 . 工 . 朗 道 在 国立 莫斯科 大 学 讲 量子 电动 力 
学 时 他 自己 的 课堂 笔记 。 


B. B. 别 列 斯 捷 蒋 基 
E. M. 条 弗 席 效 

J. 开 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1967 年 6 月 


一 些 待 与 


四 维 符号 

四 维 张 量 指标 用 希腊 字母 表示 : 和 ,4,v,…, 它们 的 取 值 为 0,1,2,3. 

采用 的 四 维度 规 为 (十 人 一 ). 度 规 张 量 为 guv(9oo 1,911 一 g22 二 933 二 
—1). 

四 维 矢 量 的 分 量 为 : ax = (ac0, a). 

为 简化 公式 书写 , 四 维 矢 量 的 分 量 指标 常常 略 去 不 写 中 , 这 时 四 维 矢 量 的 
标量 积 简写 成 (ab) 或 ab: ab==aybr = aobo 一 Q 0. 

四 维 径 矢 为 = (tr). 四 维 体积 元 为 dx. 

对 四 维 坐 标的 微分 算 符 为 9, = 8/0zr. 

反对 称 四 维 单位 张 量 为 EAHYp， 且 e0123 一 一 e0123 三 十 1, 

四 维 5 函数 为 84(a) = 8(ao)8(a). 
三 维 符号 

三 维 张 量 指标 用 拉丁 字母 i,k,1,… 表示 , 它们 的 取 值 为 x,y,z. 

三 维 矢量 用 黑体 字母 表示 ， 

三 维 体积 元 为 d3z. 
算 符 

算 符 用 斜体 字母 上 加 符号 来 表示 @. 

两 个 算 符 的 对 易 子 或 反对 易 子 写成 : {f+ = f+9f. 

转 置 算 符 为 六 


@ 这 种 写法 广泛 应 用 于 现代 文献 ,这 是 为 了 解决 字母 数目 和 物理 需要 之 间 的 矛盾 


而 引 人 的 , 务 请 读者 特别 注意 . 
@ 然而 , 为 简化 公式 书写 , 在 自 旋 矩阵 上 不 加 这 个 符号 , 而 且 在 算 符 的 算 阵 元 表示 


中 也 略 去 此 符号 . 


一 些 符 号 - ix: 


厄 米 共 轿 算 符 为 f+. 
矩阵 元 


算 符 天 由 初 态 ;到 终 态 f 的 矩阵 元 为 Fyi 或 (fF|i). 

记号 |) 为 态 的 抽象 符号 , 它 与 表示 波 函 数 的 具体 表象 无 关 . 记号 (f| 为 
终 态 (" 复 共 罗 ”) 的 符号 中 . 

相应 地 , 用 (slr) 表示 一 组 量子 数 为 > 的 状态 展开 成 量子 数 为 s 的 另 一 组 
状态 的 全 加 时 的 展开 系数 :|r) = >,, |s)(s|7). 

球 张 量 的 约 化 和 矩阵 元 为 :(f||FIi). 
狄 拉克 方程 

狄 拉 克 和 矩阵 为 yr, 且 (y=1, (Y= (= (y= -1. 算 阵 a= yy， 
B =. 在 旋 量 表象 与 标准 表象 中 的 表示 为 : (21.3), (21.16), (21.20). 

75 = 一 这 0717273, (75)2 = 1; 见 (22.18). 

OA = 3 一 Ti 见 (28.2). 

狄 拉 克 共 思 d: 多 = 5. 

泡 利 矩阵 : c = (ozs,oy,0z), 定义 见 820. 

四 维 旋 量 指标 为 w 8,…… 和 &, 记 …, 取 值 为 12 和 二 

双 旋 量 指标 为 i,k,1,…, 取 值 为 1, 2, 3, 4. 





傅 里 叶 展 开 式 
三 维 展开 式 : 
3 
f°)= | torr 7 人 = / f(r)ewrass, 
四 维 展开 式 与 此 类 似 
单位 


除非 特别 说 明 , 本 书 均 采 用 相对 论 单位 , 在 相对 论 单位 中 态 = 1,c=1, 在 
此 单位 制 中 , 基本 电荷 的 平方 为 ez = 1/137. 

原子 单位 :e = 1, 有 = 1,m = 1. 在 原子 单位 中 c = 137. 长 度 、 时 间 和 能 
量 的 原子 单位 分 别 是 : 居 /me?, 局 /mes 和 me4/ 记 ( 量 Ry = me4/2 和 2 称 为 里 德 
伯 ). 

通常 的 单位 为 绝对 (高 斯 ) 单位 制 . 


， 这 种 符号 是 狄 拉克 引入 的 . 


| 
版 
Ot: 
J 


光速 c= 2.998 x 1010 ecm/s. 

基本 电荷 C |e| = 1.602 x 10-19 C. 

电子 质量 m = 9.110 x 10-31 kg. 

普 朗 克 常 量 后 = 1.055 x 10-34J.s. 

精细 结构 常数 a = e2/jic,1/a = 137.04. 
玻 尔 半径 也/rne2 = 5.292 x 10-11 m. 
电子 的 经 典 半 径 re = ee?/me? = 2.818 x 10~1!， mm. 
电子 的 康 普 顿 波长 /me = 3.862 x 10-13 m. 
电子 的 静 质 量 me? = 0.511 x 106 eV. 

能 量 的 原子 单位 rne4/ 记 = 4.360 x 10-18 J =27.21 eV. 
玻 尔 磁 子 le|hi/2mc = 9.274 x 10-24 J/Wb/m?. 
质子 质量 mp = 1.673 x 10-27 kg. 

质子 的 康 普 顿 波长 有 /myc = 2.103 x 10-16 m. 
核磁 子 le|ii/2mpc = 5.051 x 107?7 J/Wb/m?. 

4 子 和 电子 的 质量 比 my /m = 2.068 x 102. 


在 引用 本 教程 其 它 各 卷 的 章节 和 公式 时 , 卷 叶 与 书 名 的 对 应 关系 为 : 
第 一 卷 :《 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 二 卷 :《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 三 卷 :《 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, 俄 文 第 六 版 , 中 文 第 一 版 
第 八 卷 : 《连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 十 卷 :《 物理 动 理 学 》, 俄 文 第 二 版 , 中 文 第 一 版 . 


@ 本 书 中 ( 除 第 十 四 章 外 ) 粒子 电荷 的 符号 e 中 包含 正 负 号 , 因而 , 对 电子 e = 一 lel. 
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81 相对 论 学 围 的 不 确定 度 关 系 式 


本 教程 第 三 卷 所 阐述 的 量子 理论 实质 上 是 非 相 对 论 性 的 , 不 适用 于 运动 
速度 可 与 光速 相 比 的 那些 现象 . 乍 一 看 来 , 可 能 会 认为 , 通过 直接 将 非 相 对 论 
量子 力学 表述 推广 , 就 可 以 过 渡 到 相对 论 性 理论 . 但 进一步 的 研究 表明 , 建立 
逻辑 完整 的 相对 论 性 理论 要 求 引 入 一 些 新 的 物理 原理 . 

我 们 来 回顾 一 下 非 相 对 论 量 子 力学 基础 的 一 些 物理 概念 (第 三 卷 81). 我 
们 看 到 , 在 非 相对 论 量子 力学 中 起 基本 作用 的 一 个 概念 是 测量 , 而 测量 被 理解 
为 量子 系统 和 “经 典 容 体 ”( 或 仪器 ) 相互 作用 的 过 程 ; 其 结果 是 量子 系统 得 到 
某 些 动力 学 变量 (坐标 、 速 度 等 ) 的 确定 值 . 我 们 还 看 到 , 量子 力学 对 电子 吕 同 
时 具有 不 同 动 力学 变量 的 可 能 性 加 了 很 强 的 限制 . 例如 , 坐标 和 动量 的 不 确定 
度 Ad 和 Ap, 如 果 同 时 存在 则 必定 满足 如 下 关系 式 AgAp ~ 得; 测量 其 中 一 
个 量 的 精确 度 越 高 , 则 同时 能 够 测量 另 一 个 量 的 精确 度 就 愈 低 . 

但 是 , 重要 的 是 , 电子 的 每 一 个 动力 学 变量 都 能 够 独立 地 在 任意 短 的 时 间 
间隔 内 以 任意 高 的 精确 度 进行 测量 . 这 种 情形 对 于 整个 非 相对 论 性 量子 力学 
起 着 基本 的 作用 . 正 因 如 此 , 才能 够 引入 波 函 数 的 概念 , 而 它 是 理论 表述 的 基 
础 . 波 函 数 y(q) 的 物理 意义 是 : 其 模 的 平方 决定 了 在 给 定时 刻 对 电子 进行 测 
量 得 到 某 特定 坐标 值 的 概率 . 引信 这 种 概率 概念 清楚 地 要 求 , 必须 原则 上 能 够 
以 任意 的 精确 性 和 速度 测量 坐标 ; 否则 , 这 个 概念 就 因为 没有 对 象 而 失去 物理 
意义 . 

极限 速度 (光速 , 记 作 c) 的 存在 对 测量 不 同 物理 量 的 可 能 性 给 了 原则 上 
新 的 限制 (JI. I. Jagxay, R. Peierls, 1930). 


中 和 第 三 着 81 相同 , 为 简单 起 见 , 我 们 说 的 “电子 ”可 指 任何 量子 系统 . 
@ 本 节 中 我 们 采用 通常 的 单位 . 


2 络 论 


在 第 三 卷 844, 曾 推出 如 下 关系 式 : 
(w 一 V)ApAt ~ h, (1.1) 


此 式 将 电子 动量 的 不 确定 度 Ap 和 测量 过 程 的 持续 时 间 At 联系 起 来 ;wv 与 v 
为 测量 前 后 的 电子 速度 . 从 这 个 关系 式 得 出 , 要 在 很 短 的 时 间 内 对 动量 进行 足 
够 精确 的 测量 ( 即 Ap 与 At 都 很 小 ), 只 有 当 测 量 过 程 本 身 使 电子 的 速度 改变 
足够 大 才 有 可 能 . 在 非 相 对 论 理论 中 , 这 种 情况 表明 不 可 能 在 短 时 间 内 重复 测 
量 动量 , 但 是 由 于 差 一 v 可 以 任意 大 , 这 就 完全 不 能 够 对 动量 进行 任意 精确 
测量 的 可 能 性 有 任何 原则 上 的 限制 . 
极限 速度 的 存在 从 根本 上 改变 了 上 述 情形 . 差 v' 一 v 和 速度 本 身 一 样 , 现 
在 不 能 超过 c (更 确切 地 说 , 不 能 超过 2c). 在 (1.1) 式 中 用 c 代 兰 vw/ 一 wv, 我 们 
得 到 关系 式 
ApAt ~ fi/c, (1.2) 


此 式 决定 了 在 给 定 的 时 间 间 隔 At 内 动量 测量 可 能 达到 的 理论 最 大 精确 度 . 因 
此 , 在 相对 性 理论 中 , 对 动量 进行 任意 精确 而 迅速 的 测量 , 原则 上 是 不 可 能 的 . 
只 有 当 测 量 时 间 趋 于 无 穷 大 时 才能 够 精确 地 测量 动量 (Ap 一 0). 

有 理由 认为 , 电子 坐标 本 身 的 可 测量 性 概念 本 身 也 同样 必须 发 生变 化 . 在 
理论 的 数学 表述 上 , 这 个 情形 表现 为 坐标 的 精确 测量 和 自由 粒子 具有 恒 正 的 
能 量 是 不 相 容 的 . 后 面 我 们 将 会 看 到 , 自由 粒子 的 相对 论 波动 方程 的 本 征 函 数 
完备 组 中 , 除了 具有 “正确 的 ”时 间 关 系 的 解 外 , 还 包含 有 “人 负 频 率 ” 的 解 . 这 
些 函 数 一 般 将 在 限制 在 很 小 空间 区 域 的 电子 波 包 的 展开 中 出 现 . 

我 们 将 表明 ,“ 负 频率 ”的 波 函 数 和 反 粒 子 ( 正 电子 ) 的 存在 有 关 . 在 波 包 
的 展开 中 出 现 这 些 函 数 (一 般 地 ) 表示 , 在 测量 电子 坐标 过 程 中 不 可 避免 地 会 
形成 电子 - 正 电子 对 . 测量 过 程 本 身 不 能 够 探测 到 新 粒子 的 形成 , 这 就 使 得 电 
子 坐 标的 测量 蹇 无 意义 . 

在 电子 的 静止 坐标 系 中 , 测量 其 坐标 的 最 小 误差 为 


Agq ~ hi/mc. (1.3) 


这 个 值 ( 量 纲 分 析 表 明 这 是 唯一 容许 的 值 ) 所 对 应 的 动量 不 确定 度 为 Ap ~ mc 
这 个 值 对 应 产生 粒子 对 的 阐 能 . 
在 电子 以 能 量 s 运动 的 参考 系 中 , (1.3) 式 变 成 


Ad ~ ch/e. (1.4) 
特别 是 , 在 极端 相对 论 的 极限 情形 下 , 能 量 和 动量 的 关系 为 e 2 cp, 因而 
Ag~ hi/p, (1.5) 
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也 就 是 说 , 误差 Ag 与 粒子 的 德 布 罗 意 波长 相同 @. 

对 光子 而 言 , 永远 是 极端 相对 论 情 形 , 因而 表示 式 (1.5) 总 是 成 立 的 . 这 
意味 着 只 有 当 问 题 的 特征 线 度 与 波长 相 比 很 大 时 , 谈论 光子 的 坐标 才 有 意义 . 
而 这 正 是 和 几何 光学 相应 的 “经 典 ” 极限 情形 ; 在 此 情形 辐射 是 沿 一 定 的 路 径 
传播 的 . 然而 , 在 量子 情形 下 , 波长 不 能 看 成 很 小 , 光子 坐标 的 概念 就 变 得 豪 无 
意义 . 我 们 以 后 (84) 将 会 看 到 , 在 理论 的 数学 表述 上 , 光子 坐标 的 不 可 测量 性 
是 很 明显 的 , 因为 不 可 能 由 光子 的 波 陋 数 构成 一 个 满足 相对 论 不 变性 这 个 必 
要 条 件 的 概率 密度 . 

以 上 的 讨论 建议 , 理论 将 不 考虑 粒子 相互 作用 过 程 的 时 间 进 程 . 我 们 将 
证 明 , 在 这 些 过 程 中 并 不 存在 可 被 准确 测定 的 特征 量 (即使 在 通常 量子 力学 的 
限制 范围 内 ), 因而 对 时 间 过 程 的 描述 如 同 在 非 相 对 论 量 子 力 学 中 谈论 经 典 轨 
道 一 样 , 完全 是 不 现实 的 . 可 观察 量 只 能 是 自由 粒子 的 性 质 (动量 , 极 化 ): 该 
目 由 粒子 可 以 是 进入 相互 作用 的 初 态 粒 子 或 者 是 过 程 结束 所 产生 的 终 态 粒子 
(JI. AH. JIaamay, 及 . Peierls, 1930). 

在 相对 论 性 量子 理论 表述 中 一 个 典型 的 问题 是 : 确定 粒子 系统 在 给 定 的 
初 态 与 终 态 (t 一 土 co) 之 间 有 跃迁 的 概率 振幅 . 所 有 可 能 的 状态 之 间 的 这 种 路 
迁 振 幅 的 集合 组 成 散射 矩阵 或 S 和 矩阵 . 这 个 矩阵 将 包含 关于 粒子 问 相 互 作用 
过 程 物理 上 有 观测 意义 的 全 部 信息 (W. Heisenberg, 1938). 

现在 , 还 没有 一 个 逻辑 上 一 致 且 完 备 的 相对 论 性 量子 理论 . 我们 将 看 到 ， 
现 有 的 理论 引入 了 一 些 新 的 物理 观点 来 描述 粒子 状态 的 性 质 , 这 些 性 质 具有 
某 些 场 论 特征 (参见 810). 但 是 , 这 种 理论 在 很 大 程度 上 是 借助 通常 的 量子 力 
学 概念 并 按 其 模式 建立 起 来 的 . 这 种 理论 结构 在 量子 电动 力学 领域 内 是 成 功 
的 . 理论 的 这 种 完整 的 逻辑 严密 性 的 缺失 表现 在 , 当 直 接应 用 其 数学 表述 时 ， 
出 现 了 一 些 发 散 的 表示 式 ; 尽管 现在 有 完全 确定 的 方法 来 消除 这 些 发 散 . 但 是 
这 些 方 法 在 很 大 程度 上 具有 半 经 验 的 性 质 . 我 们 确信 用 这 种 方法 所 得 到 的 结 
采 是 正确 的 , 并 不 是 因为 其 理论 基本 原理 的 内 在 一 致 性 和 逻辑 上 的 严密 性 , 而 
是 因为 所 得 到 的 结果 与 实验 符合 得 很 好 . 


@ 这 里 讲 的 测量 是 根据 实验 的 任何 结果 对 电子 状态 作出 结论 的 那 种 测量 , 也 就 是 
说 , 当 在 观测 时 间 内 结果 不 以 概率 1 出 现时 , 我 们 不 考虑 采用 碰撞 来 测量 坐标 的 方法 . 
虽然 在 这 种 情形 下 , 根据 测量 粒子 发 生 偏 转 能 够 对 电子 的 位 置 做 出 结论 , 但 如 这 种 偏 
转 不 出 现 , 就 得 不 到 任何 结论 . 
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为 将 电磁 场 作为 量子 客体 处 理 , 从 场 的 经 典 描述 出 发 较为 方便 ,也 就 是 用 
无 限 多 但 是 离散 的 变量 集合 来 描述 场 . 这 种 描述 使 我 们 得 以 直接 应 用 量子 力 
学 惯用 的 表述 形式 . 用 空间 中 每 个 点 上 的 势 来 描述 场 ,实质 上 就 是 用 变量 的 一 


个 连续 集合 来 描述 场 . 
设 A(7,t) 为 自由 电磁 场 的 矢 势 , 它 满足 “横向 条 件 ” 
divA = 0. (2.1) 
这 时 标 势 $ = 0, 而 场 巨 和 五 为 
E=-A, H :=rotA. (2.2) 
麦克 斯 韦 方程 组 可 化 为 4 的 波动 方程 : 
024 
A4- 二 一 =0. (2.3) 


Ot? 

在 经 典 电动 力学 中 (参见 第 二 卷 852), 用 一 个 变量 的 离散 集合 描述 场 的 
方法 , 是 通过 在 一 个 很 大 但 有 限 的 体积 V@ 中 研究 场 来 引入 的 . 这 个 方法 的 引 
和信 过程 简 述 如 下 . 

有 限 区 域 中 的 场 可 以 展开 成 平面 行 波 , 于 是 其 势 可 以 表示 成 级 数 


和 = 》 (akeik + Qye 一 这 人 )， (2.4) 
k 


外 为 简化 公式 中 的 因子 ,我 们 取 V =1. 
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其 中 系数 ak 为 时 间 的 函数 : 
ak ~e wit, w=|kl. (2.5) 


由 于 条 件 (2.1), 复 矢量 ak 与 相应 的 波 矢 正 交 : ak :k=0. 
(2.4) 式 中 的 求 和 是 对 波 矢 ( 即 它 的 三 个 分 量 ,ko,k3) 的 无 限 多 个 离散 
值 进行 的 . 对 连续 分 布 情形 , 可 利用 如 下 表示 式 


dSk/(2n)’ 


变 为 对 连续 分 布 的 积分 , 此 式 表 未 空间 中 属于 体积 元 dSk = dkzdkydk,2 的 上 
值 的 数目 . 

给 定 矢量 集合 ck, 该 区 域内 的 场 就 完全 确定 . 于 是 , 这 些 量 就 可 以 作为 一 
组 离散 的 经 典 “ 场 变量 ”. 但 是 , 为 了 阐明 向 量子 理论 过 渡 的 方法 , 还 需要 对 
这 些 变量 进行 某 种 变换 , 使 得 场 方程 在 形式 上 类 似 于 经 典 力学 中 的 正则 方程 
(哈密 顿 方程 ). 场 的 正则 变量 定义 为 


Qk = -去 人 十 ax)， 


(2.6) 
P= — i(k- oi) = 0 
(这 些 量 显 然 是 实数 ). 利用 正则 变量 . 天 势 可 表示 成 
A=V4r》 (Qcoshr — SPsinker). (2.7) 
k 


为 了 求 出 哈密 顿 量 五 ,必须 计算 场 的 总 能 量 
] 2 
去 /ee + H?)d’zx, 
并 且 用 Qk, Ps 表示. 将 4 表示 成 (2.7) 的 展开 式 , 再 由 (2.2) 式 求 出 巨 与 玉 
并 进行 积分 , 就 得 到 
H=; 2(Pe + wQ2). 


每 个 矢量 PP, Qk 都 垂直 于 波 矢量 k, 即 有 两 个 独立 的 分 量 . 这 些 矢量 
的 方向 决定 了 相应 的 波 的 极 化 (偏振 ) 方向 . 用 Qka，Pka(aQ = 1,2) 表示 矢量 
Qx, Ps 的 两 个 分 量 (在 垂直 于 大 的 平面 内 ), 就 可 将 哈密 顿 量 改写 成 


1 
H= 2 3 (Pho + w Qka): (2.8) 
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由 此 可 见 , 哈密 顿 量 可 以 写成 一 系列 独立 项 的 求 和 , 其 中 的 每 一 项 只 包 
含 一 对 Qka 与 Pka. 每 一 个 这 样 的 项 都 对 应 着 一 个 具有 确定 波 矢量 和 极 化 的 
行 波 , 其 形式 和 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 相同 . 所 以 , 称 (2.8) 式 为 场 的 谐振 子 展 
开 式 . 

现在 来 讨论 日 由 电磁 场 的 量子 化 . 上 述 场 的 经 典 描述 使 得 过 渡 到 量子 理 
论 的 方法 变 得 很 明显 . 现在 将 正则 变量 (广义 坐标 Qko 与 广义 动量 Pa) 看 成 
满足 如 下 对 钦 关系 的 算 符 : 


Pa Qka Oka Pea 一 一 1 (2.9) 
具有 不 同 k,a 的 算 符 都 可 互相 对 易 . 势 4 和 场 五 , 五 ( 按 (2.2) 式 ) 也 都 成 了 
( 厄 米 ) 算 符 . 
确定 哈密 顿 量 要 求 计 算 积 分 
有 二 二 / (BB? + 育 2)d3z， (2.10) 


其 中 的 到 与 五 是 用 算 符 所 ,Ono 表示 的 . 不 过 , 这 时 应。 和 Go 不 可 对 易 
性 实际 上 并 不 重要 , 因为 乘积 Qka Bon 中 有 因子 cos(k .r) .sin(k-:"7), 而 它 对 整 
个 区 域 的 积分 为 零 . 所 以 , 哈密 顿 量 的 最 后 表示 式 为 


=V 3 (Bo ): (2.11) 
k,o 


如 我 们 所 期 待 的 , 它 和 经 典 哈密 顿 量 的 形式 完全 相同 . 
确定 这 个 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 不 用 特别 计算 , 因为 它 等 同 于 线性 振子 的 
能 级 问题 (参见 第 三 卷 $23), 因此 我 们 可 直接 写 出 场 的 能 级 : 


1 
B.S (ee 十 3) w, (2.12) 
天 ,ce 


其 中 Nka 为 整数 . 

在 下 一 节 将 对 此 公式 作 进 一 步 的 讨论 ; 这 里 我 们 写 出 量 Qke 的 和 矩阵 元 . 
它 可 用 熟知 的 振子 的 坐标 和 矩阵 元 (参见 第 三 卷 823) 立即 写 出 , 其 非 零 的 矩阵 
元 为 

(NkalQkalNka 1) (Nka en 1|QkalNka) = V me. (2.13) 

量 Pka = Qa 的 矩阵 元 和 Qa 的 矩阵 元 只 相差 一 个 因子 二 iw， 

然而 , 在 下 面 的 计算 中 , 更 为 方便 的 做 法 是 用 线性 组 合 wQka 土 iPoo 代替 
Qka 与 Pea, 这 个 线性 组 合 只 对 Nka Nka 土 1 的 牙 迁 有 非 零 的 矩阵 元 . 因此 ， 
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我 们 定义 算 符 
Cha ne 十 iP.a), [es Ei (Ae iPoa) (2.14) 


(经 典 量 Cka), Cre 与 展开 式 (2.4) 中 的 系数 Ca， Qe 只 相差 一 个 因子 V 27/w). 
这 些 算 符 的 和 矩阵 元 为 


(Nka — 1|Gka| Nko) = (Na 让 |Nka — 1) = V Npa. (2.15) 
根据 定义 (2.14) 和 对 易 关 系 (2.9), 可 得 到 .a 和 伐 ， 的 对 易 关 系 : 
BC 一 人 Cha = 一 (2.16 ) 


对 于 矢 势 , 我 们 仍 回 到 (2.4) 型 的 展开 式 , 但 系数 变 成 了 算 符 .我 们 把 它 与 


成 
A=》 (GkoAka + AL) (2.17) 
k,o 
其 中 
Apga = ee (2.18) 
ko V2w 和 。 


符号 el) 是 振子 极 化 方向 的 单位 矢量 , 与 波 矢 上 垂直; 而 且 对 每 个 k, 有 两 个 
独立 的 极 化 方向 . 
类 似 地 , 我 们 写 出 算 符 五 和 五: 


再 = 》 (ChoaBka + Bo), H=) (kaoHko + ts Hio), (2.19) 
六 ;ca kc 
其 中 
Erna =iwApa, 五 ka =n x Eko (n= k/w). (2.20) 


不 同 下 标的 矢量 Ako 在 下 述 意 义 上 是 互相 正 交 的 : 
| Au xdsz 一 <8ou8ek (2.21 ) 


因为 , 如 果 hxo 与 A*,,, 属于 不 同 的 波 矢 , 那么 它们 的 乘积 中 就 包含 一 个 对 体 
积 积 分 为 零 的 因子 eX*-*)'7; 如 果 它 们 的 差别 只 是 极 化 不 同 , 由 于 两 个 独立 的 
极 化 方向 互相 正 交 , 则 有 ete) . e(c)* = 0. 类 似 的 论证 对 矢量 Eko 与 Hko 也 
成 立 . 它们 的 归 一 化 可 通过 加 上 如 下 条 件 而 方便 地 实现 : 


1 * 
4n /me " 五 pva + Hka: Bu)dz = wOkk’ daa (2.22) 
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将 算 符 (2.19) 代 人 (2.10) 式 , 并 利用 (2.22) 式 进 行 积 分 , 就 得 到 用 算 符 
人 Ct 表示 的 场 哈密 顿 量 : 


H= > 3 (Gkaota 十 从 Cka). (2.23) 
ka 
在 所 考虑 的 表象 中 (由 式 (2.15) 给 出 算 符 6 与 2 的 矩阵 元 ), 这 个 算 符 是 对 角 
化 的 , 其 本 征 值 自然 与 (2.12) 一 致 . 
在 经 典 理论 中 , 场 的 动量 定义 为 积分 


P= 二 fs x Hd*z. 
过 渡 到 量子 理论 时 , 我 们 用 算 符 (2.19) 代替 巨 与 矿 ,并 且 容 易 求 出 
P= 5 3(B, + wt)n (2.24) 
kK, 
这 和 熟知 的 平面 波 的 能 量 与 动量 的 经 典 关系 一 致 . 此 算 符 的 本 征 值 为 
ps SE (Nie 不 3) | (2.25) 


ka 

用 和 矩阵 元 (2.15) 建立 的 算 符 表象 为 “占有 数 表象 ”, 即 通过 给 出 量子 数 
Nka (占有 数 ) 来 描写 系统 ( 场 ) 的 状态 . 在 此 表象 中 , 场 算 符 (2.19) 以 及 与 之 相 
应 的 哈密 顿 量 (2.11), 作用 于 通过 数 Nk 表示 的 系统 波 函 数 , 取 为 $(Nka,). 
场 算 符 (2.19) 不 是 时 间 的 显 函 数 , 这 与 非 相 对 论 量子 力学 中 惯用 的 算 符 的 薛 
定 请 绘 景 是 一 致 的 . 而 系统 的 状态 B(Nkpa,t) 却 是 依赖 于 时 间 的 , 其 依赖 关系 
由 薛 定 刘 方 程 决定 

i = hg. 

场 的 这 种 描写 就 其 本 质 而 言 是 相对 论 不 变 的 , 因为 它 是 以 相对 论 不 变 的 
麦克 斯 韦 方程 为 基础 的 . 但 是 这 个 不 变性 并 未 明显 地 表现 出 来 , 主要 是 由 于 空 
间 坐 标 和 时 间 是 以 极 不 对 称 的 形式 出 现 的 . 

在 相对 论 性 理论 中 , 要 使 场 的 描写 形式 具有 更 明显 的 不 变性 是 很 方便 的 . 
为 此 , 必须 采用 所 谓 的 海 森 伯 绘 景 , 在 海 森 伯 绘 景 中 , 算 符 本 身 随 时 间 变 化 ( 参 
见 第 三 卷 813). 采用 这 个 绘 景 , 时 间 和 坐标 平等 地 出 现在 场 算 符 的 表示 式 中 ， 
而 系统 的 状态 瑟 则 只 是 占有 数 的 函数 . 

对 算 符 4 而 言 , 向 海 森 伯 绘 景 的 过 渡 归 结 为 将 (2.17) 式 求 和 中 每 一 个 
Aka 的 因子 eisy 换 成 eiler-ob, 即将 4ka 看 成 时 间 的 函数 : 


(a) 
4 = V 杯 NS (2.26) 
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这 一 点 容易 证 明 , 注意 到 海 生 伯 绘 景 由 初 态 到 终 态 的 跃迁 i 一 f 的 矩阵 元 必 
然 包 含 一 个 因子 exp{ 一 i(E; 一 Bf)t}, 其 中 E; 与 By 分 别 为 初 态 与 终 态 的 能 量 
(参见 第 三 卷 813). 对 于 Ni 减少 或 增加 1 的 跃迁 , 这 个 因子 应 分 别 变 为 ei 
与 eiwt. 这 个 条 件 在 进行 上 述 代 换 后 就 自动 得 到 满足 了 . 

今后 , 不 管 研究 的 是 电磁 场 还 是 粒子 的 场 ,我 们 将 总 假设 采用 的 是 算 符 的 
海 森 伯 绘 景 . 
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现在 对 上 面 得 到 的 场 的 量子 化 公式 作 进 一 步 的 分 析 . 

首先 , 场 的 能 量 公式 (2.12) 引起 了 如 下 困难 . 场 的 最 低能 级 对 应 所 有 振子 
的 量子 数 Nua 等 于 零 的 状态 ( 称 为 电磁 场 真空 态 ). 但 是 , 即使 在 这 个 状态 中 ， 
每 个 振子 还 具有 非 零 的 “零点 能 量 ”w/2. 它 对 无 限 多 个 振子 求 和 , 就 得 到 无 
限 大 的 结果 . 这 样 , 我 们 就 碰 到 了 “发 散 ”困难 中 的 一 种 , 它 是 由 于 现 有 理论 缺 
乏 逻 辑 严密 与 一 致 性 而 产生 的 . 

如 果 所 谈论 的 只 是 场 能 量 的 本 征 值 ,那么 只 要 删 去 零点 振动 能 量 , 就 能 消 
除 这 个 困难 , 即 把 场 的 能 量 和 动量 写成 只 


E=Y》 Neow, P= 》 Nkok. (3.1) 
ko ko 


这 两 个 公式 使 我 们 能 够 引进 辐射 量子 或 光子 的 概念 , 这 是 一 个 贯穿 量子 
电动 力学 始终 的 基本 概念 包 . 也 就 是 说 , 我 们 可 以 把 自由 电磁 场 看 成 为 粒子 的 
集合 , 每 个 粒子 都 具有 能 量 w(= hw) 和 动量 k(= niiw/c). 光子 的 能 量 与 动量 
之 间 的 关系 和 相对 论 力学 中 具有 和 零 静 质量 并 以 光速 运动 的 粒子 相同 . 占有 数 
Nka 则 表示 具有 给 定 动量 k 和 极 化 ete) 的 光子 数 . 光子 的 极 化 类 似 于 其 它 粒 
子 的 自 旋 (光子 在 这 方面 的 具体 性 质 将 在 86 中 讨论 ). 

容易 看 到 , 上 节 所 建立 起 来 的 全 部 数学 表述 与 把 电磁 场 描述 为 泡子 的 集 
合 是 完全 一 致 的 , 这 正 是 应 用 于 光子 系统 的 二 次 量子 化 方法 人 @. 在 这 个 方法 中 
(参见 第 三 卷 864), 独立 变量 是 状态 的 占有 数 , 而 算 符 作用 在 点 有数 的 函数 上 . 


@ 只 要 把 (2.10) 式 中 算 符 的 乘积 看 成 “正规 积 ”, 即 算 符 计 总 是 在 算 符 人 的 左边 ， 
就 可 以 在 形式 上 消除 发 散 困 难 而 不 引起 矛盾 . 这 时 , 公式 (2.23) 变 为 


草 = 》 (waGkaGka)， 
如 ;Ce 


@ 光子 的 概念 是 爱 因 斯 坦 首先 引入 的 (A. Einstein, 1905). 
加 狄 拉克 首先 将 二 次 量子 化 方法 应 用 于 辐射 理论 (P. A. M. Dirac, 1927). 
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这 时 起 主要 作用 的 是 粒子 的 “淹没 ”与 “产生 "” 算 符 , 它们 分 别 使 占有 数 减 少 
与 增加 1; Go, 站 就 是 这 类 算 符 : 6G.a 消灭 一 个 状态 为 k、a 的 光子 , 而 大 产 
生 一 个 这 种 状态 的 光子 . 

对 易 关 系 (2.16) 对 应 于 服从 玻 色 统 计 的 粒子 . 因此 , 光子 是 玻 色 子 , 这 正 
如 我 们 所 预料 的 , 这 是 因为 任 一 状态 中 可 容许 的 光子 数 不 受 限制 (在 85 中 我 
们 还 要 进一步 讨论 这 个 性 质 的 意义 ). 

平面 波 4ka (2.26) 作为 光子 淹没 算 符 的 系数 出 现在 算 符 A ((2.17) 式 ) 中 ， 
可 以 将 其 看 成 具有 给 定 动量 上 与 极 化 eto) 的 光子 的 波 函 数 . 这 种 看 法 对 应 于 
在 非 相对 论 二 次 量子 化 方法 中 将 几 算 符 按 粒子 的 定 态 波 函 数 展开 ; (但 是 , 不 
同 的 是 , 在 (2.17) 的 展开 式 中 , 既 包 含 粒 子 的 潭 没 算 符 , 又 包含 粒子 的 产生 算 
符 ; 这 种 差别 的 意义 将 在 后 面 阐述 , 参见 812). 

波 函 数 (2.26) 的 归 一 化 条 件 为 


1 
/BlEkeP + Hols = (32) 


此 处 取 归 一 化 为 “在 V =1 的 体积 中 有 一 个 光子 ”: 实际 上 , 等 式 左边 的 积分 
是 在 给 定 波 函 数 的 状态 中 光子 能 量 的 量子 力学 平均 值 名 , 而 (3.2) 式 的 右边 则 
正 是 一 个 光子 的 能 量 . 

光子 的 “ 薛 定 刘 方 程 ” 可 用 麦克 斯 韦 方 程 组 表示 . 在 现在 的 情形 ( 即 当 势 
A(7,t) 满足 条 件 (2.1) 时 ), 这 就 导致 波动 方程 : 


在 任意 定 态 的 一 般 情形 , 光子 的 “ 波 函 数 ” 为 此 方程 的 复数 解 , 其 对 时 间 的 依 
赖 关系 由 因子 e “ 给 出 . 

谈 到 光子 的 波 函 数 , 我 们 必须 再 次 强调 , 绝对 不 能 把 它 看 成 是 光子 在 空间 
局 部 出 现 的 概率 振幅 , 这 一 点 和 非 相对 论 量子 力学 中 波 函 数 的 基本 意义 根本 
不 同 . 这 是 因为 (如 81 中 所 指出 的 ), 光子 的 坐标 概念 根本 没有 物理 意义 . 我 们 
将 在 $4 的 末尾 进一步 讨论 这 个 问题 的 数学 方面 . 

呐 数 A(7,t) 对 坐标 作 健 里 叶 展 开 时 的 分 量 , 构成 动量 表象 中 光子 的 波 函 
数 , 表示 成 A(k,t) = A(k)e-wt. 例如 , 对 于 一 个 给 定 动量 与 极 化 e(% 的 状 
态 , 动量 表象 中 的 波 随 数 简单 地 由 (2.26) 式 中 指数 因子 的 系数 给 出 : 


(a) 
Aka(k’',o) = VI ow kd . (3.3) 


注意 , 积分 (3.2) 式 中 的 系数 1/4r 两 倍 于 (2.10) 式 中 通常 的 系数 1/8rx. 这 种 差别 
归根 结 底 是 由 于 Es。, Hno 是 复 矢量 , 区 别 于 厄 米 的 场 算 符 去 怎 . 
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由 于 自由 粒子 的 动量 是 可 测量 的 , 动量 表象 中 的 波 函 数 就 比 坐 标 表 象 中 
的 波 函数 有 更 为 深刻 的 物理 意义 : 由 它 可 以 计算 一 定 状态 的 光子 具有 各 种 动 
量 和 极 化 值 的 概率 wpa. 按照 量子 力学 的 一 般 规则 , 将 A(k') 按 一 定 k 和 el) 
值 的 状态 波 函 数 展开 , wi 即 为 展开 式 系数 的 模 的 平方 : 
2 


Who 多 





> Ax,(k',a’). A(k’) 
kr’ 





(比例 系数 由 函数 的 归 一 化 方式 决定 ). 将 (3.3) 式 代 入 , 就 得 到 : 
wka cc jeta) . A(k)|?. (3.4) 
对 两 种 极 化 状态 求 和 , 就 给 出 光子 动量 为 的 概率 : 


we < |A(k)|’. (3.5) 
84 规 沁 不 变性 


众所周知 , 经 典 电动 力学 中 场 的 势 是 有 选择 自由 的 : 四 维 势 4, 的 分 量 可 

以 进行 任何 形 如 
A — A, + Ox, (4.1) 
的 规范 变换 , 其 中 x 为 坐标 与 时 间 的 任意 函数 (参见 第 二 卷 818). 

对 平面 波 而 言 , 如 果 只 考虑 不 改变 势 的 形式 (与 因子 exp( 一 jkjx*) 成 正比 ) 
的 变换 , 这 个 自由 选择 性 可 归结 为 可 以 给 波幅 加 上 一 个 与 太 成 正比 的 任意 四 
维 矢量 . 

这 种 势 的 自由 选择 性 在 量子 理论 中 继续 存在 , 当然 , 在 这 里 它 与 场 算 符 或 
光子 波 函 数 相关 . 为 避免 预先 确定 势 的 选择 方式 , 就 必须 用 算 符 四 维 势 的 相应 
展开 式 

Ar = > (ka4 + A ), (4.2) 
k,o 


代替 (2.17) 式 , 其 中 波 函 数 A4， 为 如 下 形式 的 四 维 矢量 : 
及 如 
A = Vi ; &ye!” 一 一 1， 
或 省 去 四 维 矢 量 指 标 , 写成 更 为 简洁 的 形式 : 


[是 4 
Ax = VAn——e **, ee* 一 一 1. 4.3 
"VT (43) 
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其 中 , 四 维 动量 kr = (w,k) (因此 kx = wt 一 有 7) 而 e 为 四维 单 位 极 化 矢量 包 ， 
如 果 我 们 只 选择 不 改变 函数 (4.3) 对 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 的 规范 变换 ， 

这 样 的 变换 必定 是 
eu — Ep Xb,, (4.4) 


其 中 x = x(k*) 为 任意 函数 . 由 于 极 化 是 横向 的 , 因此 总 可 以 选择 一 个 规范 使 
得 四 维 矢 量 e 的 形式 为 : 


e+ = (0,e), e:k=0, (4.5) 


这 种 规范 我 们 称 之 为 三 维 横向 规范 . 将 其 写成 四 维 协 变 形式 , 这 个 条 件 就 变 成 
四 维 模 向 性 条 件 : 
ek = 0. (4.6) 


应 该 指出 , 由 于 及 = 0, 这 个 条 件 (如 归 一 化 条 件 ee* = -1 那样 ) 在 变换 
(4.4) 下 仍 保持 不 变 . 假如 粒子 的 四 维 动量 的 平方 等 于 零 , 其 质量 也 必定 等 于 
替 . 这 就 揭示 了 规范 不 变性 与 光子 的 零 质 量 之 间 的 联系 (这 种 联系 的 其 它 方 
面 将 在 $14 中 讨论 ). 

对 参与 某 过 程 的 光子 的 波 函 数 进行 规范 变换 时 , 任何 可 观测 的 物理 量 都 
不 应 该 改变 . 在 量子 电动 力学 中 , 此 规范 不 变性 要 求 所 起 作用 甚至 比 在 经 典 理 
论 中 还 要 大 . 我 们 将 在 许多 例子 中 看 到 , 规范 不 变性 与 相对 论 不 变性 一 样 , 是 
一 种 强 有 力 的 启发 性 原则 . 

另外 , 理论 的 规范 不 变性 本 身 又 和 电荷 守恒 定律 有 紧密 的 联系 ;我 们 将 在 
$43 中 讨论 这 方面 的 问题 . 

我 们 在 上 一 节 已 经 指出 , 光子 的 坐标 波 函 数 不 能 解释 成 它 在 空间 局 部 的 
概率 振幅 . 数学 上 , 这 表现 为 不 可 能 用 这 种 波 防 数 构 成 哪怕 是 形式 上 具有 概率 
密度 性 质 的 量 . 这 样 的 量 必须 用 波 函 数 A, 及 其 复 共 恩 的 正定 的 双 线 性 组 合 
来 表示 . 此 外 , 它 必 须 满足 一 定 的 相对 论 协 变性 要 求 一 一 即 它 应 该 是 四 维 矢 
量 的 时 间 分 量 (这 是 因为 , 表示 粒子 数 守 恒 的 连续 性 方程 的 四 维 形式 是 四 维 流 
矢量 的 散 度 为 零 ; 在 这 里 , 四 维 流 矢量 的 时 间 分 量 就 是 粒子 在 空间 各 处 出 现 的 
概率 密度 , 参见 第 二 卷 829). 另 一 方面 , 规范 不 变性 要 求 四 维 矢量 4,, 只 能 以 
反对 称 张 量 Fy = Bh 一 Bhp = 一 (kpAy 一 kh) 的 形式 出 现在 四 维 流 矢量 
中 . 因此 , 四 维 流 矢量 应 该 是 Fi, 和 FF (以 及 四 维 矢量 入 的 分 量 ) 的 双 线 性 
组 合 . 但 是 , 这 样 的 四 维 矢量 一 般 不 可 能 构成 , 这 是 由 于 满足 这 个 条 件 的 任何 

@ 表示 式 (4.3) 不 是 完全 相对 论 协 变 的 (四 维 矢 量 ) 形式 ; 这 是 由 于 我 们 所 用 的 归 
一 化 条 件 ( 归 一 化 为 有 限 体积 V = 1) 不 是 协 变 的 . 但 这 并 没有 原则 上 的 重要 性 , 并 可 完 


全 由 这 种 归 一 化 方法 所 提供 的 方便 所 补偿 . 以 后 我 们 将 看 到 , 这 使 得 我 们 得 以 简单 而 
直截了当 地 以 必要 的 不 变形 式 推 出 实际 的 物理 量 . 
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表示 式 (例如 , kxFs FEY) 都 因 横向 性 条 件 ( 愉 玉 = 0) 而 等 于 零 , 并 且 它 在 任 
何 情形 下 已 不 再 为 正定 的 了 (因为 它 包含 分 量 , 的 奇 次 宕 ) 


85 量子 理论 中 的 电磁 场 


电磁 场 是 光子 的 集合 , 这 是 与 量子 理论 中 电磁 场 的 物理 意义 完全 一 致 的 
唯一 描述 , 它 代 替 了 用 场 强 描述 场 的 经 典 方 法 . 在 描写 光子 的 数学 表述 中 , 场 
强 是 作为 二 次 量子 化 的 算 符 出 现 的 

众所周知 , 当 决 定 系统 定 态 的 量子 数 很 大 时 , 量子 系统 的 性 质 便 类 似 于 经 
典 性 质 . 对 一 个 自由 电磁 场 (在 给 定 体积 内 ) 而 言 , 这 意味 着 振子 的 量子 数 
即 光子 数 Nsa 必定 很 大 . 在 这 方面 , 光子 服从 玻 色 统计 这 个 事实 是 非常 重要 
的 . 在 理论 的 数学 表述 上 , 玻 色 统计 与 经 典 场 性 质 的 关系 表现 在 算 符 全 让 
的 对 易 关 系 上 . 当 Ni 很 大 时 , 这 些 算 符 的 矩阵 元 也 变 得 很 大 , 对 易 关 系 (2.16) 
右 端的 1 便 可 忽略 , 从 而 得 到 
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即 这 些 算 符 变 成 为 互相 可 对 易 的 经 典 量 cka,cxw, 它们 决定 了 经 典 的 场 强 . 

但 是 , 场 的 准 经 典 性 条 件 还 需要 更 加 准确 地 确定 . 问题 在 于 , 如 果 所 有 的 
Nka 都 很 大 , 那么 对 所 有 状态 k,a 求 和 时 , 场 的 能 量 必定 变 为 无 穷 大 , 因而 , 准 
经 典 性 条 件 也 就 变 得 没有 意义 了 . 

关于 准 经 典 条 件 , 一 个 具有 明确 物理 意义 的 提 法 可 以 基于 对 场 在 某 个 短 
的 时 间 间 隔 At 内 求 平均 的 考虑 . 如 果 将 经 典 电 场 五 (或 磁场 瓦 ) 表示 成 对 时 
间 的 健 里 叶 积 分 , 那么 , 当 它 在 时 间 间 隔 At 内 求 平均 时 , 只 有 那些 频率 满足 
wAt SI 的 傅 里 叶 分 量 才 对 平均 值 互 有 明显 的 贡献 , 否则 , 振荡 因子 ee 的 
平均 值 几乎 等 于 零 . 所 以 , 在 确定 平均 场 的 准 经 典 条 件 时 , 只 需 考 虑 w < 1/At 
的 那些 量子 振子 , 只 要 这 些 振 子 的 量子 数 很 大 就 行 了 . 

频率 在 零 和 w ~ 1/At 之 间 的 振子 数 (在 V=1 的 体积 中 ) 具有 数量 级 吕 


(2 A 四 (5.1) 


单位 体积 中 的 总 能 量 ~ E?. 这 个 量 除 以 振子 数 和 单个 光子 的 某 个 平均 能 量 
值 (~ 成 /小 我 们 得 到 光子 数 的 数量 级 为 

五 2c3 

ht 





Ng ~ 


@ 本 节 采 用 通常 的 单位 . 
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由 于 要 求 这 个 数 很 大 的 条 件 , 我 们 便 得 到 不 等 式 


a 交 : 3 

这 就 是 我 们 所 要 求 的 将 (在 时 间 间 隔 At 内 平均 的 ) 场 当 成 经 典 场 的 条 件 . 
我 们 看 到 , 场 必须 达到 一 定 的 强度 , 并 且 当 平均 时 间 间 隔 At 减 小 时 , 要 求 这 个 
场 增强 . 对 变化 着 的 场 , 这 个 时 间 间 隅 当然 不 应 超过 场 有 显著 变化 的 时 间 间 
了 珊 . 因此 , 如 有 果 变 化 场 足 够 弱 , 则 永远 不 能 看 成 为 准 经 典 场 . 只 有 对 静态 场 (不 
随时 间 变 化 ), 我 们 才能 假设 At 一 co, 从 而 使 不 等 式 (5.2) 的 右边 趋 近 于 零 . 所 
以 , 静态 场 永远 是 经 典 的 . 

我 们 已 经 指出 , 以 平面 波 本 加 形式 出 现 的 电磁 场 的 经 典 表示 式 , 在 量子 理 
论 中 必须 看 成 算 符 的 表示 式 . 然而 , 这 些 算 符 只 有 很 有 限 的 物理 意义 . 有 物理 
意义 的 场 算 符 在 光子 真空 态 的 场 值 必须 为 零 , 但 是 , 场 平方 算 符 五? 在 基态 的 
平均 值 却 是 无 穷 大 , 虽然 它 和 场 的 零点 能 量 只 差 一 个 因子 ; (此 处 的 “平均 值 ” 
指 的 是 量子 力学 平均 值 , 即 算 符 的 相应 对 角 和 矩阵 元 ). 即使 采用 某 个 形式 上 的 
抵消 算 符 (如 对 场 的 能 量 所 做 的 那样 ), 这 个 无 穷 大 也 是 避免 不 了 的 , 因为 在 现 
在 的 情形 下 , 要 做 到 这 一 点 , 就 必须 对 算 符 E, 五 本 身 (而 不 是 它们 的 平方 ) 作 
某 种 适当 的 改变 , 但 这 是 不 可 能 的 . 
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光子 和 任何 其 它 粒子 一 样 , 可 以 具有 一 定 的 角 动 量 . 为 了 确定 光子 角 动 
量 的 性 质 , 我 们 先 回 顾 一 下 在 量子 力学 的 数学 表述 中 粒子 波 函 数 的 性 质 和 粒 
子 的 角 动 量 之 间 的 联系 . 

粒子 的 角 动 量 7 由 其 轨道 角 动 量 1 和 内 训 角 动量 (或 自 旋 ) s 组 成 . 自 旋 
为 s 的 粒子 的 波 函 数 是 秩 为 2s 的 对 称 旋 量 , 即 一 个 有 2s + 1 个 分 量 的 集合 ; 
当 坐 标 系 转动 时 , 这 些 分 量变 换 成 它们 之 间 的 另外 一 个 组 合 .轨道 角 动 量 则 和 
波 函 数 对 坐标 的 依赖 关系 的 方式 相关 : 轨道 角 动 量 为 1 的 态 对 应 于 其 分 量 为 1 
阶 球 谐 函 数 的 线性 组 合 的 波 函 数 . 

自 旋 和 轨道 角 动 量 之 间 有 本 质 上 的 区 别 , 这 就 要 求 波 函 数 的 “ 自 旋 ”性 
质 和 “坐标 ”性 质 是 互相 独立 的 : 在 给 定时 刻 旋 量 分 量 对 坐标 的 依赖 关系 必 
须 没 有 任何 附加 的 限制 . 

在 波 函 数 的 动量 表象 中 , 其 对 坐标 的 依赖 关系 变 为 对 动量 & 的 依赖 关系 . 
光子 波 陋 数 (在 三 维 横向 规范 中 ) 是 矢量 A(k). 这 个 矢量 等 价 于 一 个 二 秩 旋 
量 , 在 这 个 意义 上 可 以 说 光子 的 自 旋 为 1. 但 是 , 这 个 矢量 波 函 数 满足 横向 性 
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条 件 :R . A(k) = 0, 这 是 对 函数 A(k) 附加 的 进一步 限制 条 件 . 这 样 , 这 个 函数 
就 不 能 够 在 同一 时 刻 任意 地 指定 矢量 的 所 有 分 量 , 因此 就 不 能 够 严格 地 区 分 
轨道 角 动 量 和 自 旋 . 

我 们 看 到 , 自 旋 是 静止 粒子 的 角 动 量 这 个 定义 也 不 适用 于 光子 , 因为 光子 
以 光速 运动 , 其 静止 参考 系 是 不 存在 的 . 

因此 , 对 于 光子 只 有 其 总 角 动 量 是 有 意义 的 . 由 于 描述 光子 的 量 中 没有 
任何 秩 为 奇数 的 旋 量 , 因此 很 显然 , 其 总 角 动 量 必定 为 整数 . 

与 其 它 任何 粒子 一 样 , 光子 的 状态 还 可 以 用 其 字 称 来 描述 , 宇 称 是 指 波 函 
数 在 坐标 反 演 时 的 行为 (参见 第 三 卷 830). 在 动量 表象 中 , 坐标 符号 的 改变 可 
用 大 的 所 有 分 量 改 变 符号 来 代替 . 反 演 算 符 P 作用 于 标量 函数 p(k) 上 所 起 
的 效应 只 是 简单 地 产生 符号 的 改变 : Py(k) = p( 一 k). 当 作 用 于 矢量 函数 A(k) 
时 , 还 必须 考虑 到 : 坐标 轴 方 向 的 改变 使 得 矢量 的 各 个 分 量 的 符号 也 改变 了 ， 
因此 ， 

PA(k) = —A(—k). (6.1) 


尽管 将 角 动 量 分 为 轨道 角 动 量 和 自 旋 的 做 法 对 光子 没有 物理 意义 , 但 是 ， 
作为 形式 上 的 辅助 量 , 引入“ 自 旋 ”s 和 “轨道 角 动 量 ”"! 来 描述 波 函 数 的 转动 
变换 性 质 仍 是 比较 方便 的 : s = 1 对 应 波 函 数 是 一 个 矢量 的 事实 , 而 ; 的 值 出 
现在 波 函 数 中 的 球 谐 函 数 的 阶 数 . 这 里 我 们 考虑 的 是 光子 具有 一 定 角 动量 的 
状态 的 波 函 数 ; 对 一 个 自由 粒子 而 言 , 就 是 球面 波 . 特别 是 , ! 的 数值 确定 了 光 

子 状 态 的 宇 称 ; 
P=(-1)t (6.2) 


用 相同 的 方式 , 可 以 将 角 动 量 算 符 了 表示 成 求 和 3+i. 我 们 知道 , 角 动量 
算 符 与 坐标 系 的 无 限 小 转动 算 符 相 联系 ; 在 现在 的 情形 下 , 又 和 这 个 算 符 对 矢 
量 场 的 作用 相 联 系 . 在 求 和 +i 中 , 算 符 人 作用 于 矢量 指标 上 , 使 矢量 的 分 量 
变换 成 它们 的 相互 组 合 ; 而 算 符 1 作用 在 这 些 分 量 上 就 如 同 作用 在 动量 (或 坐 
标 ) 的 函数 上 一 样 . 

我 们 可 以 计算 (给 定 能 量 下 ) 对 于 给 定 的 光子 角 动 量 值 了 可 能 的 状态 数 
(不 考虑 相对 于 角 动 量 方向 的 27 十 1 重 简 并 ). 

当 ! 和 s 互相 独立 时 , 这 种 计算 很 简单 : 将 矢量 ! 和 s 按 矢 量 模型 规则 相 
加 , 看 有 多 少 种 相 加 方式 即 可 得 到 所 求 的 7 值 . 对 自 旋 s=1 的 粒子 ,并 给 定 非 
”人 @ 我 们 将 选 定 , 按照 反 演 算 符 对 极 矢量 , 如 A (或 相应 的 电 矢量 E = iwA) 作用 的 
效应 来 定义 状态 的 字 称 . 这 在 符号 上 与 对 轴 矢 量 和 H = i(k x 4) 的 作用 的 效应 不 同 , 因 


为 反 演 不 改变 轴 矢 量 的 方向 : 
BH(k) = H(—k). 
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零 的 了 值 , 这 个 方法 将 给 出 具有 下 列 1 值 和 生 称 的 三 个 状态 : 


l=j, P=(-D) =(-1}+,; 
1 一 7 十 1， 一 = (-11L = (-1). 


然而 , 如 了 = 0, 则 只 得 到 1! = 1 并 且 字 称 为 已 = +1 的 一 个 状态 . 

在 此 计算 中 , 没有 考虑 矢量 4 的 横向 性 条 件 ; 假设 其 所 有 三 个 分 量 都 是 
互相 独立 的 . 因此 , 还 必须 从 上 面 得 到 的 状态 数 中 减 去 纵向 矢量 所 对 应 的 状态 
数 . 纵向 矢量 可 以 写成 kp(k) 的 形式 , 因此 , 就 其 对 转动 的 变换 性 质 而 言 , 它 的 
三 个 分 量 等 价 于 单个 标量 gp 中. 因此 我 们 可 以 说 , 与 横向 性 条 件 不 相 容 的 额外 
状态 对 应 于 具有 标量 波 函 数 ( 零 秩 旋 量 ), 即 有 “ 零 自 旋 ”@. 因此 , 这 个 状态 的 
角 动 量 7 等 于 yp 中 所 含 球 谐 函 数 的 阶 数 . 光子 状态 的 宇 称 则 由 反 演 算 符 对 矢 
量 函 数 kw 的 作用 确定 : 


P(ky) = —(—k)p(—k) = (~1)iky(k), 


因此 宇 称 为 (-1)7. 我 们 必须 从 上 面 得 到 的 宇 称 为 (-1) 的 状态 数 ( 即 j 关 0 
时 为 两 个 ,了 = 0 时 为 一 个 ) 中 再 减 去 1. 

这 样 我 们 就 得 出 结论 : 当 光 子 的 角 动 量 j 非 零 时 , 存在 一 个 偶 宇 称 态 和 一 
个 奇 宇 称 态 . 而 当 7 = 0 时 则 得 不 到 任何 状态 . 这 意味 着 光子 不 可 能 有 零 角 动 
量 ; 因此 了 只 能 取 1,2,3,.…. 不 可 能 存在 7= 0 的 状态 这 一 点 实际 上 是 显然 的 ， 
因为 角 动 量 为 零 的 状态 的 波 函 数 必须 是 球 对 称 的 , 而 对 于 横 波 这 明显 是 不 可 
能 的 . 

通常 用 下 面 的 术语 来 标记 光子 的 各 种 状态 . 角 动 量 为 7、 宇 称 为 (1)i 的 
光子 称 为 电 27 极光 子 (或 Bj 光子 ); 而 宇 称 为 (-Ti+i 的 光子 称 为 磁 21 极光 
子 (或 Mj 光子 ). 例如 ,了 = 1 的 奇 宇 称 态 对 应 电 偶 极光 子 , ; = 2 的 偶 宇 称 态 
对 应 电 四 极光 子 , 而 了 = 1 的 偶 宇 称 态 则 对 应 磁 偶 极光 子 @. 


Q 这 是 因为 一 个 量 在 转动 下 的 变换 , 指 的 是 绕 给 定点 的 , 即 对 给 定 k& 值 的 变换 .在 
这 种 变换 下 , kwy(k) 是 不 变 的 , 即 其 行为 如 同一 个 标量 . 

@ 应 该 再 次 强调 , 这 里 所 指 的 并 不 是 任何 实际 粒子 的 状态 , 这 里 的 计算 是 形式 上 
的 , 在 数学 上 相当 于 将 一 组 在 转动 变换 下 相互 重新 组 合 的 量 用 转动 群 的 不 可 约 表 示 进 
行 分 类 . 

外 这 些 名 称 与 经 典 辐射 理论 的 术语 一 致 ; 我 们 将 在 后 面 (846, 847) 看 到 , 电 型 光子 
和 磁 型 光子 的 辐射 分 别 由 电荷 系统 的 电 和 矩 和 磁 矩 决定 . 
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确定 光子 角 动 量 的 可 能 取 值 后 , 应 该 确定 相应 应 的 波 函 数 吕 . 

我 们 先 考虑 一 个 形式 上 的 问题 : 确定 可 作为 算 符 色 与 放 的 本 征 函 数 的 
矢量 隐 数 , 先 不 管 这 些 函 数 中 的 哪 一 些 将 会 出 现在 我 们 所 要 求 的 光子 波 函 数 
中 , 也 不 考虑 横向 性 条 件 . | 

我 们 将 在 动量 表象 中 寻找 这 样 的 函数 . 在 此 表象 中 , 坐标 算 符 为 = iD/OR 
(参见 第 三 卷 (15.12) 式 ). 轨道 角 动 量 算 符 为 


1=Fx k= ik x0/0k, 


和 坐标 表象 中 的 角 动 量 算 符 比较 , 区 别 只 是 字母 7 换 成 了 k. 因此 , 所 提问 题 
在 两 个 表象 中 的 解 在 形式 上 是 一 样 的 . 
所 求 的 本 征 函 数 用 Yjm 标记 , 并 称 之 为 球 谐 矢 量 . 它们 须 满足 条 件 


TT = j(y 十 1)Y jm jzYjm = mY jm (7.1) 


(z 轴 为 空间 中 给 定 的 方向 ). 我 们 将 证 明 , 任何 形 如 aYjm 的 函数 都 满足 这 些 
方程 , 其 中 a 是 由 单位 矢量 n = kf/w 构成 的 任意 矢量 , 而 Yim 则 为 通常 的 ( 标 
量 ) 球 谐 函 数 . 后 者 我 们 将 按 第 三 着 828 来 定义 : 


= /2+ DO lml)! 


drn(l + fm))! Pr" (cosO)e™? we 


Yim(n) 一 《一 


(其 中 9,y 为 沿 n 方 向 的 球 坐 标的 极 角 ) @ 
为 此 我 们 引用 对 易 关 系 ( 见 第 三 卷 , (29.4) 式 ): 


{li,ar}— = ieipiar. 


等 式 右 边 可 写成 -Sak, 其 中 是 自 旋 为 1 的 算 符 (这 个 算 符 对 矢量 活 数 的 作 
用 由 等 式 Sak = 一 jeiwial 给 出 ; 参见 第 三 卷 857, 习题 2). 因此 我 们 有 


Liak — apli = 一 人 ok. 
@ 这 个 问题 是 Heitler 首先 研究 的 (W. Heitler, 1936). 这 里 给 出 的 解 是 由 B. 5. 别 


列 斯 捷 获 基 作 出 的 (1947). 
@ 为 后 面 引用 方便 起 见 ,9 =0 (n 沿 z 轴 ) 的 函数 值 为 : 


4 /2 1 
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应 用 这 个 等 式 我 们 求 出 
fiak = (t+)axr = opli. 
可 见 ， 
F(aYsm) = oPYjm, F(aYjm) = ofrYjm. 


由 于 球 谐 函数 Yjm 是 算 符 六 与 1 的 本 征 值 分 别 为 7(J 十 1) 与 m 的 本 征 函 数 ， 
我 们 就 得 出 (7.1) 式 . 
通过 取 如 下 三 个 矢量 : 
Vn NX Vn 
作为 矢量 a® 我 们 得 到 实质 上 不 同 的 三 个 类 型 的 球 谐 和 拓 量 . 这 些 球 谐 矢量 可 
定义 为 : 


(7.3) 








YY = E E Vn Y jm P= (—1); 
Vi(+1) 
(M) _ (E) es 十 1. 


YE =nYm, P=(-1). 


此 式 还 给 出 了 每 个 矢量 的 宇 称 P. 这 三 个 类 型 的 矢量 互相 正 交 , 且 Y 相对 
于 n 为 纵 矢量 , 而 YP) 与 YM) 为 横 矢量 . 

这 些 球 谐 矢量 可 用 标量 球 谐 函数 表示 : Y44 只 用 ! = 了 阶 球 谐 函 数 表示 ， 
而 YY 如 与 立 名 则 要 用 1 = 了 士 1 阶 球 谐 函数 表示 . 这 一 点 是 显而易见 的 , 只 要 
将 (7.4) 式 给 出 的 宇 称 和 用 相关 球 谐 函数 的 阶 数 表示 的 矢量 场 的 宇 称 (1)'+1 
互相 比较 即 可 . 

任何 一 个 类 型 的 球 谐 矢量 都 是 按 下 式 互 相 正 交 归 一 的 : 


Ym Yjmdo 一 Ojj' Omm’. (7.5) 
巴 算 符 vn 三 |k|Vk 作用 在 只 与 方向 n 有关 的 函数 上 . 在 球 坐 标 中 , 其 两 个 分 量 为 : 
9 1 9 
"(F007) 
用 An 标记 的 算 符 为 拉 普 拉 斯 算 符 的 角度 部 分 : 


1 1 0 
"sing 60 00 sin?0 9p2 
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对 矢量 Y 名 ,由 球 谐 函 数 Yjm 的 归 一 化 条 件 , 这 是 显然 的 . 对 于 矢量 立 色 ), 归 
一 化 积分 为 


1 i 1 
mr /vv VnYim'do 一 70 二 了 T | YomAnYmao 


并 且 , 由 AnYjm = 一 j(j 十 1)Yjm 得 到 (7.5) 式 . 矢量 Y0 的 归 一 化 也 归结 为 
一 个 类 似 的 积分 . 

其 实 , 只 要 利用 有 关 函 数 转换 性 质 的 一 般 论断 , 便 可 得 到 球 谐 矢量 (7.4)， 
而 并 不 需要 对 方程 (7.1) 进行 上 述 的 直接 验证 . 在 上 节 我 们 曾 利用 这 些 论断 
说 明 : 一 个 矢量 函数 mp 对 应 于 角 动 量 值 j, 它 和 yp 中 出 现 的 球 谐 函 数 的 阶 数 
相同 . 如 果 简 单 地 取 yp = Yjm, 那么 函数 mp 也 将 对 应 着 一 个 确定 的 角 动 量 分 
量 值 m. 这 样 一 来 , 我 们 就 立即 导出 球 谐 矢量 Y 铝 . 但 是 如 果 用 矢量 V。 或 
n x Yn 代替 乘积 ny 中 的 m, 那么 , 86 中 关于 变换 性 质 的 讨论 不 受 影 响 . 这 样 
我 们 就 得 到 另外 两 类 球 谐 矢 量 . 

现在 我 们 来 考虑 光子 的 波 函 数 . 对 一 个 电 型 光子 (EE), 矢量 A(k) 应 该 有 
字 称 (-1)i. 球 谐 矢量 Yb 和 YY 所 都 具有 这 样 的 字 称 , 但 只 有 前 者 满足 横向 
条 件 . 对 一 个 磁 型 光子 (MI), 矢量 A(k) 应 该 有 宇 称 (-1)i+1; 只 有 YM 有 这 
种 宇 称 . 因此 , 一 个 具有 给 定 角 动 量 7 及 其 分 量 m (和 能 量 w) 的 光子 的 波 函 
数 为 : 


2 
Aum(k) = 956(|k| —w) Ym(n), (7.6) 


其 中 Yi 对 电 型 光子 与 磁 型 光子 必须 分 别 取 为 与 Ys 给 定 的 能 量 值 
由 因子 S(|k| 一 w) 考虑 . 
函数 (7.6) 的 归 一 化 条 件 为 


1 * 
eo ww Arzrmi (有 Awim(k)d k = wow —w)6i7 dmm. (7.7) 


对 于 坐标 表象 中 的 波 函 数 , 条 件 (7.7) 等 价 于 如 下 条 件 吕 


二 / {Es (Tr) Bosm(T) + Hym (7): Hojm(T)} dz = w6(w’ — w)6jy Smm. 
(7.8) 
当 用 势 表示 时 , 左边 的 积分 为 
元 / A jm (TT) Awjm (7)w'wd3z, 


@ 这 个 条 件 和 (2.22) 是 相同 类 型 . 等 式 右边 出 现 因 子 8(w' 一 w) 是 由 于 此 处 研究 的 
场 (球面 波 ) 存在 于 整个 无 限 大 空间 , 而 不 是 在 有 限 体 积 V = 1. 
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其 中 
ip.r dSk 
hear- | ham er ER 


水 八 一 i do 
wjrmri (7) 一 | A (k )e (27)5， 





(7.9) 





对 d3z 的 积分 给 出 8 函数 (2x)38(k' 一 k), 它 又 被 对 d3k 的 积分 消去 , 因而 积分 
变 成 (7.7) 的 形式 . 

到 现在 为 止 , 我 们 一 直 假 设 势 是 横向 规范 的 , 在 此 规范 中 , 标量 势 5 = 0. 
但 是 , 在 某 些 应 用 中 , 球面 波 的 其 它 规范 也 许 更 为 方便 . 

在 动量 表象 中 所 容许 的 势 变换 为 


A—A+nf(k) $— $+f(k), 
其 中 f(k) 为 任意 函数 . 在 现在 的 情形 下 , 我 们 将 如 此 选取 f(k), 使 得 新 的 势 用 


相同 的 球 谐 消 数 表示 , 并 仍 具 有 确定 的 宇 称 . 对 电 型 光子 , 这 些 条 件 限定 势 的 
选择 只 能 为 如 下 图 数 : 


(B) (1) 人” Nv) 
Aim(k) 一 wa 6(|k| w)(Y jn 十 CnY jm), (7.10) 
TT 
B07.(k) es .372 d(|k| 一 w)CY jm, 


其 中 C 为 任意 常数 . 对 磁 型 光子 , 对 4D(k) 的 这 种 附加 项 使 它 失 去 确定 的 
宇 称 , 因此 , 在 上 述 条 件 下 , (7.6) 式 是 唯一 可 能 的 选择 . 

按照 (3.5) 与 (7.6) 式 , 具有 确定 角 动 量 与 宇 称 的 光子 沿 方向 运动 且 处 
于 立体 角 元 do 中 的 概率 为 


w(n)do = [Ym l2do. (7.11) 


这 是 对 忆 型 光子 写 出 的 表示 式 , 但 是 , 因为 |Y$0? = | 名 | >, 两 类 光子 的 概 
率 分 布 w(n) 是 相同 的 . 

模 平方 |Y 知 | 和 方位 角 p 无 关 ( 球 谐 函 数 中 的 因子 etimwe 被 消去 了 )， 
此 , 概率 分 布 w(m) 对 z 轴 是 对 称 的 . 而 且 , 既然 每 个 球 谐 矢量 都 具有 确定 的 
宇 称 , 其 模 平 方 就 不 受 空间 反 演 的 影响 , 反 演 就 是 对 极 角 作 变 换 9 五 x 一 0; 这 
意味 着 函数 w(9) 展 成 勒 让 德 多 项 式 时 只 包含 偶数 阶 的 项 . 展开 式 系数 的 确定 ， 
等 价 于 计算 三 个 球 谐 函数 乘积 积分 , 然后 对 分 量 求 和 . 这 些 积分 与 求 和 可 利用 
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第 三 卷 8107, 8108 中 的 公式 进行 , 其 结果 为 : 


_ mh5+I og, ji 2n\/i; i 2n 
w(0) = (-—1) 2 人 ")( ) 


mm —m 0 


a 
< jeeo (7.12) 
7 7 2n 


最 后 , 我 们 来 推导 球 谐 矢量 的 分 量 按 球 谐 函 数 展 开 的 表示 式 . 为 此 , 我 们 
利用 第 三 卷 8107 中 定义 的 矢量 的 “ 球 分 量 ”. 一 个 矢量 f 的 球 分 量 及 为 : 


有 一 i fh 一 一 历 ( 拓 + 请 )，f1 一 契 大 到) (7.13) 
如 引入 “ 球 单 位 矢量 ”: 
eco) —ie(?), eltl) = -eta +ieW), e(-D) = Ce _ie(W) (7.14) 
etry:z) 分 别 为 z,y,z 轴 的 单位 矢量 , 于 是 
f= -Dae P=(-1) .em = 7.eN. (7.15) 
x 


球 谐 矢量 的 球 分 量 可 用 37 符号 和 球 谐 防 数 表示 成 如 下 表示 式 : 


m+ 入 一 和 一 


oe . 
十 Ti je 


(7A+1 1 7 
(ptmt iY) = —Vi ( Yj+lmtA 


m+ 入 一 入 mm 


, 1 1 ] 
(ptmtAti(Y MD), = — V2 +1 村 I 2 Yimia, (7.16) 


- 二 1 1 7 了 7 
(一 TiHm+A+I(Y 3 各 )》 = ViI+l ( 了 Yjtlmt+X 


m+ 二 入 一 入 

{j=l 本 
十 Yj-lm 。 
(2 一 人 了 人 


这 些 公式 是 用 下 述 方 法 推导 出 来 的 : 三 个 球 谐 矢量 的 每 一 个 都 有 Yjm = 
aYjm 的 形式 , 其 中 a 为 (7.3) 式 中 三 个 矢量 中 的 一 个 . 因此 


Yjm 一 > _ (maljm) Ym 
tim’ 
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这 样 一 来 , 问题 就 归结 为 求 矢量 a 对 于 轨道 角 动 量 本 征 函 数 的 矩阵 元 , 按 第 三 
卷 (107.6) 式 , 我 们 有 


! 1 ;3 


a . (lally) 


(im /laaljm) = 计 一 D) 和 eax 一 ( 
其 中 jmax 为 ! 和; 中 的 较 大 者 . 因此 , 只 要 知道 非 零 的 约 化 矩阵 元 人 all 分 就 
足够 了 . 对 它们 有 如 下 公式 : 


《一 站 mo = (nlli— 1)* = iv 
val —1) =i 1,, 
(1all) = i + DV, 


(ln x VanlD = iViC + 1)(21+ 1). 
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对 于 光子 , 极 化 天 量 e 起 着 “ 自 旋 部 分 ” 波 函 数 的 作用 (86 中 给 出 了 其 限 
制 条 件 , 它 和 光子 的 自 旋 概念 相关 联 ). 

在 光子 极 化 中 出 现 的 各 种 情形 和 经 典 电磁 波 极 化 的 可 能 类 型 相同 (参见 
第 二 卷 848). 

任何 极 化 e 都 可 以 表示 为 用 某 个 确定 方式 选取 的 两 个 互相 正 交 的 极 化 
et) 和 e(2)(e(0 ,et2) = 0) 的 杰 加 . 在 分 解 式 


(7.17) 


e 一 ele() + ezel?) (8.1) 


中 , 系数 el 与 ez 的 模 的 平方 分 别 为 光子 具有 极 化 e0) 与 el2) 的 概率 . 

可 以 选 两 个 互相 垂直 的 线 极 化 作为 et 或 e, 也 可 以 把 任 一 极 化 分 解 
成 两 个 旋转 方向 相反 的 圆 极 化 . 右 旋 圆 极 化 和 左旋 圆 极 化 的 矢量 分 别 用 e(+Dl) 
和 e(-: 表示 . 在 坐标 系 &n¢ 中 , 若 5 轴 沿 光子 方向 n= Ek/w, 则 


(+1) 一 1 (€) Lio(7) (一 1) 一 1 (€) _ im) 
e 一 e… 十 ie )，e 一 e ev). 8.2 


换 句 话说 , 光子 可 以 有 两 种 不 同 的 极 化 (在 给 定 动量 下 ), 这 意味 着 动量 的 
每 一 个 本 征 值 都 是 二 重 简 并 的 . 这 个 性 质 和 光子 的 零 质量 有 着 紧密 的 联系 . 

对 一 个 自由 运动 的 质量 非 零 的 粒子 , 总 存在 一 个 静止 参考 系 . 显然 , 正 是 
在 这 个 特殊 的 参考 系 中 , 粒子 本 身 固有 的 对 称 性 质 才 能 显现 出 来 . 在 这 种 情 
况 下 , 必须 考虑 对 于 绕 中 心 所 有 可 能 的 转动 ( 即 对 于 完全 球 对 称 群 ) 的 对 称 性 . 
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表征 粒子 对 这 个 群 的 对 称 性 的 特征 量 就 是 其 自 旋 s; 自 旋 决定 简 并 度 ( 即 可 变 
换 为 相互 的 线性 组 合 的 不 同 波 函 数 的 数目 2s 十 1). 特别 是 , 具有 矢量 (三 个 分 
量 ) 波 孔 数 的 粒子 所 对 应 的 自 旋 为 1. 

但 是 , 对 于 零 质量 的 粒子 , 就 不 存在 静止 参考 系 它 在 任何 参考 系 中 
都 以 光速 运动 . 对 于 这 样 的 粒子 , 总 有 一 个 空间 的 特定 方向 动量 矢量 大 
的 方向 (¢ 轴 ). 很 明显 , 在 这 种 情形 下 , 对 整个 三 维 转动 群 的 对 称 不 再 存在 , 而 
只 剩 下 相对 这 个 特定 方向 的 轴 对 称 . 

在 轴 对 称 情 形 下 , 守恒 量 只 有 粒子 的 螺旋 性 一 - 角 动 量 在 5 轴 上 的 投影 ; 
记 作 A. 如 果 还 要 求 对 通过 上 《 轴 的 平面 有 反射 对 称 , 则 符号 不 同 的 入 值 所 对 
应 的 状态 将 是 互相 简 并 的 ; 因而 当 和 冯 0 时 将 有 二 重 简 并 @. 事实 上 , 有 确定 
动量 的 光子 态 对 应 着 这 类 二 重 简 并 态 中 的 一 种 类 型 的 态 , 它 用 “ 自 旋 ” 波 函 数 
(平面 &n 中 的 矢量 e) 来 描述 ; 对 绕 5 轴 的 任何 转动 和 通过 此 轴 的 平面 的 反射 
的 操作 , 这 个 矢量 的 两 个 分 量变 换 为 它们 的 相互 组 合 . 

光子 极 化 的 各 种 情形 和 其 螺旋 性 的 可 能 值 有 确定 的 对 应 关系 . 这 种 对 应 
关系 可 按 第 三 卷 的 公式 (57.9) 来 确立 , 该 公式 将 一 个 矢量 波 函 数 的 分 量 和 与 
其 等 价 的 二 秩 旋 量 联系 起 来 名. 投影 入 = 二 1 或 入 = -1 对 应 的 矢量 e 可 能 非 
零 分 量 只 有 ee - iey 或 ee 十 ien, 即 分 别 对 应 e = elf+1) 或 e = el-. 换 句 话说 ， 
入 = 二 L 与 入 = 一 1 分 别 对 应 着 光子 的 右 旋 圆 极 化 与 左旋 圆 极 化 (在 $16 中 我 
们 将 根据 对 自 旋 分 量 算 符 的 本 征 函 数 的 直接 计算 得 到 这 个 结果 ). 

由 此 可 见 , 光子 的 角 动 量 在 其 运动 方向 上 的 分 量 只 有 两 个 可 能 值 ( 土 1)， 
而 零 值 是 不 可 能 的 . 

光子 具有 一 定 动量 与 极 化 的 态 是 一 种 纯 态 (在 第 三 卷 814 中 所 阐明 的 意 
义 上 ); 纯 态 可 用 波 函 数 描述 , 对 应 于 粒子 (光子 ) 状态 的 量子 力学 的 完全 描述 . 
也 可 能 存在 光子 的 “混合 ” 态 , 它 对 应 于 不 能 用 波 函 数 而 只 能 用 一 个 密度 和 矩阵 
的 不 完全 描述 . 

我 们 来 研究 光子 的 这 样 一 种 状态 : 它 在 极 化 方面 是 混合 态 , 但 是 却 有 确 
定 的 动量 值 k. 这 种 状态 被 称 为 部 分 极 化 态 , 在 这 种 状态 中 存在 “坐标 ” 波 函 
数 . 

光子 的 极 化 密度 矩阵 是 一 个 二 秩 张 量 pae, 它 在 一 个 垂直 于 矢量 n 的 平 
面 内 (平面 &n; 其 指标 a, 6 只 能 取 两 个 值 ). 这 个 张 量 是 龙 米 的 : 








pap = pho (8.3) 


@ 这 和 上 节 中 角 动 量 在 空间 中 一 个 指定 方向 (z) 上 的 分 量 m 是 不 同 的 . 

@ 顺便 指出 , 这 就 是 对 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 进行 分 类 的 方法 (第 三 卷 878). 

@ 记 住 : 波 函数 的 分 量 作为 粒子 角 动量 投影 不 同 值 的 概率 振幅 (这 里 所 说 的 ), 对 
应 的 是 道 变 旋 量 分 量 . 
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归 一 化 条 件 为 
Paa = pll 十 p22 = 1. (8.4) 
由 (8.3) 式 可 知 , 对 角 分 量 pi1 和 poo 为 实 的 , 并 且 其 中 一 个 可 由 (8.4) 式 给 出 
另 一 个 . 分 量 pla 为 复 的 , 并 且 p21 = pis. 因此 , 密度 矩阵 由 三 个 实 参数 决定 . 
如 果 极 化 密度 和 矩阵 已 知 , 我 们 就 能 求 出 光子 具有 任何 确定 极 化 e 的 概率 . 
这 个 概率 由 张 量 pog 在 矢量 e 方向 上 的 “投影 ”给 出 : 


pa6eaep， (8.5) 


例如 , 分 量 p11 与 p22 就 是 沿 上 轴 与 9 轴 的 线 极 化 概率 . 在 矢量 (8.2) 上 的 投影 
则 给 出 两 个 圆 极 化 的 概率 : 


3 +i(pr2 -pz (8.6) 


张 量 pog 的 性 质 不 论 在 形式 上 还 是 在 实质 上 都 和 经 典 理论 中 描述 部 分 极 
化 的 张 量 vee 相同 (参见 第 二 卷 850). 下 面 列 出 其 中 的 几 条 性 质 . 
对 具有 确定 极 化 e 的 纯 态 , 张 量 pag 可 化 为 矢量 e 的 分 量 的 乘积 : 


Pap = eae8. (8.7) 
并 且 行 列 式 jpap| = 0. 在 非 极 化 光子 的 相反 情形 , 所 有 极 化 方向 都 有 相等 的 概 
率 , 即 

pap = 0ap/2， (8.8) 
并 且 |pag| = 1/4. 


在 一 般 情形 下 , 用 三 个 斯 托 克 斯 实 参 数 &1,é2,&a 吕 来 描写 部 分 极 化 是 比 
较 方便 的 , 利用 它们 , 密度 矩阵 可 写成 如 下 形式 


_1/1t+é &-it 
ea 1 一 名 ): Wi 


三 个 参数 都 在 -1 与 +1 之 间 取 值 . 在 非 极 化 状态 中 , &1 = &2 = é& = 0; 对 一 个 
完全 极 化 光子 , 则 有 经 十 经 十 双 =1. 

参数 & 描写 沿 上 轴 或 了 轴 的 线 极 化 ; 光子 沿 这 两 个 轴 上 线 极 化 的 概率 分 
别 为 3(1+ 和 名) 与 5(1 一 6). 因此 , 6 = +1 与 -1 对 应 于 这 两 个 方向 上 的 完全 
极 化 . 

参数 &1 描写 沿 和 & 轴 夹 角 为 p = + 的 方向 上 的 线 极 化 . 光子 在 这 两 


不 要 把 参数 符号 与 坐标 轴 & 的 符号 混淆. 
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个 方向 上 线 极 化 的 概率 分 别 等 于 (1 十 6) 与 (1 一生) 只 要 将 张 量 pop 投影 
到 e= (1,+1)/V5E 方 向 上 , 就 很 容易 证 明 这 一 点 . 

最 后 , 参数 2 表示 圆 极 化 度 : 按照 (8.6) 式 , 光子 具有 右 旋 与 左旋 圆 极 化 
的 概率 分 别 为 (1+&) 和 5(1 _ 乌 ) 由 于 这 两 种 极 化 对 应 螺旋 性 入- +1, 因 
此 很 明显 , 在 一 般 情形 下 , &2 为 光子 螺旋 性 的 平均 值 .我 们 还 注意 到 , 在 极 化 为 
e 的 纯 态 的 情形 ， l 

£2 =iexe”.n. (8.10) 

值得 注意 (参见 第 二 卷 850): 量 & 与 V 妈 十 如 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 

后 面 我 们 还 将 遇 到 斯 托 克 斯 参数 在 时 间 反 演 下 的 行为 问题 .容易 看 出 , 它 
们 在 这 种 变换 下 是 不 变 的 . 这 个 性 质 和 其 极 化 状态 显然 是 无 关 的 , 因此 , 只 需 
要 对 纯 态 证 明 即 可 . 在 量子 力学 中 , 时 间 反 演 对 应 于 将 波 函 数 换 成 其 复 共 辆 
(第 三 卷 818). 对 于 平面 极 化 波 , 这 意味 着 要 作 如 下 变换 @ 


开 一 一 ER，e 一 一 e . (8.11) 
在 此 变换 下 , 密度 矩阵 的 对 称 部 分 (3) (eaes + eget) 保持 不 变 , 并 因此 参数 


& 与 &3 也 不 改变 . 参数 名 在 同一 变换 中 的 不 变性 可 以 由 (8.10) 式 看 出 , 也 可 
以 从 &2 为 螺旋 性 的 平均 值 明显 看 出 : 实际 上 , 螺旋 性 就 是 角 动 量 7 在 方 回 了 
上 的 分 量 , 即 乘积 7 .n, 而 这 两 个 矢量 在 时 间 反 演 下 都 要 改变 符号 . 

在 后 面 的 计算 中 , 我 们 需要 写成 四 维 形 式 的 光子 密度 矩阵 , 即 某 个 四 维 张 
量 pjy. 对 于 用 四 维 矢量 ev 描述 的 极 化 光子 , 这 个 张 量 自然 地 定义 为 


ppv = enet (8.12) 
在 三 维 横向 规范 中 , e = (0,e), 如 果 有 一 个 空间 坐标 轴 取 为 沿 n 的 方向 , 这 个 


四 维 张 量 的 非 零 分 量 就 和 (8.7) 式 相同 . 
对 于 非 极 化 光子 , 三 维 横向 规范 对 应 于 一 个 张 量 pjv, 其 分 量 为 : 


pik = 3 (6it — Ning), poi= pio= po0o=0 (8.13) 
(如 果 一 个 轴 在 n 方 向上, 就 又 回 到 了 (8.8) 式 ). 但 是 , 直接 利用 这 种 三 维 形式 
的 张 量 并 不 方便 . 不 过 , 我 们 可 以 利用 密度 矩阵 的 如 下 规范 变换 


Puv 一 ppv Xukv 十 Xvky, (8.14) 


@ e 的 符号 的 改变 是 由 于 时 间 反 演 改 变 了 电磁 场 矢 势 的 符号 ,而 标 势 不 改变 符号 . 
所 以 , 时 间 反 演 对 四 维 矢量 e 的 效果 就 是 如 下 变换 
(e0, e) 一 (e0, 一 e 小， (8.11a) 
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其 中 xx 为 任意 图 数 . 假设 
Xo 一 一 1/(4w)， xi = ki/(4w’), 
就 得 到 简单 的 四 维 表示 式 
ppv = 一 guv/2 (8.15) 
以 替代 (8.13) 式 . 
部 分 极 化 光子 的 密度 矩阵 的 四 维 形 式 容易 得 出 , 首先 将 二 维 张 量 (8.9) 改 
写成 三 维 形式 : 
pik = (1/2)(e1’ et) + eS el)) + (€1/2)(es el + el el)) 
—(ié2/2)(et Vel) — eV el)) + (é3/2)(el Yel 一 ee 名 )， 
其 中 et 与 el2) 为 沿 & 轴 与 了 9 轴 的 单位 矢量 . 然后 , 用 互相 正 交 并 和 光子 的 


四 维 动量 正 交 的 类 空 的 实 四 维 单位 矢量 et 与 e(2) 代 换 这 些 三 维 矢 量 , 就 
可 得 到 所 要 求 的 推广 : 


e(1)2 ~ e(2)2 一 —1, ell)e(2) 一 0, eVk = el(2k=0. (8.16) 
在 三 维 横向 规范 中 , et) = (0,e()), e(2) = (0,e(2)). 因此 光子 的 四 维 密度 矩阵 为 


puw = (1/2)(e ep 十 6 全 ce 多) 十 (2)(e et) + eed) 
~(ié2/2)(ep et” — ep er)) + (é3/2)(etY et) — eb)el)). (8.17) 


四 维 矢量 e(D),e(2) 的 任何 特定 选取 是 否 方便 , 依赖 于 所 研究 问题 的 具体 条 件 
必须 指出 , 条 件 (8.16) 并 不 能 唯一 地 确定 eG) 与 el2) 的 选取 . 如 果 一 个 四 
维 矢量 ev 满足 这 些 条 件 , 那么 , 任何 一 个 形 如 e, + xk, 的 四 维 矢量 也 将 满足 
这 些 条 件 , 因为 k? = 0. 出 现 这 种 非 唯一 性 是 因为 密度 矩阵 在 规范 变换 下 也 不 
是 不 变 的 ， 
(8.17) 式 中 的 第 一 项 对 应 非 极 化 态 ， 因 此 按照 (8.15) 式 , 它 可 以 换 成 
-5gw。 这 样 的 代 换 仍 等 价 于 菜 个 规范 变换 . 当 利用 形 如 (8.17) 式 那样 的 四 


维 张 量 (由 两 个 独立 的 四 维 矢量 表示 ) 进行 运算 时 , 下 面 的 形式 手段 是 有 用 的 . 
将 张 量 (8.17) 写成 如 下 形式 : 


3 
Ppv = > po) el elb), 
a,b=1 
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并 将 系数 plei 写成 一 个 二 阶 和 矩阵 : 
paD pa 
(人 po(CD pl22) 三 
和 任何 二 行 厄 米 矩阵 一 样 , 它 可 以 用 四 个 独立 的 二 阶 矩 阵 表示 : 即 泡 利 矩阵 
Oz)0yIz 和 单位 矩阵 ls 结果 为 
= (1/2)(1 +é€:0), €= (&,é2,é3), (8.18) 


只 要 利用 熟知 的 泡 利 矩阵 表示 式 (18.5), 并 和 (8.17) 式 直 接 进行 比较 , 就 很 容 
易 得 出 上 述 结果 . 当然 , 将 三 个 量 & ,&2,&3 组 合成 一 个 “矢量 “纯粹 是 形式 上 
的 , 只 是 为 了 便于 标记 . 


习 题 


对 坐标 “ 轴 ” 为 圆 极 化 单位 矢量 (8.2) 的 情形 , 写 出 光子 的 密度 矩阵 . 
解 : 张 量 在 新 坐标 轴 (a,B = 士 1) 上 的 分 量 pig 通过 将 张 量 (8.9) 在 单位 
矢量 (8.2) 上 作 投影 得 到 : 


1 六 炒 
pi1 二 papel ) et p’_1 = = pagedt!) 1) .., ; 
pl 1+&2 | 
一 名 一 这 1-& 
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用 类 似 于 8§6 中 的 方法 , 我 们 可 以 计算 较 复 杂 情 形 双 光 子 系统 中 可 能 状态 
的 数目 (JI. JIaazray, 1948). 

我 们 将 在 其 质心 坐标 系 中 考虑 两 个 光子 ; 它们 的 动量 为 ki = 一 kz 三 kg. 
双 光 子 系统 的 波 函 数 (在 动量 表象 中 ) 可 以 表示 成 二 秩 三 维 张 量 4ik(m) 的 形 
式 , 它 是 由 两 个 光子 矢量 波 函 数 的 双 线 性 组 合 构成 的 一 个 张 量 . 这 个 张 量 的 每 
一 个 下 标 对 应 一 个 光子 (n 为 天 方向 上 的 单位 矢量 ). 每 个 光子 的 横向 性 可 由 
张 量 hi 和 矢量 n 的 正 交 性 表示 : 


Auni=0, Amxni=0. (9.1) 


@ 这 样 的 参考 系 总 是 存在 的 , 除非 两 个 光子 在 同一 方向 上 运动 .这 种 双 光 子 的 总 
动量 ki + kz 与 总 能 量 wi 十 wo 之 间 的 关系 和 单个 光子 相同 , 因此 , 没有 参考 系 能 使 得 
ki 二 + 82z = 0., 
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光子 的 互相 交换 对 应 于 张 量 hx 的 下 标 交 换 并 同时 改变 nn 的 符号 . 由 于 
光子 服从 玻 色 统计 , 我 们 有 


Ai(—n) 一 Ars (n). (9.2) 


张 量 hix 对 其 下 标 一 般 不 是 对 称 的 . 我 们 可 以 将 其 分 解 为 对 称 部 分 (six) 
与 反对 称 部 分 (Qik): 4 大 = sik 十 Qik. 很 明显 , 这 两 个 部 分 必须 分 别 满足 关系 式 
(9.2) 与 正 交 性 条 件 (9.1). 因此 我 们 有 : 


Sik(—n) 一 sik (n), (9.3) 
Qik(—n) = 一 Gik(72). (9.4) 


坐标 反 演 并 不 改变 二 秩 张 量 分 量 的 符号 , 但 会 改变 的 符号 . 因此 , 由 (9.3) 式 ， 
波 函 数 sikx 在 反 演 下 是 对 称 的 , 即 它 对 应 双 光 子 系统 的 偶 字 称 态 , 而 波 函 数 aik 
对 应 奇 宇 称 态 . 

二 秩 反 对 称 张 量 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 个 轴 矢 量 a, 其 分 量 可 由 张 量 的 分 量 
给 出 : ai = seitaxt 其 中 eikl 为 单位 反对 称 张 量 (参见 第 二 卷 86). 张 量 ok: 与 


矢量 m 的 正 交 性 意味 着 矢量 a 与 n 是 平行 的 @. 因此 , 可 以 写 出 a = ngp(n)， 
其 中 y 为 一 个 标量 . 按照 (9.4) 式 , 必须 有 a(-m) = 一 a(n), 因此 


p(—n) = p(n). 


这 个 等 式 意味 着 标量 yp 只 能 由 偶数 阶 工 (包括 零 阶 ) 球 谐 函 数 线性 地 构成 . 

我 们 看 到 , 反对 称 张 量 ai 在 转动 下 的 变换 性 质 等 价 于 一 个 单个 的 标量 
(参见 86 第 2 个 脚注 ). 如 令 后 者 为 零 “ 自 旋 ”, 则 该 状态 的 角 动 量 为 了 = 工 . 因 
此 , 张 量 aik 对 应 偶数 角 动 量 J 的 光子 系统 的 奇 宇 称 态 . 

现在 我 们 来 考虑 对 称 张 量 six. 由 于 它 在 n 变 号 时 保持 不 变 , 它 对 应 光子 
系统 的 偶 宇 称 态 . 因此 , sik 的 所 有 分 量 都 可 以 用 偶数 阶 工 (包括 0) 的 球 谐 函 
数 表 示 . 众所周知 , 任何 对 称 的 二 秩 张 量 six 都 可 表示 为 一 个 标量 (si;) 和 一 个 
迹 为 零 (si; = 0) 的 对 称 张 量 st， 之 和 的 形式 . 

标量 ss 对 应 零 “ 自 旋 ”, 因此 它 对 应 具有 偶数 角 动 量 7 = 工 的 态 ; 而 张 
量 s 具有 “ 自 旋 ”2 (参见 第 三 卷 857). 按照 角 动 量 加 法 法 则 , 将 此 “ 自 旋 ”和 
偶数 “轨道 角 动 量 " 工 相 加 , 我 们 得 出 : 当 J 为 J 关 0 的 偶数 时 , 可 有 三 个 状态 
( 工 = J 土 1, 四 ,而 当 J 为 了 了 #1 的 奇数 时 , 可 有 两 个 状态 (全 = J 土 1). 例外 的 
情形 是 J = 0 只 有 一 个 状态 (L =2) 以 及 J= 1 也 只 有 一 个 状态 (L = 2). 


由 于 Qik 一 EiklQl), 正 交 性 条 件 给 出 QikThk = EiklaInk = (nx a)s = 0. 
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但 是 , 在 这 些 计算 中 尚未 考虑 张 量 si 和 矢量 n 的 正 交 性 条 件 . 因此 , 还 
必须 从 上 面 所 求 得 的 状态 数 中 减 去 “平行 ”于 矢量 n 的 二 秩 对 称 张 量 所 对 应 
的 状态 数 . 这 样 的 张 量 ( 记 作 sh) 可 以 表示 成 


fi 
Sik = Nibk + npbi, 


其 中 心 为 某 确 定 的 矢量 . 按照 (9.3) 式 , 这 个 矢量 必须 使 得 b(n) = 一 b(n). 因 
此 , 给 出 “多 余 ” 状 态 的 张 量 s4 等 价 于 一 个 奇 矢量 . 这 个 矢量 必须 用 奇数 二 
阶 的 球 谐 函 数 表 示 . 而 且 这 个 矢量 有 “ 目 旋 ”1, 因此 , 对 任何 J 去 0 的 偶数 角 
动量 , 可 能 有 两 个 状态 (L = J 土 1), 而 对 任何 奇数 J 则 只 有 一 个 状态 ( 工 = 7); 
一 个 例外 是 J = 0 情形 , 也 只 有 一 个 状态 (L = 1). 

将 所 得 到 的 结果 汇总 到 一 起 , 我 们 得 到 下 表 , 它 给 出 双 光 子 系统 (总 动量 
为 零 ) 总 角 动 量 J 为 不 同 值 时 , 宇 称 为 偶 和 奇 的 可 能 状态 数 : 


(9.5) 





(k 为 非 零 正 整 数 ). 我 们 看 到 , J 为 奇数 时 没有 奇 宇 称 态 , 并 且 J = 1 是 不 可 能 
出 现 的 9. 

双 光 子 系统 的 波 函 数 4ik 决定 了 它们 的 极 化 之 间 的 相互 关联 . 两 个 光子 
同时 具有 一 定 极 化 ez 和 es 的 概率 正比 于 


4ikeyie3， 
换 句 话说 , 如 果 已 知 一 个 光子 的 极 化 el, 则 另 一 个 光子 的 极 化 ez 正比 于 
ezk cc 4ikeyi. (9.6) 
当 系 统 为 奇 宇 称 时 ,4ix 等 于 反对 称 张 量 aik, 这 时 
ea .ef ocaikeliety =0, 


即 这 两 个 光子 的 极 化 是 互相 正 交 的 . 在 线 极 化 的 情形 下 , 这 意味 着 它们 的 极 化 
方向 互相 垂直 ; 而 在 圆 极 化 的 情况 下 , 则 意味 着 它们 的 旋转 方向 相反 . 


@ 这 些 结果 的 另 一 种 推导 方法 可 参见 870 的 习题 1. 


$9 双 光 子 系统 .31 . 


J = 0 的 偶 宇 称 态 用 对 称 张 量 描述 , 这 个 张 量 可 简化 为 一 个 标量 
Sik = Const . (8i — Ning). 


因此 , 从 (9.6) 式 得 出 el = eg, 在 线 极 化 的 情形 下 , 这 意味 着 两 个 光子 的 极 化 
方向 互相 平行 ; 而 在 圆 极 化 的 情形 下 , 则 意味 着 它们 的 旋转 方向 仍然 是 相反 
的 . 这 后 一 结果 是 显而易见 的 , 因为 J= 0 时 两 个 光子 的 角 动 量 在 同一 方向 天 
上 的 投影 之 和 必须 永远 等 于 零 (由 于 它们 在 相反 方向 kl 和 k。 上 的 投影 , 即 螺 
旋 性 , 是 相等 的 ). 
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在 第 一 章 中 , 已 经 表明 如 何 根据 场 在 经 典 极限 的 已 知性 质 和 普通 的 量子 
力学 概念 , 建立 自由 电磁 场 的 量子 描述 . 所 得 到 的 将 场 看 成 为 由 光子 组 成 的 系 
统 的 描述 , 包含 了 粒子 的 相对 论 性 量子 理论 中 也 具有 的 许多 特征 . 

电磁 场 是 一 个 具有 无 限 多 目 由 度 的 系统 . 对 此 系统 , 粒子 (光子 ) 数 守 和 恒 
定律 不 再 成 立 , 它 可 以 处 于 具有 任意 粒子 数 的 状态 电 . 在 相对 论 性 理论 中 , 由 
任何 粒子 组 成 的 系统 一 般 都 应 该 具有 这 样 的 性 质 . 在 非 相对 论 性 理论 中 , 粒子 
数 守 恒 是 和 质量 守恒 定律 相 联系 的 : 粒子 的 总 (静止 ) 质量 不 会 因为 它们 的 相 
互 作用 而 改变 ; 壁 如 说 , 一 个 电子 系统 的 总 质量 守恒 意味 着 电子 的 数目 也 不 改 
变 . 但 是 , 在 相对 论 力学 中 没有 质量 守恒 定律 ; 只 有 系统 的 总 能 量 (包括 粒子 的 
静止 能 量 ) 守恒 . 因此 , 粒子 数 不 再 守恒 , 所 以 , 每 个 粒子 的 相对 论 性 理论 都 必 
须 是 有 无 限 多 自由 度 的 系统 的 理论 . 也 就 是 说 , 任何 这 样 的 粒子 理论 必定 是 一 
个 场 论 . 

二 次 量子 化 方法 (参见 第 三 卷 864, 865) 是 描述 粒子 数 可 变 系统 的 一 个 令 
人 满意 的 数学 工具 . 在 电磁 场 的 量子 描述 中 , 二 次 量子 化 算 符 是 四 维 势 A. 它 
由 各 个 粒子 (光子 ) 的 (坐标 ) 波 畏 数 及 其 产生 、 潭 没 算 符 表示 . 在 粒子 系统 的 
描述 中 , 起 类 似 作用 的 是 量子 化 波 函 数 算 符 . 为 推出 这 个 算 符 , 首先 必须 知道 
单个 自由 粒子 的 波 函 数 形式 以 及 这 个 函数 所 满足 的 方程 . 

必须 强调 指出 , 自由 粒子 的 场 只 是 个 辅助 概念 . 真实 的 粒子 总 处 于 相互 
作用 中 , 理论 的 任务 就 是 研究 这 些 相 互 作用 . 但 是 任何 相互 作用 都 等 价 于 碰 


也 实际 上 ,光子 的 数目 只 可 能 作为 各 种 相互 作用 过 程 的 结果 而 改变 . 
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撞 , 碰撞 前 与 后 的 系统 可 以 看 成 自由 粒子 的 集合 . 我 们 在 $1 中 曾 指 出 , 这 是 唯 
一 可 以 测量 的 客体 . 因此 , 我 们 用 自由 粒子 的 场 作为 描述 初 态 与 终 态 的 工具 . 
我 们 先 考 虑 零 自 旋 粒 子 的 相对 论 性 描述 . 这 种 情形 数学 上 很 简单 , 可 以 
最 清楚 地 解释 这 种 描述 的 基本 思想 和 典型 特征 . 
自由 粒子 (无 自 旋 ) 的 状态 可 以 通过 指定 其 动量 p 而 完全 确定 . 粒子 的 能 
量 e 包 由 时 =22 二 mn2 给 定 ( 其 中 mm 为 粒子 的 质量 ), 或 写成 四 维 形式 : 


p< = mm. (10.1) 


我 们 知道 , 动量 守恒 定律 与 能 量 守 恒定 律 和 空间 与 时 间 的 均匀 性 相 联 系 ， 
也 就 是 说 , 和 对 四 维 坐标 系 的 任何 平移 的 对 称 性 相 联系 . 在 量子 描述 中 , 这 个 
对 称 性 的 要 求 意味 着 , 在 四 维 坐 标 平移 变换 下 , 给 定 四 维 动量 的 粒子 的 波 阻 数 

只 能 乘 以 一 个 相 因 子 ( 模 为 1). 满足 这 个 要 求 的 波 函 数 只 能 是 指数 为 对 四 维 
淮 标 线 性 的 指数 函数 . 因此 , 具有 给 定 四 维 动量 p+ = (e,p) 的 自由 粒子 的 波 消 
数 必定 是 平面 波 : 


const -ei??, pzr=éet—p:r (10.2) 


(在 相对 论 性 理论 中 指数 上 的 符号 选取 是 任意 的 , 这 里 的 取 法 和 非 相 对 论 情形 
保持 一 致 ). 

对 于 满足 条 件 (10.1) 的 任意 四 维 矢量 p, 波动 方程 应 该 有 项 数 (10.2) 作为 
其 特 解 . 方程 必须 是 线性 的 , 因为 根据 鲁 加 原理 : 函数 (10.2) 的 任意 线性 组 合 
也 描述 粒子 可 能 的 状态 , 因而 也 必定 是 方程 的 解 . 最 后 , 方程 的 阶 应 该 尽 可 能 
低 ; 任何 较 高 的 阶 会 产生 多 余 的 解 . 

自 旋 是 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 角 动 量 . 如 果 粒 子 的 自 旋 为 s, 那么 在 静 
止 参考 系 中 , 其 波 函 数 是 2s 秩 三 维 旋 量 , 而 要 描述 任意 参考 系 中 的 粒子 , 其 波 
消 数 必须 用 四 维 量 表示 . 

一 个 自 旋 为 零 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 维 标 量 描述 . 但 是 这 样 的 标 
量 可 以 有 不 同 的 四 维 “ 来 源 ”: 可 以 是 四 维 标量 区 也 可 以 是 类 时 四 维 矢 量 儿 ， 
的 第 四 分 量 . 而 在 静止 参考 系 中 , 四 维 矢量 网 唯一 的 非 零 分 量 是 Wo. 

对 一 个 自由 粒子 , 唯一 能 出 现在 波动 方程 中 的 算 符 为 四 维 动量 算 符 仿 其 
分 量 为 对 坐标 与 时 间 的 微分 算 符 : 


9 
po 和 本 此 Se 会 1 ， 
pe G2 | (10.3) 


@ 我 们 用 e 表示 一 个 粒子 的 能 量 , 以 区 别 粒子 系统 的 能 量 E. 
@ 与 此 类 似 , 较 高 秩 四 维 张 量 的 时 间 分 量 也 是 其 “来 源 " ; 但 这 会 导致 较 高 阶 的 
方程 . 
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波动 方程 必须 是 量 少 与 , 之 间 通 过 算 符 祖 相 联 系 的 一 个 微分 关系 . 这 
个 关系 当然 必须 由 相对 论 不 变 的 表示 式 给 出 . 这 种 表示 式 为 


my = Duyp, pwp, Te my, (10.4) 
其 中 m 为 粒子 有 量 纲 的 特征 常量 巴 . 
将 (10.4) 式 的 第 一 个 方程 中 的 ,代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 
(PF—m)y=0 (10.5) 


(O. Klein, B. A. $Borx, 1926; W. Gordon, 1927), 这 个 方程 的 明显 形式 为 
ea =m? 10.6 


将 平面 波 (10.2) 作为 切 代 人 , 给 出 p? = m?, 由 此 看 出 , m 为 粒子 的 质量 . 我 们 
看 到 , 方程 (10.5) 的 形式 在 任何 情形 下 都 是 显而易见 的 , 因为 总 是 由 全 组 成 
的 唯一 可 能 的 标量 算 符 (由 于 同样 原因 , 对 具有 任意 自 旋 的 粒子 , 其 波 函 数 的 
每 一 个 分 量 都 满足 类 似 的 方程 , 我 们 在 后 面 将 多 次 看 到 这 点 ). 

因此 , 零 自 旋 粒 子 实质 上 可 用 一 个 满足 二 阶 方程 (10.5) 的 单一 (四 维 ) 标 
量 描述 . 在 一 阶 方程 (10.4) 中 , 波 函 数 用 量 落 与 四, 的 组 合 表 示 , 四 维 矢量 
妨 为 标量 纱 的 四 维 梯度 . 在 静止 参考 系 中 , 粒子 的 波 图 数 和 (空间 ) 坐标 无 关 ， 
因而 四 维 矢量 多 , 的 空间 分 量 为 零 (应 该 如 此 ). 

为 继续 进行 二 次 量子 化 步骤 , 将 粒子 的 能 量 和 动量 表示 成 ( 光 和 wr* 的 ) 某 
个 双 线 性 组 合 的 空间 积分 , 此 双 线 性 组 合 代表 这 些 量 的 空间 密度 . 换 句 话说 ， 
必须 求 出 方程 (10.5) 所 对 应 的 能 量 动 量 张 量 工 ,,. 借助 这 个 张 量 , 能 量 和 动量 
守恒 定律 可 以 表示 成 方程 

,T+ = 0. (10.7) 

按照 场 论 的 一 般 步 骤 (参见 第 二 卷 832), 我 们 先 写 出 能 导出 方程 (10.5) 的 
变 分 原理 . 变 分 原理 要 求 , 对 某 个 实 四 维 标量 工场 的 拉 格 朗 日 函数 密度 @ 的 作 
用 量 积分 


9 = / Ldz (10.8) 
应 取 最 小 值 . 用 标量 多 (和 算 符 92) 可 以 组 成 实 双 线 性 标量 表示 
L=0% :0% — mw’y, (10.9) 


Q (10.4) 式 中 引 人 的 常数 m 应 使 yy, 和 yw 有 相同 量 纲 . 在 这 两 个 方程 中 引入 不 同 
的 常数 mi 和 mz 是 没有 意义 的 , 因为 通过 重新 定义 几 和 总 可 以 使 它们 相同 . 

@ 相应 的 二 次 量子 化 算 符 工 叫做 场 的 拉 格 朗 日 量 . 为 简化 术语 , 不 管 是 对 量子 化 
的 还 是 对 非 量 子 化 的 拉 格 朗 日 函数 密度 ,我 们 部 将 用 拉 格 朗 日 量 这 个 术语 . 
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其 中 m 为 一 个 有 量 纲 的 常数 . 将 乡 和 看 成 描写 场 的 独立 变量 ( 场 的 “广义 
坐标 ”gq), 我 们 容易 看 出 拉 格 明日 方程 


BF or 
OZ Og, ”0g 


(其 中 qj 三 0.9) 实际 上 和 对 多 和 Ww* 的 方程 (10.5) 相同 , 并 且 mm 为 粒子 的 质 
量 . 我 们 还 看 到 , 表示 式 (10.9) 中 的 符号 取 法 应 使 对 时 间 微 商 的 平方 |6w/6t|? 
在 工 中 以 正 号 出 现 ; 否则 , 作用 量 不 可 能 取 最 小 值 (参见 第 二 卷 827). 工 中 数 
值 因 子 的 选择 是 任意 的 ( 仅 影 响 光 的 归 一 化 因子 ). 

能 量 动量 张 量 则 可 根据 以 下 公式 计算 


(10.10) 


L 
TY = Da —1L6, (10.11) 

dp 

求 和 对 所 有 的 gq 进行 . 将 (10.9) 式 代 入 给 出 
Tj = Op :Op + .0 — Lop (10.12) 


这 些 量 都 是 实 的 (应 该 如 此 ), 因为 工 是 实 的 . 特别 是 ， 
Ov” Ow Ov” Ov 











th th gs se a * 2 71* 
To=2 Hr sr T= Br B+ VV tm (10.13) 
Oo Wo 
lo = Ot Ori Oxi Ot (10.14) 
场 的 四 维 动量 由 积分 
2 / Tod5z (10.15) 


给 出 , 也 就 是 说 , 7bo 与 To; 起 着 能 量 密度 与 动量 密度 的 作用 . 我 们 看 到 , 量 Too 
必定 是 正 的 . 
公式 (10.13) 可 用 于 波 函 数 的 归 一 化 . 归 一 为 “在 体积 V =1 中 有 一 个 粒 
子 ” 的 平面 波 是 : , 
Dp = ——e pz. (10.16) 


V2e 
实际 上 , 对 此 函数 Too = e, 因此 V = 1 的 体积 中 的 总 能 量 等 于 一 个 粒子 的 
能 量 . 
角 动 量 , 其 守恒 由 于 空间 的 各 向 同性 , 也 可 表示 成 空间 积分 的 形式 , 但 是 
我 们 并 不 需要 这 种 形式 . 
除了 和 空 - 时 对 称 性 直接 相 联 系 的 守恒 定律 外 , 方程 (10.4) 还 容许 存在 
另 一 个 守恒 定律 . 容易 看 出 , 由 这 些 方程 以 及 对 w* 的 同样 方程 可 推出 方程 


0,j* =0, (10.17) 
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其 中 
jy = mt bb) = iy" 0 — (Oy )Y). (10.18) 
因此 , j# 起 着 四 维 流 密度 矢量 的 作用 , 并 且 (10.17) 式 就 是 连续 性 方程 , 它 表示 
量 
Q = / jod’z (10.19) 


的 守恒 定律 , 其 中 
WE -0 __: tt 
jn= 了 =i (10.20) 


必须 指出 , jo 并 不 一 定 是 正定 的 . 这 表明 , jo 一 般 不 能 解释 成 粒子 空间 位 
置 的 概率 密度 . 方程 (10.17) 所 表示 的 守恒 定律 的 意义 将 在 下 一 节 阅 述 . 


§11 粒子 和 上 反 镁 子 


按照 二 次 量子 化 方法 的 一 般 步 又, 我 们 必须 把 任意 波 函 数 按 一 个 目 由 粒 
子 可 能 状态 完备 集合 的 本 征 函 数 展开 , 例如 , 按 平面 波 如 展开 : 


y= >》 apyp， y= >》 02 
p Pp 


然后 将 系数 ap, az 理解 为 粒子 在 相应 状态 的 淹没 算 符 6 与 产生 算 符 姬 吕 . 

但 是 , 这 里 立即 碰 到 和 非 相 对 论 性 理论 相 比 较 一 个 原理 上 的 不 同 之 处 . 在 
作为 方程 (10.5) 的 解 的 平面 波 中 , 能 量 s (对 给 定 的 动量 p) 只 需要 满足 条 件 
2 二 刀 十 m2, 即 它 可 能 有 两 个 值 : 土 Vp? 十 m2. 只 有 正 的 e 值 才 有 作为 自由 粒 
子 的 能 量 的 物理 意义 . 但 是 , 负 值 不 能 简单 地 略 去 : 因为 波动 方程 的 通 解 只 有 
通过 将 其 全 部 独立 的 特 解 全 加 才能 得 到 . 这 表明 , 在 二 次 量子 化 方法 中 , 对 幼 
和 wr* 的 展开 系数 必须 作 某 种 不 同 的 解释 . 


我 们 把 这 个 展开 写成 
1 i(p'T—é 1 —) ,i(Pp'r+e 
b= rt (1 
卫 p 


其 中 第 一 个 求 和 包含 按照 (10.16) 式 归 一 化 的 正 “ 频 率 " 平面 波 , 而 第 二 个 求 
和 则 包含 负 “ 频 率 ” 平面波 , e 总 表示 正 量 +Vp2 十 mm2, 在 二 次 量子 化 时 , 第 
一 个 求 和 中 的 系数 abt’ 通常 换 成 粒子 的 淹没 算 符 6,. 在 第 二 个 求 和 中 , 我 们 


@ 这 里 我 们 用 四 维 动量 > 作为 也 数 的 下 标 , 因为 后 面 我 们 要 将 “ 负 频 率 ” 的 函 
数 记 作 %y-p. 算 符 6 与 it 则 用 三 维 动量 p 作 为 下 标 , 因为 它 能 够 完全 决定 实际 粒子 的 
状态 . 
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强调 指出 , 在 随后 导出 和 矩阵 元 时 将 会 看 到 , 各 项 与 时 间 的 依赖 关系 将 对 应 的 是 
粒子 的 产生 , 而 不 是 粒子 的 潭 没 : 因子 elst = (erist)* 对 应 终 态 中 一 个 额外 的 
能 量 为 s 的 粒子 (和 32 末 相 比较 ). 相应 地 , 系数 of ' 换 成 某 种 其 它 粒 子 的 产 
生 算 符 寺 。. 如 果 将 (11.1) 中 第 二 个 求 和 的 求 和 变量 p 换 成 -p, 以 便 使 指数 
因子 具有 e-i(P'"-et) 的 形式 , 就 得 到 如 下 形式 的 少 算 符 : 


网 1 
切 过 > (ee 下 bteip”), 
2 (11.2) 
Vy (Gt eipr + bpe™ iP®). 
Dp V2e 


于 是 , 所 有 的 算 符 全 ,bp 都 和 “正确 的 ”时间 依 赖 关 系 的 函数 (~e-is!) 相 
乘 , 而 算 符 站 ,站 则 和 它们 的 复 共 思 函 数 相 乘 . 这 就 有 可 能 与 一 般 规则 相 一 
致 , 将 算 符 人 ,bp 解释 为 具有 动量 p 与 能 量 e 的 粒子 的 潭 没 算 符 , 而 侍 . 夸 则 
可 解释 为 这 样 粒子 的 产生 算 符 . 

用 此 方法 , 我 们 得 到 两 类 粒子 的 概念 , 它们 同时 且 平 等 地 出 现 . 这 两 类 粒 
子 分 别称 为 粒子 与 反 粒子 (这 个 名 称 的 含义 将 在 后 面 阐明 ). 一 类 对 应 二 次 量 
子 化 算 符 各, 丰 , 另 一 类 对 应 如 , 妹 . 既然 两 类 粒子 的 算 符 出 现在 同一 个 由 算 
符 中 , 它们 就 具有 相同 的 质量 . 

我 们 还 可 以 从 相对 论 不 变性 的 观点 来 考察 出 现 这 些 结果 的 原因 . 

从 数学 上 讲 , 洛 伦 北 变换 为 四 维 坐 标 系 的 转动 , 它 可 以 改变 时 间 轴 的 方 问 ; 
它们 和 不 改变 时 间 轴 的 纯 空 间 转动 一 起 ,组 成 一 个 变换 群 , 称 为 洛 伦 兹 群 @. 所 
有 洛 伦 兹 变换 都 要 保持 t 轴 在 相应 的 光 锥 之 内 , 这 表示 一 个 物理 原理 一 一 存 
在 信号 传播 的 一 个 最 大 可 能 的 速度 . 

在 纯 数学 的 意义 上 , 同时 改变 所 有 四 个 坐标 的 符号 也 是 一 个 转动 (四 维 
反 演 ), 因为 这 个 变换 的 行列 式 和 任何 转动 变换 一 样 也 等 于 +1. 在 此 变换 中 ， 
时 间 轴 从 一 个 光 锥 转 到 另 一 个 光 锥 . 尽管 这 样 的 变换 (作为 参考 系 的 变换 ) 在 
物理 上 是 不 可 能 的 , 但 是 数学 上 唯一 的 差别 是 : 由 于 度 规 是 磋 欧 几 里 得 的 , 如 
果 不 容 许 坐 标的 复 变换 , 这 样 的 转动 就 不 可 能 实现 . 

当然 ,有 理由 假设 这 种 差别 对 于 四 维 不 变性 并 不 重要 .于 是 在 洛 伦 效 变换 
下 不 变 的 任何 表示 式 在 四 维 反 演 下 也 必须 是 不 变 的 . 对 于 标量 销 算 符 , 这 一 要 
求 的 准确 表述 将 在 $13 给 出 , 但 在 这 里 我 们 可 以 指出 的 是 , 由 于 在 代 换 + 一 一 
下 指数 上 e 的 符号 将 改变 , 这 个 条 件 必定 对 指数 上 es 有 两 种 不 同 符号 的 项 的 
落 算 符 同 时 成 立 . 

@ 所 有 三 维 (空间 ) 转动 的 集合 本 身 构成 一 个 群 , 它 是 洛 伦 兹 群 的 一 个 子 群 . 洛 伦 


兹 变换 的 集合 本 身 并 不 是 一 个 群 ,这 是 因为 , 连续 进行 洛 伦 效 变换 的 结果 , 可 以 是 一 个 
纯粹 的 空间 转动 . 
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现在 我 们 回 到 表示 式 (11.2), 并 由 它 推导 出 算 符 ,全 (与 如 ,让 ) 之 间 的 
对 易 关系 . 对 于 光子 (对 于 算 符 6,,8+), 其 对 易 关系 是 根据 和 谐振 子 的 相似 性 
来 得 出 的 , 实质 上 也 就 是 根据 电磁 场 在 经 典 极限 情形 下 的 性 质 得 出 的 . 但 这 里 
没有 这 样 的 类 比 . 在 推出 ( 玻 色 或 费 米 ) 算 符 的 对 易 关 系 中 , 我 们 唯一 能 够 依 
据 的 只 有 由 这 些 算 符 构 成 的 哈密 顿 算 符 的 形式 

这 个 哈密 顿 可 通过 用 分 与 办 取代 积分 / Tiodaz 中 少 与 加 来 得 到 ( 见 
第 三 卷 864) 巴 . 于 是 我 们 求 出 


H= 2 Gp + bpbt). (11.3) 


容易 看 出 , 要 使 这 个 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 得 到 合理 的 结果 ,只 有 当 算 符 满 
足 玻 色 对 易 关 系 才 有 可 能 


{Gp, a }- = {bop, 直 }- (11.4) 


(所 有 其 余 对 算 符 都 互相 对 易 , 包括 每 个 粒子 算 符 dp, 人 4 以 及 每 个 反 粒 子 算 符 
Bb, 站 ). 在 此 情形 下 ， 


五 = (0 +btbp + 1). 


乘积 446p 与 由 bp 的 本 征 值 分 别 等 于 正 整数 No 与 和 Ws (粒子 数 与 反 粒 子 数 ). 
无 限 大 的 相 加 常数 六 e (“ 真 空 的 能 量 ”) 仍 可 上 略 去 : 


E= 》 e(Np+ Np) (11.5) 
p 
(和 (3.1) 式 及 其 注解 比较 )， 这 个 表示 式 是 恒 正 的 , 对 应 存在 两 类 实际 粒子 的 
概念 . 类 似 地 , 我 们 得 到 粒子 系统 的 总 动量 


P= 》 p(Np + Np). (11.6) 
p 
如 果 不 采 用 (11.4) 式 , 而 采用 费 米 对 易 关 系 ( 即 用 反对 易 子 代替 对 易 子 )， 
我 们 将 得 到 
五 = 2 (esi —btb, + 1), 


@ 在 非 相 对 论 性 理论 中 ,习惯 上 将 共 轿 算 符 w+ 写 在 节 的 左边 . 在 这 里 顺序 并 不 
重要 , 因为 交换 + 与 少 只 会 引起 等 效 算 符 zi 与 5 的 交换 , 然而 , 一 旦 选 定 某 种 特定 
顺序 , 就 必须 始终 采用 同样 顺序 , 
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这 时 , 替代 (11.5) 式 的 就 变 为 物理 上 没有 意义 的 表示 式 并 e(N 一 为), 这 个 表 
示 式 不 是 正定 的 , 因此 不 可 能 表示 自由 粒子 系统 的 能 量 . 

由 此 可 见 , 自 旋 为 零 的 粒子 一 定 是 玻 色 子 . 

下 面 我 们 来 考虑 积分 Q (10.19) 式 . 用 算 符 攻 与 寻 代替 加 中 的 函数 幼 
与 ,并 进行 积分 , 我 们 得 到 


QO= > (tap — bpbt)= > (até, — bbp — 1). (11.7) 
Pp p 


这 个 算 符 的 本 征 值 ( 略 去 无 关 紧 要 的 相 加 常数 并 1) 为 
Q = >_(Np — Np), (11.8) 
p 


并 因此 等 于 粒子 总 数 和 反 粒 子 总 数 之 差 . 

只 要 我 们 考虑 的 是 自由 粒子 且 不 考虑 它们 之 间 的 任何 作用 , 量 Q 的 守恒 
定律 当然 在 很 大 程度 上 是 可 信 的 (就 像 总 能 量 (11.5) 和 总 动量 (11.6) 守恒 定 
律 一 样 ): 实际 上 守恒 的 不 仅 是 总 和 @, 而 且 数 Np 和 六。 也 分 别 都 守恒 . 相互 
作用 的 性 质 决定 量 9 是 否 仍然 守恒 . 如 果 Q 守恒 ( 即 算 符 和 相互 作用 的 哈 
密 顿 算 符 对 易 ), 则 表示 (11.8) 式 给 出 了 这 个 守恒 定律 对 粒子 数 的 可 能 改变 所 
加 的 限制 : 只 可 能 是 “粒子 - 反 粒 子 ” 成 对 地 产生 或 漂 没 . 

如 果 粒 子 是 带电 的 , 则 其 反 粒 子 必 定 带 符号 相反 的 电荷 : 假如 粒子 和 反 粒 
子 的 电荷 相同 , 它们 成 对 地 产生 或 淹没 就 和 一 条 严格 的 自然 规律 一 一 总 电荷 
守恒 矛盾 了 . 以 后 ($32) 我 们 将 看 到 , 理论 如 何 自动 地 得 出 这 种 电荷 的 相反 性 
( 当 粒 子 和 电磁 场 相互 作用 时 ). 

量 8Q 有 时 称 为 该 粒子 场 的 电荷 . 特别 是 , 对 带电 粒子 来 说 , Q 给 出 系统 的 
总 电荷 (以 基本 电荷 e 为 单位 ). 但 是 我 们 要 强调 指出 , 粒子 与 反 粒 子 也 可 以 是 
电 中 性 的 . 

于 是 , 我 们 看 到 , 能 量 和 动量 的 相对 论 性 关系 的 性 质 (方程 sz = p2 十 m? 
的 根 的 双 值 性 ) 和 相对 论 不 变性 的 要 求 一 起 , 在 量子 理论 中 导致 一 个 粒子 分 类 
的 新 原理 : 可 能 存在 各 种 不 同 的 粒子 对 (粒子 与 反 粒子 ), 它们 按 上 面 所 描述 的 


方式 相互 关联 . 这 个 著名 的 预言 是 狄 拉 克 1930 年 (对 自 旋 5 粒子 ) 首次 做 出 
的 , 此 后 才 发 现 第 一 个 反 粒 子 一 — 正 电子 @. 


@ Weisskopf 与 泡 利 将 反 粒 子 的 概念 推广 应 用 于 玻 色 子 (V. Weisskopf, W. Pauli, 1934). 
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对 少 函数 (11.1) 进行 二 次 量子 化 时 , 系数 ast) 与 ay ) 被 看 成 不 同 粒子 的 
算 符 . 但 这 并 不 是 必需 的 . 在 特定 情况 下 , 少 中 所 含 的 淹没 算 符 与 产生 算 符 可 
以 属于 同一 种 粒子 , 如 对 于 光子 (和 (2.17) 式 比较 ). 这 时 , 用 名, 与 站 分 别 表 
示 沽 没 算 符 与 产生 算 符 , 消 算 符 可 以 写成 


1 
少 = 》、 -二 (pei + eteipr). (12.1) 
好 V2e 


用 这 种 算 符 所 描述 的 场 , 是 仅 由 一 种 粒子 组 成 的 系统 , 即 粒子 可 以 说 成 是 其 自 
己 的 反 粒 子 . 

算 符 (12.1) 是 厄 米 的 (%+ = 从, 在 此 意义 上 这 样 的 场 和 人 少 与 洛 不 相同 
的 复 场 比较 ,“ 自 由 度 ” 减少 了 一 半 . 

因此 , 用 厄 米 算 符 分 表示 场 的 拉 格 朗 日 算 符 必 须 增加 一 个 因子 > (和 
(10.9) 式 比 较 ) 包 : 


也 = (1/2)(8.Wp .O09 — myp?). (12.2) 
相应 的 能 量 动量 张 量 为 
修一 OY :0 — Lgyy, (12.3) 
因此 能 量 密度 算 符 为 
~\ 2 ~ 2 
1756 一 ( 狗 ) > L 一 > (加 让 (vp)? tp (12.4) 


将 (12.1) 式 代入 积分 / 元 odaz, 就 得 到 场 的 哈密 顿 算 符 : 
= 5 a(tép + pet). (12.5) 
p 


由 此 , 我 们 再 一 次 看 到 必须 采用 玻 色 量子 化 : 


{Sp, 人 tH}- =1 (12.6) 


@ 将 电磁 场 的 能 量 密度 算 符 (2.10) ( 场 用 厄 米 算 符 天 与 吾 表示 ) 和 光子 的 能 量 密 
度 (3.2) (用 复 波 函数 表示 ) 比较 , 就 会 发 现 也 有 类 似 的 额外 因子 1; 参见 83 最 后 一 个 
注解 / | 
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能 量 本 征 值 为 ( 仍 略 去 相 加 常数 ) 


E= 》 epNp. (12.7) 
p 


而 费 米子 量子 化 将 导致 E 和 N; 无 关 的 荒 廖 结 果 . 

这 种 场 的 “电荷 ”Q 为 零 , 这 一 点 可 以 从 粒子 变换 成 反 粒 子 时 Q 要 变 号 ， 

而 在 现在 情形 粒子 和 反 粒 子 没 有 区 别 的 事实 明显 看 出 . 四 维 流 密度 矢量 不 再 
存在 . 实际 上 , 表示 式 

N= it — (op+) 风 (12.8) 


对 守恒 的 四 维 矢量 了 当 示 = zi 时 为 零 (矢量 8,y 本 身 并 不 守恒 ). 这 又 意味 
着 没有 特别 的 守恒 定律 限制 粒子 数 的 可 能 改变 . 这 种 粒子 很 明显 必定 是 电 中 
性 的 . 

我 们 称 这 种 类 型 的 粒子 为 真 中 性 粒子 , 它 和 反 粒 子 不 是 其 本 身 的 电 中 性 
粒子 相反 . 后 者 只 能 成 对 地 削 没 (转化 成 光子 ), 而 真 中 性 粒子 则 可 以 单个 地 
潭 没 . 

少 算 符 (12.1) 的 结构 和 电磁 场 算 符 (2.17) 一 (2.20) 类 似 . 在 这 个 意义 上 ,我 
们 可 以 说 , 光子 本 身 就 是 真 中 性 粒子 . 对 电磁 场 , 算 符 是 厄 米 的 , 因为 场 强 是 可 
测量 的 物理 量 (在 经 典 极限 ), 并 因此 是 实 的 . 而 对 粒子 的 多 算 符 , 不 存在 这 样 
的 联系 , 因为 它们 并 不 对 应 任何 直接 可 测量 的 物理 量 . 

不 存在 守恒 的 四 维 流 矢量 , 是 真 中 性 粒子 的 普遍 性 质 , 并 不 要 求 自 旋 为 
零 ; 例如 , 光子 就 是 如 此 . 物理 上 , 这 表示 不 存在 相应 的 对 粒子 数 改变 的 禁 藉 . 
在 不 存在 守恒 流 和 场 为 实 的 事实 ( 即 算 符 几 为 厄 米 的 ) 之 间 有 直接 的 形式 上 
的 联系 . 

复 场 的 拉 格 朗 日 量 


P=0,9+.0p— myty (12.9) 
对 纱 算 符 乘 以 任意 相 因 子 的 变换 , 即 在 规范 变换 
太一 eic 的， Poe ioyt (12.10) 
下 是 不 变 的 . 特别 是 , 拉 格 朗 日 量 在 无 限 小 规范 变换 
办 一 人 +isa.: 几 计 一 时 一 isa. 好 (12.11) 


下 是 不 变 的 . 


813 ”CC, 忆 了 变换 . 43 . 
当 “ 广 义 坐 标 ”g 有 一 无 限 小 变化 时 , 拉 格 朗 日 量 的 变化 为 
7 医 
5L = (5 十 总 ao 
aL 8 07 
- 工 ( 各 - 蕊 区 ja+ 工 蕊 ( 总 可 


(对 所 有 的 g 求 和 ). 第 一 项 由 “运动 方程 ”( 拉 格 朗 日 方程 ) 为 零 . 如 果 将 “ 坐 
标 ”g 取 为 算 符 儿 与 好, 并 且 


8p =ia .由 V+ = -ia .y+, 





~, OL 
人 0 et + an 可 
L= 这 ac 2 (7 5 Ch | 


由 此 看 出 , 拉 格 朗 日 不 变 (8L = 0) 的 条 件 等 价 于 四 维 矢量 





A ~ 8L ~90L 

=i|yto J 12.12 

了 人 Bt ?和 ) 
的 连续 性 方程 (8,7+ = 0). 容易 证 实 , 对 拉 格 朗 日 量 (12.9), 由 此 公式 可 得 出 流 


(12.8) 式 . 

这 样 一 来 , 在 理论 的 数学 表述 上 , 守恒 流 的 存在 和 拉 格 朗 日 量 在 规范 变换 
下 的 不 变性 相 联 系 (W. Pauli, 1941), 而 真 中 性 场 的 拉 格 朗 日 量 (12.2) 不 具有 
这 种 对 称 性 . 


和 四 维 反 演 不 同 , 三 维 (空间 ) 反 演 不 能 约 化 为 四 维 坐标 系 的 任何 转动 . 这 
个 变换 的 行列 式 不 是 +1, 而 是 -1. 因而 , 在 反 演 (P 变换 ) 下 粒子 的 对 称 性 已 
不 能 由 相对 论 不 变性 确定 史 . 

对 标量 波 函 数 进 行 反 演 运算 为 如 下 变换 


Pylt,r) = +y(t, —r), (13.1) 


其 中 右边 的 “+” 号 与 “” 号 分 别 对 应 真 标量 与 夺标 量 . 


QD 包含 空间 反 演 的 洛 伦 效 群 叫 扩展 洛 伦 兹 群 (以 便 和 不 包含 P 的 原 群 区 别 ; 在 此 
意义 上 , 原 群 被 称 为 固有 洛 伦 兹 群 ), 扩展 群 包括 了 保持 : 轴 在 相应 光 锥 内 的 所 有 变换 . 
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因此 我 们 看 到 , 波 隔 数 在 反 演 变换 下 行为 的 两 个 特征 必须 区 分 开 来 . 其 
中 一 个 特征 和 波 函 数 对 坐标 的 依赖 关系 相 联 系 . 在 非 相对 论 性 量子 力学 中 只 
考虑 这 个 特征 ; 并 由 此 引出 描述 粒子 运动 对 称 性 质 的 态 的 宇 称 概念 (我 们 在 这 
里 称 它 为 轨道 宇 称 ). 如 果 态 具有 一 定 的 轨道 宇 称 (+1 或 -1), 这 就 意味 着 


v(t, 一 ) = +v(t, 7). 


万 一 个 特征 是 在 坐标 办 反 沉 下 波 盟 数 在 给 定点 (为 方便 起 见 , 取 此 点 为 坐 
标 原 点) 的 行为 , 由 此 引出 粒子 内 豪 宇 称 的 概念 . 对 于 上 自 旋 为 零 的 粒子 , (13.1) 
式 中 的 两 种 符号 对 应 内 让 宇 称 十 1 与 -1. 粒子 系统 的 总 宇 称 等 于 它们 的 内 让 
宇 称 和 相对 运动 的 轨道 宇 称 的 乘积 . 

各 种 粒子 的 “内 襄 ” 对 称 性 质 当 然 只 在 这 些 粒子 的 相互 转换 的 过 程 中 才 
显现 出 来 . 在 非 相 对 论 性 量子 力学 中 , 和 内 豪 宇 称 类 似 的 东西 是 一 个 复合 系 
统 (例如 原子 核 ) 的 束缚 态 的 宇 称 . 在 相对 论 性 理论 中 , 复合 粒子 和 基本 粒子 
之 间 没 有 原则 上 的 区 别 , 因此 它们 的 内 豪 宇 称 和 那些 在 非 相 对 论 性 理论 中 基 
本 粒子 的 内 让 宇 称 没 有 什么 不 同 . 在 非 相 对 论 范 围 内 , 基本 粒子 锌 认为 是 不 可 
改变 的 , 观察 不 到 它们 的 内 豪 对 称 性 , 因而 讨论 内 个 对 称 性 就 失去 物理 意义 . 

在 二 次 量子 化 中 , 内 豪 衬 称 由 反 演 变换 下 多 算 符 的 行为 表示 . 与 标量 场 
和 尾 标 量 场 对 应 的 变换 规则 为 


P:w(t,r) 一 士 罗 (tt —r). (13.2) 


反 演 对 多 算 符 作用 的 实际 意义 必须 表述 成 粒子 潭 没 算 符 与 产生 算 符 的 一 个 
特定 变换 , 这 样 的 变换 应 该 导致 (13.2) 的 结果 . 容易 看 出 , 这 样 的 变换 为 


已 :人 一 + bp — +b_p (13.3) 
(对 共 恩 算 符 也 同样 ). 实际 上 , 在 算 符 
(br) = 2 GP 十 站 eiwt 各 7) (13.4) 
中 进行 这 种 变换 ， 然后 改写 求 和 变量 (p 一 一 p), 我 们 可 将 它 变 成 十 tt 一 7) 的 
形式 . 因此 , 如 果 用 W(t,7) 标记 按 (13.3) 代 换 过 的 算 符 , 我 们 有 
pp? (tr) = +p(t, —r). (13.5) 


变换 (13.3) 完全 是 合理 的 , 因为 反 演 改变 极 矢量 p 的 符号 , 使 动量 为 p 的 粒子 
变 成 动量 为 -2P 的 粒 于 . 


$13 CO,P 忆 TT 变换 .45 . 


在 (13.3) 式 中 , 算 符 2 与 变换 时 , 二 者 要 么 都 取 上 面 的 符号 , 要 么 都 
取 下 面 的 符号 . 在 二 次 量子 化 表述 中 , 这 表示 粒子 与 反 粒 子 ( 自 旋 为 零 ) 有 相 
同 的 内 豪 宇 称 , 这 是 一 个 明显 的 结果 , 因为 它们 用 同样 的 (标量 或 厦 标 量 ) 波 

乡 算 符 (13.4) 还 在 另 一 种 非 相 对 论 理论 中 没有 类 比 的 变换 下 是 对 称 的 ， 
这 种 变换 就 是 电荷 共 斩 (C 变换 ). 如 果 将 所 有 的 算 符 公 与 6 分别 交换 : 


Ci:ap— bp, 加 一 0p (13.6) 
( 即 粒子 和 反 粒 子 互相 交换 ), 那么 少 变 成 “电荷 共 轿 ” 算 符 加 , 其 中 
ptr) = Yt(t, 7). (13.7) 


这 个 等 式 表 示 理 论 中 粒子 和 反 粒 子 的 概念 是 对 称 的 . 
在 电荷 共 思 变换 的 定义 中 仍 存 在 某 种 不 重要 的 形式 上 的 任意 性 . 如 果 在 
(13.6) 式 的 定义 中 引入 一 个 任意 的 相 因 子 , 变换 的 意义 并 不 改变 : 


a ix 


dp 一 eicb， 加 一 eic0 
由 此 得 到 
用 一 ec， $+ oeiy, 


两 次 重复 这 个 变换 , 将 回 到 原状 ( 一作 . 然而 所 有 这 些 定义 都 是 互相 等 价 的 . 
由 于 乡 算 符 的 性 质 不 因 乘 以 相 因子 而 改变 (与 上 节 末 比较 ), 所 以 我 们 可 以 将 
几 改写 成 yeia/2. 这 样 ,我们 又 得 到 电荷 共 示 的 定义 (13.6), (13.7). 

由 于 电荷 共 思 将 粒子 换 成 其 反 粒 子 , 二 者 一 般 是 不 同 的 , 一 般 情 况 下 不 会 
出 现 粒子 或 粒子 系统 新 的 性 质 . 

由 相同 数目 的 粒子 与 反 粒 子 组 成 的 系统 是 一 个 例外 . 算 符合 将 这 样 的 系 
统 变换 成 其 本 身 , 因此 在 此 情况 下 , 这 个 算 符 具有 对 应 本 征 值 C = +1 (因为 
C2 = 1) 的 本 征 态 . 为 了 描述 电荷 对 称 性 , 我 们 可 以 将 粒子 与 反 粒 子 看 成 同一 
粒子 的 两 个 不 同 的 “电荷 态 ”, 其 区 别 是 电荷 量子 数 不 同 Q = 土 1. 系统 的 波 
函数 是 轨道 函数 和 “电荷 态 ” 函 数 的 乘积 , 并 且 当 同时 交换 任 一 对 粒子 的 所 有 
变量 (坐标 与 电荷 ) 时 , 该 波 函 数 必须 是 对 称 的 .“ 电 荷 态 ”函数 的 对 称 性 决定 
系统 的 电荷 字 称 (参见 习题 )J@， 


Q 我们 在 这 里 讨论 的 是 零 自 旋 粒 子 ,但 所 用 的 方法 可 以 直接 推广 到 其 它 自 旋 的 情 
形 . 作为 例子 , 可 参见 827 的 习题 . 
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对 “ 真 中 性 ”系统 以 自然 方式 产生 的 电荷 宇 称 概 念 , 也 必须 适用 于 真 中 性 
的 “基本 ”粒子 . 在 二 次 量子 化 表述 中 , 这 个 概念 由 如 下 方程 表示 : 


$e = +y; (13.8) 


其 中 “+” 号 与 “>” 号 分 别 对 应 电荷 偶 宇 称 的 粒子 与 电荷 奇 宇 称 的 粒子 . 
相对 论 不 变性 意味 着 在 四 维 反 演 下 的 不 变性 (参见 811). 对 于 标量 场 算 
符 (在 四 维 转动 意义 上 ), 这 意味 着 四 维 反 演 变换 必须 给 出 


y(t, 7) = w(t, 二 人) 


右边 总 是 正 的 . 用 算 符 公 ,2 的 变换 术语 来 说 , Vitr) 变换 为 太一 由 一 r) 是 通 
过 交换 (13.4) 中 er-ipz 与 eips 的 系数 , 即 通过 如 下 代 换 实现 的 : 


Gp 一 三 ， b= 0 (13.9) 


由 于 a 算 符 变 为 b 算 符 , 这 个 变换 包含 着 粒子 变 为 反 粒 子 . 我 们 看 到 , 在 相对 
论 性 理论 中 , 自然 而 然 地 要 求 在 空间 反 演 (P), 时 间 反 演 (T) 和 电荷 共 恩 (COC) 
的 联合 变换 下 的 不 变性 , 这 叫做 CPT 定理 %. 

然而 , 在 这 里 必须 强调 指出 , 尽管 在 §11, 812 与 本 市 中 给 出 的 论据 是 通常 
量子 力学 与 经 典 相 对 论 概 念 的 自然 发 展 , 但 是 由 此 得 到 的 结论 , 不 论 在 形式 
上 ( 久 算 符 同时 包含 粒子 的 产生 算 符 与 淹没 算 符 ), 还 是 在 内 容 上 (粒子 与 反 
粒子 ), 都 超出 了 通常 量子 力学 与 经 典 相 对 论 的 范围 . 因此 , 这 些 结论 不 可 能 看 
作 是 逻辑 上 的 必然 , 而 包含 着 新 的 物理 原理 , 这 些 原 理 正确 与 否 只 能 由 实验 来 
检验 . 

如 果 将 经 过 变换 (13.9) 的 算 符 (13.4) 记 作 cPT(t,7), 我 们 可 以 写 出 : 


WwWCPT(r) = b(t, —r). (13.10) 


这 样 一 来 , 如 果 将 四 维 反 演 表述 为 变换 (13.9), 我 们 就 还 能 建立 对 少 算 符 
的 时 间 反 演变 换 的 表述 : 与 联合 反 演 CP 变换 一 起 , 它 必须 给 出 (13.9) 式 . 利 
用 定义 (13.3) 与 (13.6), 我 们 求 出 


T :fp — tat,, bp +bt, (13.11) 


其 中 符号 土 与 (13.3) 式 中 的 符号 对 应 . 这 个 变换 的 意义 是 明显 的 : 时 间 反 演 不 
仅 将 动量 为 p 的 运动 变 成 动量 为 -p 的 运动 , 而 且 还 交换 抢 阵 元 中 的 初 态 与 
@ 这 个 定理 是 由 G. Liiders (1954) 和 W. Pauli (1955) 阐明 的 . 


813 CC,PT 变换 .47 . 


终 态 . 因此 , 动量 为 p 的 粒子 的 淹没 算 符 换 成 动量 为 -p 的 粒子 的 产生 算 符 . 
在 (13.4) 式 中 作 代 换 (13.11) 并 改变 求 和 变量 的 标记 (p 一 -2P), 我 们 得 到 


w(t) = tot(-t, 7). (13.12) 


这 类 似 于 量子 力学 中 时 间 反 演 的 一 般 规则 : 如 果 某 个 状态 用 波 函 数 w(t,7) 
描述 , 那么 其 “时 间 反 演 ” 态 就 由 函数 镶 ( 玉 7) 描述 . 变 成 复 共 斩 图 数 是 因为 : 
必须 恢复 因 t 的 变 号 而 被 破坏 的 “正确 的 ”对 时 间 的 依赖 关系 (E. P. Wigner， 
1932). 

由 于 变换 了 (并 因此 有 CPT) 将 初 态 与 终 态 交换 ,它们 就 没有 本 征 态 和 本 
征 值 , 因而 也 就 不 能 给 粒子 本 身 带 来 新 的 特性 . 将 此 应 用 于 散射 过 程 的 结果 ， 
将 在 869 与 871 中 讨论 . 

现在 我 们 来 看 看 在 C,P 与 了 变换 时 , 四 维 流 矢量 算 符 六 (12.8) 将 如 何 
变化 . 变换 (13.2) 和 代 换 (60,5) 一 (060, 一 0;) 一 起 给 出 


P: (jo, Dar 一 (10, —H er, (13.13) 
正如 真 四 维 矢量 一 样 . 如 果 算 符 多 和 YW+ 对 易 , 则 变换 (13.7) 简单 地 给 出 
CG: (70, 7)er 一 (—70, 一 力 tr， (13.14) 


但 是 , 这 些 算 符 的 不 对 易 仅 仅 是 由 于 其 中 具有 相同 p 的 算 符 6 与 好 (或 b, 
与 好) 是 不 对 易 的 . 按 对 易 关系 (11.4), 交换 这 些 算 符 只 会 产生 与 占有 数 ( 即 
与 场 的 状态 ) 无 关 的 项 . 略 去 这 些 无 关 紧 要 的 项 (如 在 (11.5) 与 (11.6) 式 中 那 
样 ), 我 们 就 又 回 到 (13.14) 式 , 其 物理 意义 是 明显 的 : 电荷 共 斩 将 粒子 变 成 反 
粒子 并 改变 四 维 流 每 个 分 量 的 符号 . 
由 于 时 间 反 演 运算 包含 初 态 与 终 态 的 交换 , 它 也 将 改变 算 符 乘积 中 因子 
的 顺序 . 例如 ， 
(+0) = (0p)T (Pt). 
但 在 这 里 它 并 不 重要 : 由 于 算 符 (在 以 上 解释 的 意义 上 ) 对 易 , 结果 并 不 受 
到 因子 回 到 原来 的 顺序 的 影响 . 又 由 于 在 时 间 反 演 下 (By,6;) 一 (00,6,), 流 的 
变换 规则 为 
T : (1 Der 一 (1, -Har (13.15) 
@ 如 果 定 义 运算 工时 不 管 其 它 变换 , 那么 相 因子 的 选择 就 存在 和 定义 运算 C 时 同 


样 的 任意 性 . 要 求 CPT 的 对 称 性 意味 着 , 只 能 对 变换 C 与 变换 T 中 的 一 个 任意 选择 
相 因 子 . 
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三 维 矢量 了 变 号 , 和 其 经 典 意义 一 致 
最 后 , 当 进 行 CPT 变换 时 ， 


CPT: (75, Per SE (—70, 一念 _-， (13.16) 


和 这 个 运算 作为 四 维 反 演 的 意义 一 致 . 这 里 必须 强调 , 由 于 四 维 反 演 也 是 四 维 
坐标 系 的 一 个 转动 , 所 以 它 不 对 应 两 种 类 型 ( 真 张 量 和 有 厢 张 量 ) 的 任意 秩 四 维 
张 量 . 

迄今 为 止 , 我们 研究 的 都 是 自由 粒子 ; 但 是 宇 称 量子 数 要 有 实在 的 意义 只 
有 当 我 们 考虑 相互 作用 的 粒子 并 加 上 一 定 选择 定 则 , 这 些 选 择 定 则 允许 或 禁 
止 一 些 特定 的 过 程 . 但 是 , 只 有 守恒 的 性 质 才 能 够 具有 这 种 意义 ; 也 就 是 那些 
和 相互 作用 粒子 的 哈密 顿 量 对 易 的 算 符 的 本 征 值 . 

由 于 相对 论 不 变性 , CPT 变换 算 符 总 是 与 哈密 顿 量 对 易 的 . 对 于 C 和 书 
(以 及 TT) 单独 的 变换 , 实验 表明 , 电磁 相互 作用 和 强 相互 作用 是 不 变 的 , 因此 
相应 的 字 称 量子 数 在 这 些 相 互 作用 中 是 守恒 的 , 而 在 弱 相 互 作用 中 , 这 些 守恒 
定律 不 再 成 立 @， 

我 们 预先 指出 : 带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 算 符 由 四 维 矢 量 算 符 A 与 
9 的 乘积 给 出 . 由 于 电荷 共 斩 改 变 人 的 符号 , 电磁 相互 作用 在 此 变换 下 的 不 变 
性 意味 着 全 的 符号 也 必须 改变 . 因此 , 光子 是 电荷 字 称 为 奇 的 粒子 . 

算 符 4 的 这 个 行为 和 经 典 理论 中 四 维 势 的 性 质 一 致 : 由 变换 


C': (ho, A) — (-Ao, —A)sr, 
2: (Ao, A) EE (ho, — A)tr, 
CPT: (ho, A) = (—Ao,—A)_:_,, 


可 以 得 出 : 
了 : (40， A) 一 个 (ho, Ep 


这 和 时 间 反 演 下 电磁 场 势 变换 的 经 典 规则 一 致 
要 求 CPT 不 变性 并 不 对 粒子 的 性 质 本 身 有 任何 限制 , 但 是 它 在 粒子 与 反 
粒子 的 性 质 之 间 建 立 了 某 种 联系 . 首先 , 它们 的 质量 必须 相等 , 这 一 点 从 811 中 
曾 阐明 的 四 维 反 演 和 粒子 反 粒 子 概念 的 引信 之 间 的 联系 可 以 很 明显 地 看 出 
其 次 , 由 CPT 不 变性 得 出 , 粒子 与 反 粒 子 的 电 矩 与 磁 矩 矢量 和 它们 的 目 
旋 矢 量 之 间 的 比例 系数 只 相差 一 个 符号 . 实际 上 , 磁 矩 在 C 变换 与 工 变换 下 
@ 弱 相 互 作用 中 字 称 不 守恒 的 思想 是 李 政 道 和 杨振宁 首先 提出 的 (T. D. Lee, C. 


N. Yang, 1956). 物理 学 定律 不 一 定 具 有 P 与 7 不 变性 的 一 般 思 想 是 犹 拉 克 早 先 提出 的 
(1949). 
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要 改变 符号 , 但 是 (作为 一 个 轴 矢 量 ) 在 P 变换 下 却 是 不 变 的 . 因此 , CPT 变 
换 在 将 粒子 变 成 反 粒子 的 同时 并 不 改变 磁 矩 的 符号 , 而 自 旋 矢量 却 要 变 号 . 同 
样 的 道理 , 对 于 电 矩 而 言 , 它 在 时 间 反 演 下 不 变 号 而 在 C 变换 下 和 空间 反 演 
下 (作为 一 个 极 天 量 ) 要 变 号 . 

要 求 PP 不 变性 和 工 不 变性 (假如 遵从 这 种 不 变性 的 话 ) 对 每 种 粒子 的 性 
质 都 有 限制 : 它们 禁止 粒子 具有 电 偶 极 矩 : 事实 上 , 对 静止 的 基本 粒子 来 说 , 由 
它 的 落 算 符 所 能 组 成 的 唯一 天 量 , 就 是 它 的 自 旋 算 符 天 量 . 这 个 矢量 对 书 变 
换 是 偶 的 而 对 了 变换 是 奇 的 , 所 以 只 能 用 它 定 义 磁 和 矩 而 不 能 用 它 定 义 电 拖 . 
我 们 必须 强调 指出 , 只 要 P 不 变性 或 工 不 变性 中 有 一 个 成 立 就 足以 产生 这 种 
禁 忒 . 


习 题 


设 有 一 个 由 零 自 旋 粒 子 与 其 反 粒 子 组 成 的 二 粒子 系统 , 其 相对 运动 的 轨 
道 角 动量 为 1 试 确定 此 系统 的 电荷 宇 称 与 空间 宇 称 . 

解 : 交换 二 粒子 的 坐标 等 价 于 对 质心 的 反 演 ,因此 轨道 波 函数 将 乘 以 
(一 1)'; 交换 电荷 变量 等 价 于 电荷 共 斩 ， 波 函数 中 的 “电荷 "因子 将 乘 以 所 求 的 
宇 称 C. 根据 条 件 C(-1) = 1, 我们 有 


C= (一 雪 


此 系统 的 空间 宇 称 已 等 于 二 粒子 的 轨道 宇 称 与 内 襄 字 称 的 乘积 . 由 于 粒子 与 
反 粒 子 的 内 奈 宇 称 相同 , 所 以 在 此 情形 下 , P 就 等 于 轨道 宇 称 : 


P=(-1). 
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自 旋 为 1 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 可 用 一 个 三 分 量 波 函 数 ( 即 三 维 矢量 ) 
描述 ; 这 样 的 粒子 常 称 为 矢量 粒子 . 这 个 矢量 的 四 维 来 源 , 可 以 是 类 空 的 四 维 
天 量 的 三 个 空间 分 量 ; 也 可 以 是 二 秩 的 四 维 反 对 称 张 量 Wez: 的 混合 分 量 ; 
在 静止 参考 系 中 , 时 间 分 量 如 与 空间 分 量 Vi 为 零 @. 

波动 方程 为 量 米 与 量 Wi 之 间 的 微分 关系 , 可 写 出 如 下 方程 : 


i = Ppy — puby, (14.1) 

@ 我 们 提前 指出 , 四 维 矢量 办 与 四 维 张 量 Wu 的 集合 对 应 二 秩 四 维 旋 量 

tee,mai,tep 的 集合 , 其 中 te8 与 ns 是 反 演 变换 下 可 以 互相 转换 的 对 称 旋 量 (参见 
§19). 
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irm2p = PF byw, (14.2) 
其 中 分 = iD (A. Proca, 1936). 将 算 符 Pr 作用 于 方程 (14.2) 的 两 边 , 我 们 得 到 
pw = 0, (14.3) 


由 于 Ww 是 反对 称 的 . 
将 方程 (14.1) 代入 (14.2) 消去 ww, 并 利用 (14.3) 式 , 我 们 得 到 : 


(BP — m2) = 0, (14.4) 


由 此 再 次 明显 看 出 (与 810 比较 ), m 为 粒子 的 质量 . 因此 , 自 旋 为 1 的 自由 粒 
子 可 以 用 一 个 四 维 矢量 wr 描述 , 其 分 量 满足 二 阶 方程 (14.4) 以 及 条 件 (14.3)， 
后 者 从 Wr 中 去 除 掉 属 于 零 自 旋 的 部 分 . 

在 静止 系 中 , 办 和 空间 坐标 无 关 , 我 们 求 出 : PWo = 0, 又 由 于 Wo = mwpo， 
因此 我 们 看 到 , 在 静止 系 中 , wo = 0, 这 正如 应 该 期 待 的 , 并 且 yix 也 为 零 . 

自 旋 为 1 的 粒子 可 以 具有 不 同 的 内 个 和 宇 称 , 由 wr* 是 真 矢 量 还 是 以 矢量 
决定 . 在 真 矢量 的 情形 下 ， 


Pyr = (名 ,一 多 ) 
而 在 恬 失 量 的 情形 下 ， 
Pyr = (名 
方程 (14.1), (14.2) 可 由 拉 格 朗 日 函数 
L = 3 一 (Bo 和 一 9) 
(Opp — Ob) + mp” (14.5) 


用 变 分 原理 得 到 . 这 里 独立 的 广义 坐标 采用 办 ， 巡 , 加 ww WW 表示 @. 
为 了 求 出 能 量 动量 张 量 , 公式 (10.11) 在 这 里 并 不 完全 合适 , 因为 它 会 导 
致 一 个 需要 进一步 对 称 化 的 非 对 称 的 张 量 . 作为 替代 , 我 们 可 以 采用 公式 
TB + (14.6) 


Orz》 Og'\ Dogpr ° 





@@ 如 果 我 们 只 对 几 , 作 变 分 (假定 pv 已 按照 (14.1) 用 ww 表示 ), 那么 方程 (14.3) 
作为 和 变 分 原理 无 关 的 附加 条 件 应 该 是 必需 的 . 
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其 中 假设 工 被 表示 成 适用 于 任意 曲线 坐标 的 形式 (参见 第 二 卷 894), 如 果 工 
只 包含 度 规 张 量 gy 的 分 量 , 而 没有 它们 对 坐标 的 微 商 , 那么 公式 就 简单 地 
变 成 
_ 2 5v-5 0 
Tv 一 a Bgrr 一 “Bo guvL 





(因为 ding = 一 gpvdg**). 

由 于 公式 (14.6) 中 的 微 商 不 是 对 量 加 和 pjw, 在 应 用 此 式 时 就 不 必 将 这 
些 量 看 成 是 独立 的 ; 我 们 可 以 直接 利用 关系 式 (14.1) 将 拉 格 朗 日 函数 (14.5) 
改写 成 : 


L= 3bipg gr’ tm ppygr. (14.7) 
于 是 
Tir = —pab” — Pp + me (pbs + Wb) 

Ha (2bew -只 办) (14.8) 

特别 是 , 能 量 密度 由 如 下 恒 正 的 表示 式 给 出 : 
Too = 3 十 Wo 十 m2(yo 央 十 内 内 ) (14.9) 

守恒 的 四 维 流 密度 矢量 为 

六 = pp, — ee), (14.10) 


这 个 结果 也 可 以 按照 (12.12) 式 , 通过 将 拉 格 朗 日 (14.5) 对 导数 92. 加 微 商 得 
到 . 特别 是 
1° = (Yop — yor), (14.11) 
而 且 它 不 是 一 个 恒 正 的 量 . 
归 一 化 为 体积 了 = 1 中 有 一 个 粒子 的 平面 波 为 


1 
三 -we ; 4 = 一]， (14.12) 
其 中 ww 为 四 维 单位 极 化 矢量 , 由 (14.3) 式 可 知 , 它 满足 四 维 横向 条 件 

upr = 0. (14.13) 
将 函数 (14.12) 代 人 (14.9) 与 (14.11) 式 , 我 们 得 到 


Tbo = —2e2p pr =e, 19=1. 
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和 光子 不 同 , 一 个 质量 非 零 的 矢量 粒子 有 三 个 独立 的 极 化 方向 ,相应 的 振 
幅 由 (16.21) 式 给 出 . 
对 部 分 极 化 的 矢量 粒子 , 密度 和 矩阵 的 定义 应 该 使 其 在 纯 态 中 简化 为 乘积 


ppv 三 ur 
(类 似 于 对 光子 的 表示 式 (8.7)). 按照 (14.12) 式 与 (14.13) 式 , 它 满足 条 件 
prpw =0, ph=-—l. (14.14) 


对 于 非 极 化 粒子 ， ppv 的 形式 必须 是 Qagnv + bpupv. 系数 a 与 b 由 (14.14) 式 确 
定 后 , 得 到 结果 为 





1 Pupv 
ppw 一 一 5 (gu 一 2 ) 8 (14.15) 


矢量 粒子 场 的 量子 化 和 标量 的 情形 完全 类 似 , 毋须 重复 . 矢量 场 多 算 
符 为 


~ 1 到 
pp 一 > 2 不 bt wl) *eip®), 

、 (14.16) 
pr 到 > —— (dt v(t) ep 于 bpaul eip®), 


其 中 下 标 a 为 三 个 独立 极 化 的 标号 . 

对 Too 的 表示 式 (14.9) 是 恒 正 的 , 而 (14.11) 式 表示 的 六 不 是 恒 正 的 , 如 
同 标量 情形 那样 , 这 导致 玻 色 量子 化 的 必要 性 . 

在 真 中 性 矢量 场 的 性 质 和 电磁 场 的 性 质 之 间 存 在 紧密 的 联系 . 中 性 矢量 
场 用 厄 米 算 符 少 描述 : 


~ 1 | 
yp, = >》 —— (Gaul ee ips 十 Ct vl(c}*eips). (14.17) 
人 VDE p po 
这 个 场 的 拉 格 朗 日 量 为 
L= ITYpv 几 到 39 (Du = Opp) 3m bud. (14.18) 


电磁 场 对 应 于 m = 0 的 情形 . 这 时 四 维 矢量 ww 变 成 四 维 势 4*, 而 四 维 
张 量 wr 变 成 场 的 张 量 Far, 它 由 (14.1) 式 和 位 势 的 定义 相 联 系 . 方程 (14.2) 
变 成 BrWw = 0, 对 应 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 . 由 此 不 能 得 出 条 件 (14.3), 因此 ， 
该 条 件 不 再 是 必要 的 了 . 由 于 不 再 存在 附加 条 件 , 就 不 需要 将 拉 格 朗 日 中 的 
峭 与 和 Ww 看 成 独立 的 “坐标 ”, (14.18) 式 变 为 


aa 1 De ] J™ 
也 一 -A (14.19) 
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此 式 和 熟知 的 电磁 场 拉 格 朗 日 的 经 典 表示 式 一 致 . 这 个 拉 格 朗 日 和 张 量 办 ,， 
一 样 , 在 “ 势 ”wy 的 任何 规范 变换 下 都 是 不 变 的 . 这 个 性 质 和 零 质 量 之 间 有 明 
显 的 联系 : 拉 格 朗 日 (14.18) 因为 有 一 项 m2 克 如 而 不 具有 这 个 性 质 . 
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由 于 给 出 粒子 的 质量 和 自 旋 就 可 直接 得 出 波动 方程 (14.3) 与 (14.4), 所 以 
拉 格 姑 日 量 的 实际 用 途 与 其 说 是 导出 这 些 方程 , 不 如 说 是 确定 场 的 能 量 、 动 
量 与 电荷 的 表示 式 . 

为 此 , 如 前 所 述 , 我 们 可 以 用 表示 式 (14.7) 代替 (14.5) 式 , 再 将 (14.7) 作 
如 下 变化 . 由 (14.1) 式 可 将 (14.7) 式 重 写成 


L=-(0.)(0°Y’) + (Op ) (Orp’) + m2 pape 
= —(Ob) (OY ) + mm pip + Obi) — WOrOu yy. 


由 (14.3) 式 , 其 中 的 最 后 一 项 为 零 , 而 倒数 第 二 项 是 一 个 全 微 商 . 略 去 此 项 , 得 
到 拉 格 朗 日 


L’ = —(0up)(0rp”) + mp (15.1) 


它 和 和 零 自 旋 粒 子 的 拉 格 朗 日 (10.9) 有 同样 的 形式 , 唯一 的 区 别 是 用 四 维 矢量 
Vu 代替 标量 风 并 变 号 . 符号 的 改变 是 因为 ,为 类 空 矢 量 , 所 以 wpr* < 0， 
而 对 于 一 个 标量 粒子 yy* > 0. 

由 拉 格 朗 日 (15.1) 建立 四 维 能 量 动量 张 量 与 四 维 流 矢量 , 我 们 便 得 到 和 
标量 场 的 (10.12) 与 (10.18) 相同 形式 的 表示 式 ; 


Ty = -Op .Bp — Op .Oy — Lgpw, (15.2) 
jp = —ilyXO,p” 一 (82 多) 办 ]， (15.3) 


此 二 式 和 (14.8), (14.10) 式 的 区 别 仍然 在 于 全 微 商 . 但 是 这 些 量 的 局 域 值 (如 
前 面 已 强调 指出 的 ) 没有 深刻 的 物理 意义 . 只 有 体积 分 已 , (10.15) 与 Q (10.19) 
是 重要 的 , 并 且 它 们 对 于 Ti 与 jj 的 两 种 选择 是 相同 的 . 

这 种 描述 方法 可 以 直接 推广 到 有 任意 (整数 ) 自 旋 的 粒子 . 自 旋 为 s 的 粒 
子 的 波 函 数 是 s 秩 不 可 约 四 维 张 量 , 即 一 个 对 其 所 有 指标 都 对 称 的 张 量 , 而 且 
它 对 任何 一 对 指标 收缩 时 都 变 为 零 : 


(UR 一 二 性: (15.4) 
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这 个 张 量 必须 满足 附加 的 四 维 横 回 条 件 : 

Ph..... = 0， (15.5) 
其 每 个 分 量 都 必须 满足 二 阶 方 程 : 


(PF — m2)y... = 0. (15.6) 


在 静止 系 中 , 条 件 (15.5) 意味 着 四 维 张 量 的 每 个 含 零 指标 的 分 量 都 必定 为 零 . 
因此 , 在 静止 系 中 ( 即 在 非 相 对 论 极 限时 ) 的 波 函 数 , 就 等 价 于 一 个 不 可 约 的 s 
秩 三 维 张 量 (应 该 如 此 ), 而 其 独立 分 量 的 数目 为 2s 十 1. 

对 一 个 自 旋 为 s 的 粒子 的 场 , 其 拉 格 明日 、 能 量 动量 张 量 与 流 天 量 的 表 
示 式 和 (15.1) 一 (15.3) 的 差别 只 是 将 wp$、 换 成 了 wy.… 


归 一 化 的 平面 波 为 
pr = ee Wt = 1, (15.7) 
波幅 满足 如 下 条 件 : 
0 (15.8) 
有 2s 十 1 个 独立 的 极 化 态 . 


场 的 量子 化 可 以 从 自 旋 为 0 或 1 的 情形 通过 显而易见 的 推广 来 得 出 . 

上 面 给 出 的 方法 对 于 所 设 定 的 目标 是 完全 足够 了 , 即 用 来 描述 自由 粒子 
的 场 . 如 果 要 描述 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 , 情形 就 不 同 了 . 这 个 相互 作用 必 
须 包含 在 拉 格 朗 日 内 , 以 便 从 它 得 到 所 有 的 方程 式 而 姓 须 附加 条 件 . 但 是 在 实 
际 上 发 现 , 相互 作用 的 这 种 描述 仅 适 用 于 电子 , 即 自 旋 为 5 的 粒子 (参见 832)， 
对 于 其 余 自 旋 值 , 这 个 问题 只 有 方法 上 的 兴趣 . 

对 任何 s > 1 的 (整数 与 半 整 数 ) 自 旋 而 言 , 已 经 证 明 , 仅 用 一 个 秩 数 和 给 
定 自 旋 值 相对 应 的 张 量 函数 或 旋 量 函数 , 是 不 能 表述 变 分 原理 的 . 为 此 还 必须 
引入 辅助 的 秩 数 较 低 的 张 量 或 旋 量 . 这 时 , 拉 格 朗 日 函数 的 选择 必须 使 得 这 些 
辅助 量 由 于 自由 粒子 的 场 方程 根据 变 分 原理 得 出 而 自动 为 零 @. 


参见 M. Fierz, W. Pauli, Proceedings of the Royal Society A173, 211, 1939. 此 论文 将 
上 述 方法 应 用 于 自 旋 为 3/2 与 2 的 粒子 . 
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在 相对 论 性 理论 中 , 运动 粒子 的 轨道 角 动 量 ! 和 目 旋 s 分 别 都 不 守恒 . 守 
恒 的 只 有 总 角 动 量 7 = 4+ s. 因此 , 自 旋 在 任何 特定 方向 ( 取 为 z 轴 ) 上 的 投 
影 也 不 守恒 , 因此 它 不 能 用 来 对 运动 粒子 的 极 化 ( 自 旋 ) 状态 编号 . 

但 是 , 自 旋 在 动量 方向 上 的 投影 是 守恒 量 . 又 因为 1 =r xp, 所 以 乘积 
s.n 等 于 守恒 的 乘积 了 .m(n = p/|p|). 这 个 量 称 为 螺旋 性 (我 们 在 $8 中 已 经 
研究 过 光子 的 螺旋 性 ). 其 本 征 值 用 字母 (入 = 一 s,… ,十 s) 标记 , 而 具有 确定 
入 值 的 粒子 状态 称 为 螺旋 性 状态 . 

设 pa 为 描述 具有 确定 p 值 与 确定 入 值 的 粒子 状态 的 波 函 数 (平面 波 )， 
而 wuY(p) 为 其 振幅 ; 为 简化 符号 , 我 们 略 去 这 个 函数 的 分 量 指标 (对 整数 自 旋 
的 粒子 , 它 就 是 四 维 张 量 的 指标 ). 

在 前 儿 节 中 已 经 表明 , 为 了 对 非 零 (整数 ) 自 旋 粒子 给 出 相对 论 性 的 描述 ， 
波 函 数 需 要 多 于 2s 十 1 个 的 分 量 . 但 是 独立 的 分 量 数 仍旧 等 于 2s 十 1 “多 余 
的 "分量 可 通过 附加 条 件 消去 ; 在 静止 系 中 , 附加 条 件 使 这 些 多 余 的 分 量 都 消 
失 (在 下 一 章 我 们 将 看 到 , 对 半 整 数 自 旋 s 也 是 如 此 情形 ). 

按照 角 动 量变 换 公式 (参见 第 二 卷 814), 螺旋 性 在 不 改变 p 方向 的 洛 伦 
效 变 换 下 , 是 不 变 的 . 因此 , 在 这 种 变换 下 , 和 是 一 个 好 量子 数 , 研究 螺旋 性 状 
态 的 对 称 性 质 , 可 以 采用 动量 |p| < m 的 参考 系 (极限 情形 为 静止 系 ). 这 时 ， 
ps 简化 为 2s 十 1 个 分 量 的 非 相 对 论 性 波 函 数 . 设 其 振幅 用 w(n) 标记 , 其 
宗 量 为 方向 n = p/|p|, 即 对 角 动 量 进行 量子 化 的 方向 , 振幅 wl 为 算 符 n.3 
的 本 征 函 数 : 

(nw Nn) = Xo()(m) (16.1) 


在 旋 量 表示 中 , w*) 为 2s 秩 逆 变 对 称 旋 量 ; 按照 对 应 公式 ( 见 第 三 卷 (57.2) 
式 ), 其 分 量 也 可 以 按照 在 一 固定 z 轴 上 的 自 旋 分 量 o 的 对 应 值 编号 @. 
在 动量 表象 中 , 所 研究 状态 的 波 函 数 和 振幅 wx(p) 实质 上 相同 . 即 


pa(k) = uN (RED (v 一 mm) = OA(P)5C)(z — n), (16.2) 


本 节 讨 论 有 任意 (整数 或 半 整 数 ) 自 旋 的 粒子 ， 

名 这 些 论证 ,和 入 的 可 能 取 值 一 样 ,适用 于 质量 不 为 零 的 粒子 . 对 零 质 量 粒子 而 言 ， 
不 存在 静止 系 , 螺旋 性 只 能 取 两 个 值 = 土 s. 这 是 因为 68 已 经 阐明 的 事实 : 这 种 粒子 
的 状态 要 按 它们 对 轴 对 称 群 的 行为 分 类 , 而 这 种 群 只 容许 能 级 有 二 重 简 并 (从 波动 方 
程 的 性 质 来 看 , 这 意味 着 在 取 m 一 0 的 极限 时 , 自 旋 为 s 的 粒子 的 方程 组 分 解 为 一 些 
独立 的 方程 , 它们 分 别 对 应 着 自 旋 为 es- 1 … 的 零 质 量 粒子 ). 例如 , 对 光子 有 入 = 十 1， 
而 对 应 的 wtA) 为 三 维 矢量 e(+D) (8.2). 
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其 中 动量 作为 独立 变量 , 记 作 k, 以 区 别 于 其 本 征 值 p, 而 v = k/|k|, 以 区 别 于 
n= 二 p/|p| 2. 在 非 相 对 论 极 限 ， 


nav) = wv 一 mm = wv nd — n). (16.3) 
此 表示 式 应 更 详细 地 写成 
Wna(v, o) = wo) (z)5(2) (v = n), 


其 中 明显 地 标明 了 离散 的 独立 变量 o. 

螺旋 性 算 符 人 .m 和 算 符 六 以 及 这 对 易 . 实际 上 , 角 动 量 算 符 和 坐标 系 
的 无 限 小 转动 相 联系 , 两 个 矢量 的 标量 积 对 任何 转动 都 是 不 变 的 . 因此 , 存在 
着 一 些 定 态 , 在 这 些 定 态 中 , 粒子 同时 具有 确定 的 角 动 量 值 j, 确定 的 角 动 量 
投影 值 j; = mm 以 及 确定 的 螺旋 性 A. 这 样 的 态 称 为 球 螺旋 性 态 . 

我 们 来 求 出 动量 表象 中 这 种 态 的 波 函 数 . 这 只 要 和 第 三 卷 8103 中 推出 的 
对 称 陀螺 波 函 数 的 公式 直接 类 比 就 可 得 到 . 那些 公式 是 根据 波 函 数 在 有 限 转 
动 下 的 变换 公式 得 出 的 (参见 第 三 卷 858). 而 这 些 变换 公式 本 身 所 依据 的 仅 
仅 是 对 转动 的 对 称 性 质 ; 因此 , 它们 可 应 用 于 动量 表象 中 的 函数 , 正如 它们 可 
应 用 于 坐标 函数 一 样 . 

除了 空间 中 固定 的 坐标 系 x,y,z (函数 jma 就 是 对 这 个 坐标 系 写 出 的 ) 
以 外 , 还 要 用 到 “ 动 ” 坐标 系 &,n,¢, 其 5 轴 在 z 的 方向 ,无 须 重复 论证 过 程 ( 比 
较 第 三 卷 (103.8) 式 的 推导 ), 我 们 可 以 写 出 


WimA (k) = pV DA (zh)， 


其 中 YW 为 “ 动 ”坐标 系 中 的 波 函 数 , 它 描述 一 个 其 角 动 量 在 ¢ 轴 上 的 投影 
有 确定 值 的 粒子 的 状态 : 序 = Ai; 在 动量 表象 中 , 这 个 函数 自然 和 振幅 ut*) 相 
同 . 归 一 化 的 波 函 数 ( 见 下 面 ) 为 


Ne A 于 DY ) (vyu Nk). (16.4) 


但 是 ， AR 它 和 下 面 的 非 单 值 性 相 联系 . 因为 坐 
标 系 EnC 相对 zyz 的 转动 由 三 个 欧 拉 角 a, 8, 7 确定, 而 决定 粒子 波 图 数 的 方 
向 > 仅 由 两 个 球面 角 a 三 y 与 86==9 确定 . 因此 就 必须 约定 7 角 的 某 种 选择 . 
这 里 我 们 将 取 7 = 0, 即将 万 知 (>) 定义 为 


Do) (z) = DB) (1p, 0,0) = eimed (0). (16.5) 


@ 此 处 5 函数 8(2) 的 定义 , 使 得 / 8 (v -njdov =1. 在 (16.2) 式 中 略 去 了 保证 能 
量 取 给 定 值 的 5 函数 ,下 面 在 (16.4) 式 中 也 类 似 处 理 . 
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由 第 三 卷 (58.21) 式 , 函数 (16.5) 满足 正 交 归 一 条 件 
可 机 全 d 区 1 
/ 二 (WV) DE (V) = D7 TFI hi dmm (16.6) 
(dov = sin9d9dyp). 函数 Wma 对 下 标 和 的 正 交 性 由 因子 wtA) 保证 . 由 此 可 见 ， 
函数 jma 必定 对 三 个 下 标 jm 和 都 正 交 (应 该 如 此 ), 且 在 (16.4) 式 所 选 定 的 
系数 下 , 它们 按 
/spPao =1 (16.7) 


归 一 化 . 这 里 我 们 假定 振幅 w* 已 归 一 化 : uNu0)* = 1. 

现在 我 们 来 研究 螺旋 性 状态 波 函 数 在 坐标 反 演 下 的 行为 . 极 矢量 v 和 轴 
矢量 7 的 乘积 是 一 个 寿 标 量 . 不 难看 出 , 反 演 变换 使 螺旋 性 为 入 的 状态 变 成 
螺旋 性 为 -和 的 状态 , 因此 仅 需 确定 这 些 变 换 中 的 相 因 子 即 可 . 

在 反 演 变换 下 , > 一 -矢量 > 是 由 两 个 角度 y 与 9 确定 的 , 变换 
v 一 一 Vv 通过 代 换 p 一 yp 十 N09 一 x 一 9 来 实现 . 这 样 就 确定 了 CC 轴 , 但 上 轴 与 
7 轴 的 位 置 仍然 不 确定 , 还 依赖 于 第 三 个 欧 拉 角 y; 在 这 个 意义 上 , 仅 用 6 与 p 
的 变换 不 可 能 将 坐标 系 的 反射 和 (《 轴 的 转动 区 分 开 来 . 用 三 个 欧 拉 角 来 表述 ， 
反 演 就 是 变换 


Q 三 % 一 %W 十 T， P=007—0 7Y— 7—Y. (16.8) 


因此 , 如 果 DY (v) 按 (16.5) 式 定义 ( 即 取 7 = 0), 并 将 变换 v 一 ~-z 看 成 
反 演 的 结果 , 那么 
DY (~v) = DU) (p+ n,n — 0,n). (16.9) 
因此 , 利用 第 三 卷 的 (58.9)、(58.16) 与 (58.18) 式 , 我 们 求 出 
D-H) = ed — Oemiem 


= (1 ed (0) = (~1)y™* Dn (p, 0,0), 


A 入 Tn 


或 者 
DO (-v) = (-1)—*DY) (wv) (16.10) 
其 中 j 一 入 为 一 整数 . 
对 旋 量 w* 也 可 得 到 类 似 的 公式 , 只 要 注意 到 此 旋 量 的 分 量 w) 和 函数 
只 相差 一 个 因子 
wo (rv) cc DG)(z)*， (16.11) 
实际 上 , 对 自 旋 本 征 函 数 应 用 第 三 卷 的 变换 公式 (58.7), 并 假设 自 旋 在 《 轴 的 
分 量 有 确定 值 和 ( 即 在 第 三 卷 (58.7) 式 的 右边 用 br 代替 yj;mw), 我 们 发 现 ， 
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D3)(v) 为 对 应 自 旋 的 z 分 量 与 ¢ 分 量具 有 确定 值 (o 与 A) 的 自 旋 波 函 数 . o 
为 一 s,… ,十 s 的 函数 集合 ( 按 第 三 卷 的 对 应 公式 (57.6)) 组 成 一 个 2s 秩 协 变 
旋 量 . 逆 变 旋 量 的 分 量 , 按 第 三 卷 的 (57.2) 式 , 对 应 于 分 量 w 久 ,在 变换 时 和 同 
秩 的 协 变 旋 量 分 量 的 复 共 斩 一 样 变换 . 

由 (16.10) 与 (16.11) 式 , 我 们 有 


wNv) 一 (一 1)s 一 (一 入)(z) (16.12) 


其 中 s 一 入 为 一 整数 . 但 是 将 反 演 操作 应 用 于 wt 不 仅 将 v 变 成 -v, 而 且 要 
乘 以 一 个 公共 相 因 子 (粒子 的 “内 店 宇 称 ”), 我 们 记 作 ”: 


PuyN(v) = mt (rv) = (1) Nw(—N)(v). (16.13) 
对 于 相对 论 性 振幅 ut(k), 这 个 变换 变 为 
PuN(k) = nBuN)(—k) = 79(—1) NM Nk), (16.14) 


其 中 6 为 某 个 矩阵, 对 于 |p| 一 0 的 极限 下 仍然 存在 的 w* 分 量 , 它 是 一 个 单 
位 矩阵 . 重要 的 是 , 这 个 矩阵 和 状态 的 量子 数 无 关 , 在 此 意义 上 可 以 说 , (16.13) 
和 (16.14) 之 间 的 差别 是 不 重要 的 巴 . 
将 (16.14) 式 应 用 于 (16.2), 我 们 得 到 状态 |mA) 波 函 数 的 变换 规则 : 
Py (rv) = 7(—1)*p nA(v). (16.15) 
对 球 螺旋 性 态 , 利用 (16.10) 式 与 (16.12) 式 , 我 们 得 到 变换 规则 
Pyjima(v) = 7(—1} pim—a(v). (16.16) 
按照 (16.16), 状态 ;mo 变换 为 其 自身 , 即 该 状态 有 确定 的 宇 称 . 但 是 , 如 
果 入 关 0, 就 只 有 螺旋 性 相反 的 状态 的 委 加 才 具 有 确定 的 宇 称 : 


Wh = 二) (16.17) 


在 反 演 变换 下 , 它们 变换 为 其 自身 : 
Py) () = +n(—1)1 "pm (r). (16.18) 


@ 例如 , s=1 时 的 振幅 w() 为 四 维 矢量 (16.22); 于 是 , 6 对 四 维 矢 量 指 标 完全 是 一 
个 单位 矩阵 : Buw = 5. 当 。= 3 时 , 如 下 一 章 将 要 看 到 的 , u% 为 一 个 双 旋 量 ; 其 相 因 
子 1=i 而 6 为 狄 拉 克 和 矩阵 ?0 ( 见 (21.10) 式 ). 
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应 该 指出 , 在 本 节 中 我 们 对 具有 给 定 角 动量 的 自由 粒子 的 状态 进行 分 类 
时 , 只 用 到 守恒 量 而 没有 涉及 轨道 角 动 量 的 概念 (在 86, 87 两 节 对 光子 态 分 类 
时 用 到 了 这 一 概念 ). 
作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 自 旋 为 1 的 情形 . 在 静止 系 中 , 振幅 wt (四 
维 矢量 ) 变 为 三 维 矢量 et\, 它 在 这 里 起 振幅 wt 的 作用 . 自 旋 为 1 的 算 符 对 
矢量 盟 数 e 的 作用 由 如 下 公式 给 出 : 


(Se)k = 一 ieikiel (16.19) 
( 见 第 三 卷 857, 习题 2). 于 是 , 方程 (16.1) 变 为 
in x elN) = Xe ， (16.20) 
这 个 方程 (在 4 轴 沿 n 方 向 的 坐标 系 6576 中 ) 的 解 和 球 单位 矢量 (7.14) 相同 @: 
et(0) =i(0,0,1), elt) = TF 太 ( 士 i, 0). (16.21) 
在 粒子 动量 为 p 的 参考 系 中 , 螺旋 性 状态 的 振幅 为 四 维 矢量 
ul) = (a, 本 Seo), u(t) = (0, e(+))). (16.22) 


mm 


如 果 e 为 极 矢量 , 则 ?7 = 一 1, 这 时 函数 (16.17) ( 当 s = 1 时 为 三 维 矢量 ) 
有 如 下 宇 称 : 


Wm : P= (-1)’, 
irda : (=-1) 
Vjmo : ， (—1). 
将 此 式 和 球 谐 矢量 的 定义 (7.4) 相 比较 , 我 们 看 到 , 这 些 函 数 分 别 和 六 (9, Yem)， 


Yo 相同 ( 除 相 因子 外 ). 确定 相 因子 (如 通过 比较 9 = 0 的 函数 值 ) 后 , 我 们 得 
到 如 下 公式 


YY 7-1 十 i(e (Wp 中 e( 一 DD m1) 


i 27 十 1 7 (7 1 fs 
Ym = We DH) + ey DH,,), (16.23) 
(D) _ .jl [3+1 0) (I) 
Yh 一 这 A ) De) 


外 相 因 子 的 选择 由 如 下 条 件 确 定 : 用 本 征 函 数 (16.21) 计算 的 自 旋 算 符 矩 阵 元 必须 
和 量子 力学 的 一 般 定义 相符 ( 见 第 三 卷 827 与 8107). 
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其 中 j 为 一 整数 ; eo) = n x e) 为 沿 纪 5 轴 的 球 单位 矢量 ;65 轴 由 
上 5 轴 绕 5 轴 转 动 90° 得 到 . 

(16.23) 的 最 后 一 个 公式 等 价 于 第 三 卷 中 d 则 的 表示 式 (58.23)， 而 从 
(16.23) 中 第 一 个 (或 第 二 个 ) 公式 , 可 以 得 出 函数 网;， 的 简单 表示 式 . 我 们 有 


CR- 9) Arle)_(4Dy 1 ( 士 D)s 
1 /DD = Ye — et VY 
mm ViG+)) | 
右边 的 标量 积 可 以 在 坐标 系 £,n,¢ 中 明显 写 出 来 , 且 有 
09 (部 1 9 
( 才 ' 训 00’ sing Op 


由 函数 Yim 的 定义 (7.2) 和 定义 (16.5) 式 , 我 们 得 到 结果 


Ci GF — mm! 局 m pm > 
dii1m(0) = (—1) GO 二 (+ 十 eg) Py (cos0), mz>0. 


(16.24) 


章 
六 于 


典 灿 


$17 四 维 旋 量 


在 非 相 对 论 性 理论 中 , 一 个 任意 自 旋 s 的 粒子 用 一 个 有 2s + 1 个 分 量 
的 量 -2s 秩 对 称 旋 量 来 描述 数学 上 , 这 个 旋 量 是 空间 转动 群 不 可 约 表示 的 
实现 . 

在 相对 论 性 理论 中 , 这 个 群 只 是 更 广泛 的 四 维 转动 群 一 一 洛 伦 兹 群 的 一 
个 子 群 . 与 此 相 联 系 , 必须 建立 四 维 旋 量 的 理论 , 四 维 旋 量 是 洛 伦 效 群 不 可 约 
表示 的 实现 . 我 们 将 在 817 一 8$19 阐述 这 个 理论 . 在 817 和 $18 中 我 们 将 只 研究 
不 含 空间 反 演 的 固有 洛 伦 兹 群 , 在 819 中 再 讨论 空间 反 演 . 

四 维 旋 量 理论 可 类 似 于 三 维 旋 量 理论 来 建立 (B.L. van der Waerden, 1929; 
G. E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931). 

旋 量 &* 是 一 个 二 分 量 的 量 (a = 1,2); 作为 1/2 自 旋 粒子 波 函 数 的 分 量 ， 
6 与 如 分 别 对 应 于 自 旋 zz 分 量 本 征 值 +1/2 与 -1/2. 在 (固有 ) 洛 伦 兹 群 的 
任何 变换 下 , &1 与 6&2 两 个 量变 换 为 它们 自身 的 线性 组 合 : 


€! =atl+pBé?, 经 = TEL + 6e2. (17.1) 
系数 a, 6,Y,6 为 四 维 坐标 系 转动 角度 的 确定 函数 , 它们 必须 满足 如 下 条 件 
ao — bry=1, (17.2) 


即 二 元 变换 (17.1) 的 行列 式 必 须 等 于 1, 这 和 洛 伦 效 群 的 坐标 变换 的 行列 式 
相同 . 
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由 于 条 件 (17.2) 式 , 二 次 型 ES2 -62S1!L( 其 中 te 与 Se 为 两 个 旋 量 ) 在 
变换 (17.1) 下 不 变 , (这 对 应 着 一 个 零 自 旋 粒 子 由 两 个 1/2 自 旋 粒 子 “ 组 成 ”). 
为 了 以 一 种 自然 的 方式 写 出 这 种 不 变 表示 式 , 除了 旋 量 的 “ 反 变 ”分 量 6e 外 ， 
还 要 引入 “ 协 变 ”分 量 总 . 它们 可 通过 “ 度 规 旋 量 ”gaa 相互 转换 人 ®: 


éa 3 gapé?, (17.3) 
其 中 
0 1 
因此 
f=, 6 = -tl. (17.5) 


这 时 不 变量 £152 - 231 可 写成 标量 积 &* 5 的 形式 , 并 且 ts = -toSe. 
上 述 性 质 在 形式 上 和 三 维 旋 量 相同 . 但 在 研究 复 共 思 旋 量 时 , 就 有 了 
区 别 
在 非 相对 论 性 理论 中 , 和 式 


p+, (17.6) 


决定 粒子 的 空间 局 域 概率 密度 , 它 必须 是 标量 , 故 分 量 We* 应 按 旋 量 的 协 变 分 
量变 换 ; 换 句 话说 , 变换 (17.1) 应 该 是 么 正 的 (a = 6*,68 = 一 y*). 但 在 相对 论 性 
理论 中 , 粒子 密度 不 是 标量 , 而 是 四 维 矢量 的 时 间 分 量 . 与 此 相 联 系 , 上 述 要 求 
不 再 满足 , 变换 系数 不 需要 满足 除 (17.2) 式 外 的 其 余 任 何 补充 条 件 . 四 个 复 量 
Q,B,Y,6 在 条 件 (17.2) 下 等 价 于 8-2=6 个 实 参量 一 一 和 决定 四 维 坐 标 系 一 个 
转动 所 需 的 角度 数目 一 致 (在 六 个 坐标 面 上 转动 ). 

这 样 , 复 共 罗 的 二 元 变换 是 完全 不 同 的 , 故 在 相对 论 性 理论 中 有 两 类 旋 
量 . 为 了 区 分 这 两 类 旋 量 , 按 惯例 采用 一 种 专门 的 标记 : 按 (17.1) 式 的 复 共 思 
公式 变换 的 旋 量 , 在 其 指标 上 方 加 点 ( 称 为 带 点 指标 ). 因此 , 按 定义 ， 


ne we， (17.7) 
其 中 符号 ~ 表示 “被 变换 为 ”, 换 句 话说 ,“ 带 点 ” 旋 量 的 变换 公式 为 : 
i (17.8) 
升 高 和 降低 带 点 指标 的 运算 和 不 带 点 指标 按 同样 方式 进行 ; 
让 一 咏 ， 驮 = 一 全. (17.9) 


G5 放量 的 指标 用 交 不 第 及 字母 %p,%… 标记 
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四 维 旋 量 在 空间 转动 下 的 行为 和 三 维 旋 量 相同 . 对 三 维 旋 量 , 我 们 知道 ， 
习作 ge. 按 定义 (17.7), 四 维 旋 量 ms 在 转动 时 的 行为 和 三 维 反 变 旋 量 We 相 
同 . 故 协 变 分 量 mi 与 m; 对 应 着 1/2 自 旋 粒子 自 旋 分 量 本 征 值 为 1/2 与 -1/2 
的 波 函 数 的 分 量 . 

高 秩 旋 量 定义 为 按 若干 一 秩 旋 量 分 量 之 积 变 换 的 量 的 集合 . 这 些 高 秩 旋 
量 的 指标 可 以 是 有 的 带 点 , 有 的 不 带 点 . 例如 , 可 以 有 下 面 三 类 二 秩 旋 量 : 


CP Bh CP ob, WH. 


因此 , 仅仅 给 出 一 个 旋 量 的 总 秩 数 还 不 能 唯一 地 确定 一 个 高 秩 旋 量 ; 必要 时 ， 
我 们 将 用 一 对 数 (k, 1) 分 别 标明 不 带 点 指标 数 与 带 点 指标 数 以 便 明确 标明 这 
个 旋 量 的 秩 数 . 

由 于 变换 (17.1) 与 (17.8) 代数 上 是 独立 的 , 故 没 有 必要 指明 带 点 指标 与 
不 带 点 指标 的 次 序 (例如 , C%8 和 CB 两 个 旋 量 是 相同 的 ). 

为 使 理论 具有 不 变性 , 每 个 旋 量 方程 的 两 边 都 必须 包含 相同 数目 的 不 带 
点 指标 与 带 点 指标 , 否则 , 在 由 一 个 参考 系 过 渡 到 另 一 个 参考 系 的 时 候 , 等 式 
将 明显 遭 到 破坏 . 这 里 必须 记 住 , 取 复 共 思 e 意 味 着 交换 不 带 点 指标 与 带 点 指标 . 
因此 , 两 个 旋 量 之 间 的 关系 式 yap = (tap)* 保持 不 变 . 

旋 量 或 旋 量 积 的 缩 并 只 能 对 同类 指标 ( 带 点 或 不 带 点 ) 成 对 地 进行 ; 一 对 
不 同类 指标 的 求 和 不 是 不 变 的 运算 . 因此 , 由 旋 量 


C102'op1 banefh (17.10) 


(其 中 对 个 不 带 点 指标 与 ! 个 带 点 指标 都 是 对 称 的 ) 就 不 可 能 构成 较 低 秩 的 
旋 量 (由 于 对 旋 量 的 一 对 对 称 指标 进行 缩 并 的 结果 为 零 ). 因此 , 我 们 不 可 能 由 
量 (17.10) 构成 一 个 较 小 数目 的 线性 组 合 , 它们 在 群 的 每 一 变换 下 都 变换 为 它 
们 自身 的 线性 组 合 , 也 就 是 说 , 对 称 四 维 旋 量 是 固有 洛 伦 兹 群 不 可 约 表示 的 实 
现 . 每 个 不 可 约 表示 都 可 用 一 对 数 (k,1) 标定 . 

由 于 每 个 旋 量 指标 可 取 两 个 值 , 所 以 在 量 (17.10) 中 有 十 1 个 不 同 的 数 
组 选择 Ql,Q2,… ,ak (含有 0,1,2,…,k 个 1 与 kk 一 1,…,0 个 2) 和 1 十 1 个 
不 同 数组 选择 记 , Bz,… ,及 . 因此 , (k, 1) 秩 对 称 旋 量 总 共有 (k 十 1)(1 十 1) 个 独 
立 分 量 ; 这 也 正 是 相应 的 不 可 约 表 示 的 维 数 . 
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有 一 个 带 点 指标 和 一 个 不 带 点 指标 的 旋 量 Ce 具有 2 x 2 = 4 个 独立 分 
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量 , 和 四 维 矢 量 的 分 量 数 相 同 . 很 明显 , 二 者 都 是 固有 洛 伦 兹 群 相同 不 可 约 表 
示 的 实现 . 它们 的 分 量 之 间 应 该 有 某 种 联系 . 

为 确立 这 种 联系 , 我们 先 考虑 三 维 情形 中 的 相应 联系 ,利用 三 维 旋 量 和 
维 旋 量 对 纯 空 间 转 动 的 行为 相同 这 个 事实 . 

对 三 维 旋 量 Wep&, 有 相应 的 公式 (参见 第 三 卷 857), 我 们 将 它 写 成 如 下 形 
二 


= 了 02 一 力 D = 了 (如 十 二) 


oy = 一 (2 十 如 ) = 了 ( 咀 一品 )， 

co 了 02 十 W2D =3( 好 一 蚂 ) 
其 中 as,ay, az 为 一 个 三 维 矢 量 a 的 分 量 . 过 渡 到 四 维 情形 , Wg 必须 换 成 C06， 
而 wo,ay,az 必须 理解 成 一 个 四 维 矢 量 的 反 变 分 量 al,a?,o", 至 于 其 第 四 分 量 
a0, 那么 其 形式 由 如 下 事实 是 很 明显 的 , 如 817 指出 的 , 量 (17.6) 应 该 按 o0 变 
换 . 因此 a? ~ 6 十 622, 其 中 比例 系数 的 确定 应 该 使 得 标量 636 和 标量 
2apar 三 2a? 相等 . 

这 样 , 我 们 就 得 到 下 列 对 应 公式 : 


a 3406), 本 一 了 一人)， 


3_ li 22 o_ li 22 Ce 
= = 人 ), 
其 逆 公 式 为 
CH=63 = ta, C2=6i=0 0, ee 
C12 = 一 如 = al 一 ia?, C2i Ce al + ia?, 上 
这 里 
CC ga. (18.3) 
而 且 还 有 
a 02a“. (18.4) 


这 是 由 于 二 秩 旋 量 6.862 对 指标 a,Y 是 反对 称 的 , 故 和 度 规 旋 量 成 正比 . 

旋 量 cab 和 四 维 矢量 的 对 应 关系 是 下 述 一 般 规则 的 一 个 特殊 情形 : 任何 
(k,k) 秩 的 对 称 旋 量 都 等 价 于 一 个 k 秩 对 称 且 不 可 约 ( 即 按 任何 一 对 指标 缩 并 
均 为 零 ) 的 四 维 张 量 . 
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旋 量 和 四 维 矢 量 间 的 关系 可 以 通过 如 下 二 行 的 泡 利 矩阵 写成 更 紧凑 的 形 


0 1 0 一 1 1 0 
全 》 四 3 2 一 » 18.5 


如 果 将 有 上 升 指标 且 第 一 个 指标 不 带 点 的 量 4"p 的 矩阵 用 符号 5 表示 , (18.2) 
式 就 可 写成 如 下 形式 

C=a-:ot+o (18.6) 
(第 二 项 当然 指 的 是 a? 与 单位 矩阵 的 乘积 ). 其 逆 公 式 为 


a = 5 (Co), 四 = Sir. (18.7) 


利用 公式 (18.6) 和 (18.7) 可 以 确立 四 维 矢量 和 旋 量 的 变换 规则 之 间 的 关 
系 , 并 因此 将 旋 量 的 变换 规则 用 四 维 坐 标 系 的 转动 参数 表示 出 来 . 
我 们 将 旋 量 ke 的 变换 写成 如 下 形式 : 


te = (BE)®, B= ( | (18.8) 
> 0 
其 中 妃 是 由 二 元 变换 的 系数 构成 的 二 阶 矩 阵 . 于 是 , 带 点 旋 量 的 变换 为 
T= (Be = (0B+) (18.9) 


二 秩 旋 量 Cap ~ comp 的 变换 可 以 符号 地 写成 C' = BCB+@. 对 于 无 限 小 变换 
B=1+ 入 其 中 入 为 一 小 矩阵 , 精确 到 一 级 小 量 时 , 我 们 有 


C 一 C 二 (XC 二 CA+). (18.10) 


我 们 先 研 究 参 考 系 以 无 限 小 速度 5V 运动 时 的 洛 伦 效 变换 (不 改变 空间 
坐标 轴 的 方向 ). 这 时 , 四 维 矢量 on = (ao0,a) 以 如 下 方式 变换 


a’=a—aV, a =a -a.6V. (18.11) 
现在 , 我 们 用 到 (18.7) 式 . a? 的 变换 一 方面 可 写成 
ao =a a-.8V=ad— str (Co .8V), 


Q@ 为 简化 符号 ,作用 于 自 旋 变量 上 的 算 符 (矩阵 ) 用 不 带 帽 的 字母 表示 . 
= (Bit)a=(€B-l)a, Wh=(nB"-l)s (18.8a) 
因此 两 个 旋 量 之 积 扣 Sa 保持 不 变 . 


“66 第 三 章 费 米 子 


另 一 方面 又 可 写成 
a0 = 5 = 5 (MX 二 CA+) = ad 十 -trC(A 十 和 +). 
这 两 个 表示 式 必 须 对 任意 6 值 都 是 相等 的 . 由 此 我 们 得 到 等 式 
入 十 和 = —o .3VY 
用 同样 的 方法 处 理 a 的 变换 , 我 们 得 到 
OA 十 No = 一 5VY， 
作为 和 的 方程 式 , 其 解 为 
A= 和 =-30-6V. 
因此 对 旋 量 6e 的 无 限 小 洛 伦 兹 变换 有 和 矩阵 
B=1-— 5 .ndV, (18.12) 


其 中 nn 为 速度 8V 方向 上 的 单位 矢量 . 由 此 不 难 求 出 对 有 限 速 度 Y 的 变换 . 
为 此 我 们 应 该 记得 , 洛 伦 兹 变换 在 几何 上 意味 着 四 维 坐 标 系 在 t、n 平面 内 转 
动 角 , 和 速度 Y 的 关系 为 @ tanhy = V. 无 限 小 变换 则 对 应 角 sp = 5V， 
而 转动 有 限 角 p 是 将 转动 sp 重复 p/5w 次 . 将 算 符 (18.12) 自 乘 p/5% 次 并 取 
极限 Sop 一 0, 我 们 得 到 

B=e-¥™o. (18.13) 


这 个 算 符 的 数学 意义 通过 注意 到 如 下 事实 看 出 : 由 泡 利 矩 阵 的 性 质 : m:e 的 
所 有 偶 次 寡 都 等 于 1 而 奇 次 星 都 等 于 n.o. 由 于 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 组 
数 展开 后 分 别 是 宗 量 的 偶 次 震 与 奇 次 寡 , 我 们 最 后 得 到 


B = cosh —n:0o sinh 人 tanhw = V. (18.14) 


我 们 指出 , 洛 伦 效 变换 的 矩阵 B 是 尼 米 的 : B = BT. 
现在 我 们 来 研究 空间 坐标 系 的 一 个 无 限 小 转动 . 三 维 矢量 a 变换 如 下 : 


Q 一 QQ 一 90 Xx a， (18.15) 


其 中 56 为 无 限 小 转动 角 矢 量 . 旋 量 的 相应 变换 可 用 类 似 方法 求 出 . 但 在 此 没 
必要 这 样 做 , 因为 在 空间 转动 时 四 维 旋 量 的 行为 和 三 维 旋 量 的 完全 一 样 , 而 三 
维 旋 量 的 变换 由 自 旋 算 符 和 无 限 小 转动 算 符 的 一 般 关 系 为 : 


B=1+4 30 . 60. (18.16) 


在 包含 时 间 轴 的 平面 内 , 度 规 是 磺 欧 几 里 得 的 . 
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过 渡 到 有 限 角 0 的 转动 类 似 于 从 (18.12) 到 (18.14) 的 过 渡 : 
已 一 exp (Fn : ) = COS 5 十 ii .CSin (18.17) 


其 中 n 为 转动 轴 的 单位 矢量 此 矩阵 是 么 正 的 (B+ = B-!), 空间 转动 本 应 
如 此 . 
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在 第 三 卷 中 前述 旋 量 的 三 维 理论 时 , 没有 考虑 旋 量 在 空间 反 演 下 的 行为 ， 
因为 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 这 不 会 导致 任何 新 的 物理 结果 . 现在 考察 这 个 问题 ， 
是 为 使 接 下 来 对 四 维 旋 量 反 演 性 质 的 分 析 更 为 清晰 明了 . 

有 反 演 运算 并 不 改变 自 旋 矢量 (或 任何 轴 矢 量 ) 的 符号 , 因而 自 旋 分 量 sz 的 
值 也 不 改变 . 由 此 得 出 , 旋 量 的 每 一 个 分 量 %e 在 反 演 时 只 能 变 为 自身 的 倍数 ， 
即 

wa 一 Py®, (19.1) 


其 中 P 为 常 系数 . 反 演 两 次 , 就 回 到 原来 的 坐标 系 . 但 对 一 个 旋 量 , 回 到 初始 
位 置 可 以 有 两 种 不 同 的 看 法 : 看 成 坐标 系 转动 0 或 360°. 这 两 种 定义 对 旋 量 
并 不 等 价 , 因为 y* 在 转动 360 时 要 变 号 . 这 样 , 对 反 演 可 以 有 两 种 看 法 : 一 种 
是 

P=1, 三 = 十 1， (19.2) 


而 男 一 种 是 
P=-1, P=+i. (19.3) 


这 里 重要 的 是 要 指出 , 反 演 概念 对 一 切 旋 量 必须 有 同样 的 定义 .对 不 同 的 
旋 量 在 反 演 下 有 不 同 的 行为 ( 即 按 (19.2) 式 或 (19.3) 式 进行 变换 ) 是 不 允许 的 ， 
因为 那样 就 不 能 由 任意 一 对 旋 量 构成 标量 (或 厦 标 量 ): 如 果 旋 量 we 按 (19.2) 
式 变 换 而 pa 按 (19.3) 式 变 换 , 那么 量 yop。 在 反 演 时 需 乘 以 +i 而 不 是 保持 
不 变 (或 只 改变 符号 ). 

应 该 强调 指出 , 无 论 怎样 定义 反 演 , 给 旋 量 以 某 种 确定 的 宇 称 P 没有 绝 
对 的 意义 , 这 是 因为 坐标 系 转动 2r 时 旋 量 将 改变 符号 , 并 且 这 样 的 转动 总 是 
与 反 演 同时 进行 的 . 但 是 , 如 果 定 义 由 两 个 旋 量 组 成 的 标量 yrwp。 的 宇 称 为 这 
两 个 旋 量 的 “相对 宇 称 ”, 则 因为 转动 2r 时 两 个 旋 量 同 时 改变 符号 , 与 此 相 联 
系 的 不 确定 性 并 不 影响 这 个 标量 的 宇 称 , 因而 , 两 个 旋 量 的 “相对 宇 称 ” 具 有 
绝对 意义 ， 
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现在 我 们 继续 讨论 四 维 旋 量 . 

首先 我 们 指出 , 既然 反 演 只 改变 四 个 坐标 (t,x,y,z) 中 三 个 (x,y,z) 指标 
的 符号 , 它 和 空间 转动 是 对 易 的 , 而 和 转动 t 轴 的 变换 是 不 对 易 的 . 如 果 工 是 
对 以 速度 Y 运动 的 参考 系 的 洛 伦 兹 变换 , 那么 PL = LP', 其 中 是 对 以 速 
度 -V 运动 的 参考 系 的 变换 . 

由 此 得 出 , 四 维 旋 量 上 ea 的 分 量 在 反 演 变换 下 不 可 能 变换 成 它们 自身 的 倍 
数 . 如 果 旋 量 te 的 反 演 仍然 由 变换 (19.1) 给 出 ( 即 变 换 用 一 个 和 单位 矩阵 成 
正比 的 矩阵 表示 ), 那么 它 显然 应 该 和 每 个 洛 伦 兹 变换 对 易 , 但 这 绝 不 可 能 , 因 
为 算 符 L 和 在 作用 于 上 ie 时 显然 是 不 同 的 . 

因此 , 旋 量 te 的 分 量 经 反 演 变换 的 结果 中 一 定 含 有 其 它 量 . 这 样 的 量 只 
能 是 变换 性 质 和 &? 不 同 的 某 个 别 的 旋 量 m2 的 分 量 . 由 于 反 演 不 改变 目 旋 的 
z 分 量 (如 上 所 述 ), 分 量 纪 与 在 反 演 时 只 能 变 成 Fj 与 mi 它们 分 别 对 应 相 
同 的 s = 了 与 ss = -了 值 . 如 果 将 反 演 取 为 重复 两 次 结果 不 变 的 运算 , 那么 
其 效果 可 用 如 下 公式 表示 


Sn Nee (19.4) 
对 于 协 变 分 量 &。 和 反 变 分 量 m2 而 言 , 这 种 变换 将 改变 符号 : 
ta 1 一 一 6 (19.4a) 


这 是 因为 降低 与 升 高 同一 指标 时 要 改变 符号 ,参见 (17.5) 与 (17.9) 式 . 但 是 
如 果 将 反 演 的 含义 取 成 P2 = 一 1, 则 其 作用 为 


上 一 ic， Ia oi (19.5) 


或 等 价 地 ， 
Cs 下 —in?, ne 一人 lta. (19.5a,) 


反 演 的 这 两 种 定义 之 间 存 在 一 定 的 差别 , 在 第 二 种 定义 的 反 演 下 , 复 共 
力 旋 量 以 相同 方式 变换 . 如 果 S56 = 7R, HS = 上 ,那么 根据 (19.5) 式 , 将 有 
3. 一 一 Hs, HS 一 一 iSo, 即 和 é&6, ns 的 变换 相同 , 而 在 按 (19.4) 式 定 义 的 反 
演 下 , 我 们 将 得 到 变换 5. 一 Ke, Hs 一 56, 和 旋 量 te, 72 的 变换 比较 , 其 符 
号 是 相反 的 . 我 们 将 在 827 中 讨论 这 种 差别 的 一 些 可 能 的 物理 后 果 . 
@ 当然 , 由 于 量 se 和 ns 是 独立 的 , (19.4) 的 定义 在 某 个 范围 内 是 任意 的 . 例如 , 假 
如 引入 一 个 新 的 旋 量 = eiina 代替 na, (19.4) 式 就 被 如 下 等 价 的 定义 代 圭 : 


—i6 1 


€" 一 ee 9a， na 人 eisé°. 
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下 面 我 们 将 采用 (19.5) 式 的 定义 进行 讨论 . 
我 们 知道 , 旋 量 £* 和 ws 对 转动 子 群 是 以 相同 方式 变换 的 . 取 其 组 合 
€° a Mas (19.6) 


我 们 就 会 得 到 在 反 演 下 按 (19.1) 式 变 换 的 量 , 且 已 = 十 i. 但 是 , 这 种 组 合 对 洛 
伦 效 群 的 所 有 变换 行为 和 旋 量 并 不 一 样 . 

因此 , 为 将 反 演 包含 到 对 称 群 中 , 必须 同时 处 理 一 对 旋 量 (€*,ws), 这 样 的 
一 对 旋 量 叫 双 旋 量 ( 秩 为 1). 双 旋 量 的 四 个 分 量 构 成 广义 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 
表示 的 一 个 实现 . 

两 个 双 旋 量 (£°, ws) 和 (3S, Hs) 的 标量 积 可 以 用 两 种 方法 构成 . 量 


和 “Su 十 人 五 (19.7) 
对 反 演 是 不 变 的 , 因此 它 是 真 标量 ; 而 量 
弛 So — NaH° (19.8) 
在 四 维 坐 标 系 的 转动 时 也 是 不 变 的 ， 但 在 反 演 时 要 变 号 , 即 它 是 帮 标 量 . 
二 秩 旋 量 4"2 也 可 以 用 两 种 方法 定义 . 若 用 如 下 变换 规则 
(ep ~ EH + som (19.9) 
来 定义 , 所 得 到 的 量 在 反 演 时 变换 如 下 
(Cap 一 Cap. (19.10) 


和 这 样 的 旋 量 等 价 的 四 维 矢量 ax, 根据 (18.1) 式 , 按照 (a0,a) 一 (ao, 一 a) 变 
换 , 即 它 是 真 四 维 矢量 , 而 三 维 矢 量 a 是 极 矢 量 . 
但 是 , 也 可 以 这 样 来 定义 ceb 使 得 : 


CP ~ EHA - son. (19.11) 
这 时 @ 
6op 一 一 (ap (19.12) 


这 种 旋 量 对 应 一 个 四 维 矢量 , 其 在 反 演 变换 下 (a0,a) 一 (-a0,a)j, 即 它 是 一 个 
四 维 寿 矢量 (三 维 矢量 a 是 轴 矢 量 ). 


必须 强调 的 是 , 变换 规则 (19.10) 和 (19.12) 右边 的 符号 不 同 , 由 于 等 式 的 两 边 是 
同一 旋 量 的 分 量 , 因而 它们 绝 不 是 等 价 的 (参见 本 节 的 上 一 脚注 ). 
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具有 同类 指标 的 二 秩 对 称 旋 量 按 下 面 的 变换 规则 定义 : 
EP ~ ES +E SES, no~ nHytnHe. (19.13) 


在 反 演 时 , 它们 相互 转换 : 
6 一 —Nap- (19.14) 


对 (64 ,ap) 构成 一 个 二 秩 双 旋 量 , 其 独立 分 量 数 为 3+3= 6; 四 维 二 秩 
反对 称 张 量 oa 必 的 独立 分 量 数 也 是 这 么 多 . 因此 它们 之 间 应 该 存在 一 定 的 对 
应 关系 (二 者 都 是 广义 洛 伦 兹 群 的 等 价 不 可 约 表示 的 实现 ). 

由 于 旋 量 6 和 ns 对 固有 洛 伦 兹 群 的 变换 是 相互 独立 的 , 我 们 可 以 由 
四 维 张 量 or 的 分 量 构成 两 组 量 , 这 两 组 量 对 四 维 坐标 系 的 任何 转动 只 能 互 
相 变 换 . 其 划分 方法 如 下 . 

定义 一 个 三 维 极 矢量 p 与 一 个 三 维 轴 矢量 a, 它们 和 四 维 张 量 ax* 的 分 
量 之 间 的 关系 为 : 


@ 三 三 (p, a) (19.15) 


其 中 (p,a) 是 一 种 我 们 用 于 标明 这 种 张 量 的 分 量 的 简明 记 法 . 而 av = (一 p, a)， 
并 且 在 下 面 两 个 量 


2 2 1 ] 也 
0 p= Fmwa”, 0p= genoa or 


中 , 第 一 个 是 标量 , 第 二 个 是 尾 标 量 ; 二 者 对 固有 洛 伦 兹 群 都 是 不 变 的 . 三 维 矢 
量 f =p 土 ia 的 平方 也 是 不 变 的 . 因此 , 对 于 矢量 f*, 四 维 空间 的 任何 转动 
都 等 价 于 三 维 空间 中 的 一 个 “转动 ”, 其 转动 的 角度 一 般 是 复 的 (四 维 空间 中 
的 六 个 转动 角 相当 于 三 维系 统 的 三 个 复 “ 转 动 角 ”). 空间 反 演 操作 改变 p 的 
符号 , 但 不 改变 a 的 符号 , 因而 它 使 矢量 f+ 和 一 了" 互相 转换 . 这 些 天 量 的 分 
量 就 是 我 们 要 求 的 由 张 量 ax 的 分 量 构成 的 两 组 量 . 

这 样 , 四 维 张 量 ao 的 分 量 和 旋 量 6e/ 、7a6 之 间 的 对 应 关系 就 变 得 很 明 
显 . 由 于 将 空间 转动 作为 一 个 子 群 包含 在 洛 伦 效 群 中 ,此 旋 量 的 分 量 与 三 维 矢 
量 的 分 量 间 的 关系 应 该 和 三 维 旋 量 的 情形 相同 : 


万 到 (2 本 C7 J -a (2 +é.), jf. = 6 
(19.16 ) 


_ 1 _ 1 
fo = 3 (733 — Mi), = 2 ("23 +mi), fz = "i2. 
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习 圳 


试 推 导 偶 秩 旋 量 和 四 维 张 量 之 间 的 一 般 对 应 关系 . 

解 : 具有 偶数 上 十 1 秩 的 所 有 旋 量 是 广义 洛 伦 兹 群 的 单 值 不 可 约 表 示 的 
实现 , 因而 等 价 于 按 同 一 表示 变换 的 四 维 张 量 巴 . 

一 个 (lj) 秩 旋 量 在 反 演 时 按 下 式 变 挽 : 


CPi ,Cs ges. (1) 


这 样 的 一 个 旋 量 等 价 于 一 个 上 秩 对 称 不 可 约 四 维 张 量 , 这 个 张 量 是 真 张 量 还 
是 屡 张 量 取 决 于 (1) 式 中 的 符号 . 

组 成 双 旋 量 的 (k,l) 与 (1,k) 秩 旋 量 在 反 演 下 变换 如 下 : 

ca 36…: Sd (2) 

当 | = 二 上 十 2 时 ,这 个 双 旋 量 等 价 于 大 十 2 秩 不 可 约 四 维 张 量 Quzlpc， 这 个 张 
量 对 指标 [jv] 是 反对 称 的 而 对 其 余 所 有 指标 是 对 称 的 . 这 个 张 量 的 不 可 约 性 
意味 着 该 张 量 对 任意 一 对 指标 的 缩 并 为 零 , 将 任意 三 个 指标 配对 时 也 为 零 ( 即 
evPa[jvjpo... 二 0); 这 后 一 条 件 又 意味 着 张 量 对 三 个 指标 (jv 和 其 余 任 何 一 
个 ) 循环 求 和 时 为 零 . 

当 1 一 上 十 4 时 , 该 双 旋 量 等 价 于 大 十 4 秩 不 可 约 四 维 张 量 afxjlwplr…， 这 
个 张 量 具有 下 列 性 质 : 对 指标 [Aj] 与 [vp] 是 反对 称 的 而 对 所 有 其 余 指 标 则 是 
对 称 的 , 对 交换 [AM 和 [vp] 是 对 称 的 , 对 任何 一 对 指标 的 缩 并 以 及 将 任意 三 个 
指标 配对 时 均 为 零 . 

一 般 地 , 当 1 = 二 上 十 2n 时 , 双 旋 量 等 价 于 上 十 2n 秩 不 可 约 四 维 张 量 , 这 个 
张 量 对 n 对 指标 是 反对 称 的 , 而 对 其 余 大 个 指标 是 对 称 的 , 在 这 种 分 类 法 中 ， 
不 出 现 对 更 大 数目 (三 个 , 四 个 , 等 等 ) 的 指标 反对 称 的 四 维 张 量 , 原因 很 明显: 
一 个 三 秩 反对 称 张 量 等 价 (对 偶 ) 于 一 个 异 和 失 量 , 而 四 秩 反 对 称 张 量 可 约 化 为 
一 个 标量 (正比 于 单位 扶 张 量 exwrvp); 所 以 , 在 四 维 空间 中 , 对 更 多 指标 反对 称 
是 不 可 能 的 . 


Q 奇数 秩 旋 量 是 群 的 双 值 表示 : 空间 转动 360° 旋 量 变 号 , 因而 群 的 每 一 个 元 素 对 
应 着 符号 相反 的 两 个 矩阵 . 
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820 旋 量 表示 的 狄 拉 殉 方 程 


自 旋 > 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 一 个 二 分 量 波 函数 即 一 个 三 维 旋 量 
描述 . 其 “四 维 根源 ”, 可 以 是 一 个 不 带 点 的 四 维 旋 量 , 也 可 以 是 一 个 带 点 的 
四 维 旋 量 . 这 两 种 四 维 旋 量 在 任 一 参考 系 的 粒子 描述 中 都 会 出 现 : 我 们 将 它 
们 标记 为 te 与 na@. 

对 自由 粒子 而 言 , 波动 方程 中 可 能 出 现 的 唯一 算 符 (如 在 810 中 已 经 指出 
的 ) 是 四 维 动量 算 符 5, = iB,. 在 旋 量 写法 中 , 这 个 四 维 矢 量 对 应 于 旋 量 算 符 
V5.8, 并 且 

人 = BP; = 扣 十 扩 ， = 凶 i = 加 一 所， ee 
D2 一 一 Poi = = ip,, 他! 一 —D12 一 Dz + ip,. 
波动 方程 是 用 算 符 5 表示 的 旋 量 分 量 之 间 的 一 种 线性 微分 关系 . 由 相对 论 
不 变性 的 要 求 导出 如 下 方程 组 : 


poP 
其 中 mm 为 一 有 量 纲 的 常数 . 在 这 两 个 方程 中 引入 不 同 的 常数 m1 和 ms (或 改 
变 m 前 面 的 符号 ) 都 是 没有 意义 的 , 因为 通过 适当 地 变换 上 e 或 ma, 总 可 以 将 
方程 变 为 上 面 的 形式 . 

通过 将 由 (20.2) 的 第 二 个 方程 求 得 的 m3 代 人 第 一 个 方程 , 可 以 消去 其 中 
一 个 旋 量 : 


ng =mé, pgaé™ = mng, (20.2) 


和 1 -SR 
Pf ng = PB, ge" = mé : 
由 (18.4) 式 , 了 [分 5 = 如 69, 我 们 得 到 : 
(说 一 mm2)en = 0， (20.3) 


由 此 明显 可 见 , m 是 粒子 的 质量 . 

应 当 指 出 , 在 波动 方程 中 引 和 人 质量 意味 着 要 同时 考虑 两 个 旋 量 (6 与 m6): 
只 用 一 个 旋 量 不 可 能 构成 包含 一 个 有 量 纲 参 数 的 相对 论 不 变 的 方程 式 . 如 将 
空间 反 演 下 波 函 数 的 变换 定义 为 


忆 :62 一 jia， 7 ié®. (20.4) 


@ 一 个 一 秩 三 维 旋 量 也 可 “起 源 ” 于 较 高 奇数 秩 四 维 旋 量 , 在 静止 参考 系 中 , 这 个 
四 维 旋 量 对 于 一 对 或 数 对 指标 是 反对 称 的 . 但 是 , 这 会 导致 更 高 阶 的 方程 (参见 810 的 
第 三 个 脚注 ). 


§20” 旋 量 表示 的 狄 拉 克 方 程 .73 . 


波动 方程 就 必然 对 空间 反 演 不 变 . 不 难看 出 , 进行 这 样 的 代 换 (并 同时 进行 代 
换 YB 一 亿 5, 由 (20.1) 式 这 是 明显 的 ), (20.2) 式 的 两 个 方程 将 互 换 . 在 反 演 变 
换 下 能 够 互 换 的 两 个 旋 量 构成 一 个 四 分 量 的 量 , 即 一 个 双 旋 量 . 

由 方程 组 (20.2) 表示 的 相对 论 性 波动 方程 称 为 狄 拉克 方程 ( 它 是 由 狄 拉 
克 在 1928 年 建立 的 )， 为 进一步 研究 和 应 用 这 个 方程 , 我 们 来 看 看 它 的 各 种 
形式 . 

利用 公式 (18.6), 我 们 将 方程 (20.2) 改写 成 

(Po+P:o)nm=mét, (po 一 有 .oil = 7 (20.5) 


其 中 符号 上 与 了 标记 二 分 量 的 量 一 一 旋 量 


ee _ {ni 
-的 me 


(第 一 个 有 上 指标 , 而 第 二 个 有 下 指标 ), 今后 矩阵 o 乘 以 任何 一 个 二 分 量 的 量 
f, 均 按 通常 的 矩阵 法 则 相 习 : 


(of)a = oapfp- (20.7) 


将 f 写成 竖 列 的 形式 后 意味 着 o 中 的 每 一 行 都 与 了 的 竖 列 相 乘 . 
2 
为 今后 引用 方便 起 见 , 我 们 再 一 次 写 出 泡 利和 矩阵 : 


(01 i Ae ll 0 a 
Wi TO 6d . 


其 基本 性 质 为 : 
Giok + Op0i = 26ik, oiok = ieimor + Bin (20.9) 
(参见 第 三 卷 855). 
我 们 还 要 写 出 由 旋 量 
= =) (20.10) 


构成 的 复 共 柜 波 函 数 满足 的 波动 方程 , 由 于 所 有 算 符 全, 都 含有 因子 i 所 以 
和议 = 一 Bo. 方程 (20.5) 两 边 取 复 共 斩 时 还 必须 考虑 到 , 由 于 矩阵 c 是 厄 米 的 


(o” 人 5)， 


(of)a = oapf8 = fopa = (f*0)a, 
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结果 得 到 如 下 形式 的 方程 : 
六 (Bo 十 五 o) 一 一 mm 二 (Bo 一石) = 一 rp (20.11) 
这 种 写法 的 意思 是 算 符 庆 作用 在 它 左面 的 函数 上 . 将 &* 和 写成 横行 是 为 
了 和 这 两 个 方程 中 的 矩阵 乘法 一 致 : f 的 行 与 矩阵 o 的 列 相 乘 : 
(f*0)a = fopa. (20.12) 
8*, 7* 的 反 演 变换 则 定义 为 变换 (20.4) 的 复 共 思 : 


P:6e 一 一 修一 一 过? (20.13) 


$21 狄 拉克 方程 的 对 称 形式 


狄 拉克 方程 的 旋 量 形式 是 最 自然 的 形式 , 因为 它 最 直接 地 表现 了 相对 论 
不 变性 . 但 在 具体 应 用 中 , 波动 方程 的 其 它 形式 可 能 更 加 方便 , 它 可 通过 另行 
选择 波 了 水 数 的 四 个 独立 分 量 来 得 到 . 
我 们 用 符号 少 (其 分 量 为 ,i = 1,2,3,4) 标记 四 分 量 的 波 函 数 , 在 旋 量 表 
示 中 , 这 就 是 双 旋 量 
二 (9 . (21.1) 
7 


但 是 , 同样 可 以 选择 旋 量 上 和 7 的 分 量 的 任何 线性 独立 组 合作 为 落 的 独立 分 
量 @. 这 时 , 只 有 人 么 正 性 条 件 能 限制 所 容许 的 线性 变换 , 这 种 变换 使 得 由 儿 和 
% 组 成 的 双 线 性 形式 保持 不 变 (828). 
在 任意 选择 落 分 量 的 一 般 情形 下 , 狄 拉 克 方 程 可 取 为 如 下 形式 : 
Duy Dk = 一 myi, 


其 中 yr(4 = 0,1,2,3) 是 某 四 阶 和 矩阵 ( 狱 拉 克 和 矩阵 ). 通常 我 们 略 去 矩阵 指标 , 将 
此 方程 写成 符号 形式 : 
(YP — m)y =0, (21.2) 


其 中 
HW, Po Pa ea 而 0 中 
P= = B07 -PY = ya +iy:V,， 7Y=(,Y,7Y). 


@ 为 简洁 计 , 我 们 将 四 分 量 量 v 在 其 非 旋 量 表示 中 也 称 为 双 旋 量 . 
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例如 , 当 的 分 量 为 (21.1) 式 时 , 方程 的 旋 量 形式 所 对 应 的 矩阵 为 @ 


0 1 0 一 C 
mw 人: 由 "=(! . (21.3) 


只 要 把 方程 (20.5) 写成 如 下 形式 


ea 
四 一 五 0 7 7 


并 和 (21.2) 式 比较 , 就 不 难看 出 这 一 点 . 
在 一 般 情形 下 , YY 和 矩阵 需要 满足 一 些 条 件 以 保证 天 = m2. 为 求 出 这 些 条 
件 , 对 方程 (21.2) 左 乘 以 ? 安 


(BY BY = mB = my. 
由 于 思 .P 为 对 称 张 量 (所 有 的 BF, 算 符 都 对 易 ), 这 个 等 式 可 改写 成 
DB (VY +YY) = my, 


因此 , 我 们 必须 有 


YY +YY = 2g9". (21.4) 
因此 , 任何 两 个 不 同 的 xy 矩阵 都 必须 是 反对 易 的 , 而 各 个 矩阵 的 平方 为 
=P=0=-l (0)=1. (21.5) 


当 对 多 的 分 量 进行 任何 么 正 变换 (yw = Uy, 其 中 U 为 四 行 么 正 矩 阵 ) 时 ， 
矩阵 7 按 下 式 变换 
YUU UUt (21.6) 


(因而 方程 (YF 一 m)y = 0 变 为 (YF 一 mj) = 0). 对 易 关 系 (21.4) 当然 保持 
不 变 . 

(21.3) 的 矩阵 y? 是 厄 米 的 , 而 矩阵 > 是 反 厄 米 的 . 这 些 性 质 在 进行 任何 
么 正 变换 (21.6) 下 保持 不 变 , 因此 我 们 总 有 @: 


A (21.7) 


@ 今 后 ,我 们 利用 二 阶 和 矩阵 简化 四 阶 和 矩阵 的 写法 : (21.3) 式 中 的 每 一 个 符号 都 是 二 
阶 和 矩阵 . 
@ 这 两 个 方程 可 合并 为 
Tt = yp. (21.78) 
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我 们 还 要 给 出 复 共 示 函数 yr* 的 方程 , 取 方 程 (21.2) 的 复 共 思 , 并 利用 性 
质 (21.7), 我 们 得 到 


(boy 一 直子 一 my =0. 


按照 了 br = WYyr 来 移动 ,然后 对 整个 方程 右 乘 以 加, 由 于 yy? = 一 yy， 
并 借助 于 新 的 双 旋 量 z 
p=, y= (21.8) 
我 们 得 到 结果 为 
$B+m) =0. (21.9) 


如 (21.11) 式 一 样 , 此 处 算 符 分 也 作用 在 其 左边 的 函数 上 . 函数 乡 称 为 y 的 狄 
拉克 共 斩 (或 相对 论 性 共 生 ) 函数 . 按 定 义 , 因子 ?0 的 作用 是 (在 旋 量 表示 中 ) 
旋 量 &* 和 wy* 对 换 ; 因此 ,多 = (my*,&*) 中 第 一 个 旋 量 是 不 带 点 的 (和 儿 中 一 样 )， 
而 第 二 个 旋 量 是 带 点 的 . 由 于 这 个 原因 , 和信 相 比较 ,多 是 煞 更 为 自然 的 “ 伴 
侣 ”; 例如 , 它们 一 起 在 各 种 双 线 性 组 合 中 出 现 ( 见 828). 

波 函 数 的 反 演 变换 可 写成 


P:y oiy oy, Vo -ipy. (21.10) 


在 的 旋 量 表示 中 , 矩阵 y? 将 分 量 上 和 7 对 换 , 在 反 演 时 本 应 如 此 . 在 一 般 情 
形 下 , 狄 拉 克 方 程 在 变换 (21.10) 下 的 不 变性 是 直接 明显 的 : 在 方程 (21.2) 中 
同时 进行 代 换 分 一 -下 和 纱 一 这 和 ,我们 有 
(boy 十 五 .7 一 mm)7 =0. 
对 此 方程 左 乘 以 70 并 考虑 到 70 和 7 反对 易 , 就 回 到 了 原 方程 . 
对 方程 (YF 一 mw = 0 左 乘 以 多 ,对 方程 (YP 十 m) = 0 右 乘 以 幼 再 将 它 
们 相 加 , 我 们 得 到 
py (By) 下 (Bp) YY = BbyY) = 0， 
其 中 的 括号 指明 算 符 分 所 作用 的 函数 . 这 个 方程 具有 连续 性 方程 6,j* = 0 的 
形式 , 因而 量 
= p= (Vp, py YY) (21.11) 
为 粒子 的 流 密度 四 维 矢量 . 我 们 指出 其 时 间 分 量 )? = w*w 是 正定 的 . 
狄 拉 克 方 程 可 以 表示 成 对 时 间 微 商 的 形式 : 


00 _ 5 


821 狱 拉克 方程 的 对 称 形 式 ‘77. 


其 中 的 至 为 粒子 的 哈密 顿 量 @. 为 了 得 到 这 个 形式 , 只 需 对 方程 (21.2) 左 乘 
以 六. 哈密 顿 量 的 表示 式 为 


f=a:.H+ Bm, (21.13) 
其 中 
a=7y7Yy, P=Y (21.14) 
为 相关 矩阵 的 惯用 符号 . 
我 们 注意 到 ， 
QiQk + AKON; = 20ir, Bat+ap=0, 8? = 1 (21.15) 


即 所 有 和 矩阵 w、B 都 是 互相 反对 易 的 , 而 它们 的 平方 都 是 单位 和 矩阵; 并 且 它 们 
都 是 厄 米 的 . 在 旋 量 表示 中 ， 


ogo 0 0 1 
“人 (5 JJ s- (9 . (21.16) 


在 低速 极限 的 情形 下 , 和 非 相 对 论 性 理论 中 一 样 ,粒子 应 该 只 用 一 个 二 分 
量 的 旋 量 描述 . 实际 上 , 在 方程 (20.5) 中 取 极 限 p 一 0,e 一 m, 得 到 上 = 小 即 
构成 双 旋 量 的 两 个 旋 量 完全 相等 . 但 是 , 这 显示 出 狄 拉克 方程 旋 量 形式 的 一 个 
缺点 : 在 上 述 极限 情形 下 , % 的 四 个 分 量 都 不 为 零 , 尽管 实际 上 其 中 只 有 两 个 
是 独立 的 . 波 晃 数 儿 更 方便 的 表述 应 该 是 在 低速 极限 下 其 中 两 个 分 量 为 零 . 
为 此 , 我 们 用 线性 组 合 p 和 x 


y= ， v= 让 &+，x= 吉 (DD QD 


来 替代 € 和 ”. 这 时 , 对 静止 的 粒子 , x = 0. 的 这 种 表示 我 们 称 之 为 标准 表 
示 . 在 反 演 时 , 和 X 按 下 式 变换 ; 


忆 :0 一 ip， YX 一 一 ixy. (21.18) 
对 方程 组 (20.5) 进行 加 减 , 就 得 到 对 gp 和 x 的 方程 组 : 


Pop -Prox=myp, -Pox+P:op= mx. (21.19) 


外 零 自 旋 粒 子 的 波动 方程 不 能 写成 这 种 形式 : 对 标量 多 的 方程 (10.5) 是 时 间 的 二 
阶 方程 , 而 对 五 分 量 (%, 如) 的 一 阶 方程 组 (10.4) 不 包含 所 有 分 量 对 时 间 的 微 商 . 
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由 此 可 见 , 标准 表示 对 应 的 矩阵 为 


0_ oa_ 1 0 加 0 oo 四 0 Cr 
人 


由 于 (21.17) 式 中 上 和 7 的 第 一 个 和 第 二 个 分 量 分 别 相 加 , 所 以 , 和 旋 量 
表示 一 样 , 在 标准 表示 中 , 分 量 加 和 .ya 也 对 应 着 自 旋 分 量 的 本 征 值 +3, 而 


wz 和 wa 对 应 着 -3 因此 , 如 引入 和 矩阵 


IT 0 
2 三 ( 中 (21.21) 


那么 , 在 两 种 表示 中 , 矩阵 5 了 都 是 一 个 三 维 自 旋 算 符 : 当 也。 作用 在 只 包含 


分 量 办 、W 或 如、 的 双 旋 量 上 时 , 该 双 旋 量 就 乘 以 + 或 -3. 在 任 一 表 
示 中 , 和 矩阵 (21.21) 都 可 写成 
允 = 一 am = -za x a (21.22) 
(Ys 的 定义 参看 下 面 的 (22.14) 式 ). 
习 弄 


1. 求 波 函 数 在 无 限 小 洛 伦 兹 变换 和 无 限 小 空间 转动 下 的 变换 公式 . 
解 : 在 少 的 旋 量 表 示 中 , 无 限 小 洛 伦 座 变换 给 出 


e-Gov)e yj 和 or 
(参见 (18.8), (18.8a), (18.12) 式 ). 这 两 个 公式 可 以 合并 写成 
全 《 - ja， sy ) 示 (1) 
类 似 地 , 无 限 小 转动 下 的 变换 为 
p= (1+32.80)% (2) 


公式 的 这 种 形式 在 由 的 任何 表象 中 都 是 正确 的 , 只 要 a 和 马 为 同一 表象 中 
的 矩阵 . 


822 ” 狱 拉 克 矩 阵 代数 .79 . 
容易 证 明 , 矩阵 a 与 允 是 一 个 反对 称 “ 给 阵 四 维 张 量 ” 的 分 量 : 
1 
和 a oY —~Y 7Y*) = (a,iy) 


(分 量 按 规则 (19.15) 排列 )， 再 引入 无 限 小 反对 称 张 量 se 必 = (6V,690). 我 们 


有 
oSe,y = 2i5 .60—2a:.0V 


且 公 式 (1) 与 (2) 两 式 可 统一 写成 如 下 形式 
人 一 (4 十 oe ) wp. (3) 


2. 在 一 个 表示 中 写 出 犹 拉 克 方 程 , 使 其 不 包含 虚 的 系数 (E. Majorana， 
1937). 
解 : 在 标准 表示 中 , 方程 


0 0 0 0 . 
( + 站 十 o 让 十 o 站 二 im 用 =0 


中 只 有 矩阵 ay 与 8 为 虚 量 . 这 些 庶 量 可 通过 这 样 一 个 变换 内 = UW 消除, 这 
个 变换 使 虚 矩 阵 o 和 实 矩 阵 8 对 换 . 为 此 必须 取 


UV= 万 os+ 月 = 0 


V3 
于 是 
az =UaU= -az， %=P, os = 一 az P= oy, 
并 且 狄 拉克 方程 变 为 
(器 -%m 训 +6 训 -总 +imoy)W =0, 
其 中 所 有 的 系数 都 是 实 的 . 


822 狱 拉克 矩阵 代数 


在 用 到 狄 拉克 方程 的 计算 中 , 7 矩阵 会 反复 出 现 , 而 和 它 在 特定 表示 中 的 
具体 形式 无 关 . 含有 这 些 矩 阵 的 运算 规则 完全 由 对 易 关 系 


YY HYN =2g9, pv=0,1,2,3 (22.1) 
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费 
给 定 , 对 易 关 系 决 定 了 这 些 和 矩阵 的 普遍 性 质 . 
在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 7 和 矩阵 代数 的 一 系列 公式 和 规则 , 它们 在 各 种 运算 
中 将 会 用 到 . 
7Y 和 矩阵 和 其 自身 的 “标量 积 " 是 gjuy*Yy* = 4. 为 简洁 计 , 类 似 于 四 维 矢量 
的 协 变 分 量 , 引入 标记 和 Yj = gywy*. 于 是 


YY = 4. (22.2) 


如 果 和 矩 阵 yj, 和 y+ 被 一 个 或 几 个 y 因子 分 隔 开 , 那么 可 以 利用 法 则 (22.1), 通 
过 因子 的 一 次 或 几 次 互 换 位 置 而 使 y 和 yr 相 邻 , 然后 按照 (22.2) 式 对 4 求 
和 . 用 这 个 方法 可 以 得 到 下 列 公式 : 
?TY TY 三 -27 ， 
入 PH Xv 

NYYY = 三 4 ， 

、 (22.3) 
WY NY 
WP YY 2 YYY +YYTY). 


因子 yy,…' 通常 以 “标量 积 " 包 的 形式 出 现在 与 各 种 四 维 矢量 的 组 合 中 : 
Yo 三 ?了 ar， (22.4) 
用 此 标量 积 , 公式 (22.1) 可 写成 : 
(ay)(by) + (by)(ay) = 2(ab), (ay)(ay) = (22.5) 
而 公式 (22.3) 则 可 写成 


Yr (ay) Yr = —2(a7), 
Yu(a7) (bY = 4(ab), 
Yn (oY) (bY) (ey) = —2(cY) (bY)(a), 
yp lay (bY) (cy) (dy)y* = 2[(dy)(ay) (by)(eY) + (ey) (bY)(ay) (dy)]. 


(22.6) 


一 个 常用 的 运算 是 求 若 干 个 7 矩阵 的 乘积 之 阵 迹 . 我 们 来 研究 量 
人 AHA2…AHpn = zt (yy 5 .pn ). (22.7) 


@ 在 本 书 的 这 一 版 中 , 对 这 种 乘积 我 们 没有 用 任何 专门 的 符号 表示 , 在 文献 中 常 
常用 带 帽 字母 或 加 重 字母 表示 . 
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根据 矩阵 乘积 之 阵 迹 的 已 知性 质 , 这 个 张 量 对 指标 ji,p2,… ,jn 的 循环 交换 
是 对 称 的 . 
由 于 ?和 矩阵 在 任意 参考 系 中 都 有 相同 形式 , 量 了 也 和 参考 系 的 选择 无 关 ， 
因此 它们 构成 一 个 可 以 只 用 同样 具有 这 个 性 质 的 度 规 张 量 gjy 表示 的 张 量 . 
但 是 , 由 二 秩 张 量 gj, 只 能 构成 偶 秩 张 量 . 由 此 立即 得 出 , 任何 奇数 个 7 
因子 的 乘积 之 阵 迹 等 于 零 . 特别 是 , 每 一 个 7 的 阵 迹 都 等 于 零 巴 : 


try* = 0. (22.8) 
单位 四 阶 和 矩阵 (对 易 关 系 (22.1) 右边 的 矩阵 ) 的 阵 迹 为 4. 对 (22.1) 式 两 


边 取 阵 迹 , 我 们 求 出 
Tv 一 gp. (22.9) 


四 个 和 矩阵 乘积 之 阵 迹 为 
Tp = gg — gr gre 十 gg 人 (22.10) 
这 个 公式 可 以 这 样 推出 , 例如 , 利用 对 易 关 系 (22.1) 将 trTAT7AT2T2 中 的 因子 
Y 换 到 右边 , 每 换 位 一 次 , 在 (22.10) 中 就 出 现 一 项 : 
T' Mpvp 一 9 OALTYP _ ThAvp 一 9 gt gzp 本 TARAZP 
全 部 换 位 后 , 右边 剩 下 一 T+?^ = -Tvp, 再 把 它 移 到 左边 . 用 这 种 方法 , 六 个 
7 乘积 之 阵 迹 就 化 为 四 个 y 乘积 之 阵 迹 , 等 等 . 例如 ， 
TARLZPaT7 到 ps tt gv THPor 再 Two 
一 gcTHrpr + IgATTWrwpa， (22.11) 
从 以 上 公式 可 明显 地 看 出 , 只 要 每 个 矩阵 yoy!,… 在 乘积 中 出 现 偶数 次 ， 
阵 迹 Tw… 就 都 是 实 的 且 不 为 零 . 我 们 也 不 难 发 现 , 当 全 部 因子 的 次 序 颠 倒 过 
人 (22.12) 
如 上 所 述 , 因子 7 通常 出 现在 同 各 种 四 维 矢量 的 “标量 积 ” 中 . 在 这 种 情 
况 下 , 像 公 式 (22.9) 和 (22.10), 就 意味 着 


ztr (oy)(by) = ob 
(22.13) 


ztr (07)(o7)(e) (dy) = (ab)(ed) - (ac)(bd) + (ad)(bc). 


外 和 矩阵 的 阵 迹 对 变换 ?7 = UyU-! 是 不 变 的 , 因此 , 结果 (22.8) 从 矩阵 的 具体 表示 
(21.3) 看 是 很 明显 的 . 
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乘积 yoy!Yy?~y? 起 着 特别 重要 的 作用 . 对 它 通常 采用 一 个 专门 的 标记 : 


6 = iyo yly2ys. 


容易 看 出 ， 
yy (yal, 
即 矩 阵 y? 和 所 有 的 y+ 反对 易 . 对 矩阵 a 与 6, 规则 为 


ay%5 — ya=0, Bys+yB=0 


(和 a 的 可 对 易 性 是 由 于 a = Y07 为 两 个 矩阵 y+ 的 乘积 ). 


矩阵 y5 是 厄 米 的 , 实际 上 
yt = iy3ty2t yl+ yot = —iry3y2ylYy, 
既然 从 序列 3210 变 到 序列 0123 要 经 过 偶数 次 换 位 , 所 以 
5+ 一 wy. 


Y 


这 个 矩阵 在 两 个 特别 表示 中 的 形式 为 : 


0 1 
| 5 0 一 | 
标准 型 ~ = ,) 
和 矩阵 7 的 阵 迹 为 零 : 
tr 了 5 一 


(22.14) 


(22.15) 


(22.16) 


(22.17) 


(22.18) 


(22.19) 


(这 从 (22.18) 式 看 , 是 很 明显 的 ). 乘积 Y57p7” 之 阵 迹 也 等 于 零 . 而 对 7Y 和 4 


个 因子 y 的 乘积 , 我 们 有 
1 
人 


我 们 指出 还 有 公式 : 


YN =iys (ya)(yb) (ye), N* = erabycp, 


对 相互 正 交 的 四 维和 撩 量 a,b,c(ab = ac = bc=0) 是 正确 的 . 


(22.20) 


(22.21) 


在 某 些 情形 下 (包含 非 相 对 论 性 粒子 的 问题 ), 可 能 需要 计算 分 别 含有 六 
和 三 维 “ 矢 量 ” 7 的 乘积 之 阵 迹 . 只 有 偶数 个 因子 7 与 7 的 乘积 之 阵 迹 不 为 
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零 . 这 时 所 有 的 因子 7 变 为 1, 而 且 有 两 个 与 四 个 因子 7 的 乘积 之 阵 迹 分 别 
由 下 列 公式 给 出 : 


jtr (a: (6:) = -a.b, | 


ztr (oa: Wb Me md = (0 be d) (a bd) + (a:d)(be) 
(22.22) 


823 平面 波 
一 个 动量 与 能 量具 有 确定 值 的 自由 粒子 的 状态 用 如 下 形式 
1 —ipx 
Wp 一 Ve 7" p (23.1) 
的 平面 波 描 述 . 下 标 p 表示 四 维 动量 的 值 ; 波幅 ww 为 一 个 适当 归 一 化 的 双 
旋 量 . 
在 进一步 二 次 量子 化 时 , 我 们 不 仅 需 要 (23.1) 形式 的 波 函 数 , 而 且 还 需要 
“ 负 频 率 ” 的 波 函 数 , 正如 §11 所 述 , 在 相对 论 性 理论 中 出 现 “ 负 频率 ”的 波 
盟 数 是 由 于 根 的 双 值 性 土 Vp2 十 m?. 如 在 811 那样 , 我 们 将 把 e 理解 为 正 量 
E 一 十 VD2 十 mm2, 而 “ 负 频 率 ” 为 -e; 改变 p 的 符号 我 们 得 到 一 个 函数 , 自然 
将 其 记 作 yy: 
惫 -sp = pein’. (23.2) 


V2e 
这 两 个 盟 数 的 含义 将 在 826 中 解释 .下 面 我 们 将 平行 地 写 出 加 与 办 -pp 的 
公式 . 


双 旋 量 波幅 w, 和 ww_y 的 分 量 满足 代数 方程 组 
(7p 一 m)up =0,， (72p 十 Mm)up = 0， (23.3) 


这 些 方程 组 是 通过 将 (23.1) 式 与 (23.2) 式 代 人 狄 拉 克 方 程 得 到 的 (这 等 价 于 
在 狄 拉克 方程 中 用 十 p 代替 算 符 分 )J@. p? = m? 是 和 这 一 对 方程 中 每 一 个 相 
容 的 条 件 . 我 们 将 始终 用 如 下 不 变性 条 件 对 双 旋 量 波 幅 归 一 化 
Upup=2m, Tpup = —2m (23.4) 
Q 对 复 共 堪 函数 ,也 可 根据 犹 拉克 方程 (21.9) 写 出 类 似 的 方程 组 : 


Up( YP—m)=0, Up(yp+m)=0. (23.3a) 
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(此 处 和 别处 一 样 , 用 字母 上 方 加 一 短 划 标记 狄 拉 克 共 思 : 喜 = wy0). 对 方程 
(23.3) 左 乘 以 让 得 到 (pyuip)p = 2m? = 2p2, 由 此 可 见 ， 


UpYup = UpYu-p = 2 (23.5) 


我 们 看 到 , 从 对 wp 的 公式 过 渡 到 对 wp 的 公式 仅 需 改变 m 的 符号 . 
四 维 流 密度 矢量 为 : 


i 


1 
7] 二 幼 :pTYW+p = Dc LipYUtp 一 = (23.6) 


即 j# = (1,v), 其 中 v= p/e 为 粒子 的 速度 . 由 此 可 见 , 函数 加 归 一 化 为 ~“V=1 
的 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 

方程 (23.3) 表明 , 波幅 的 分 量 是 相互 有 关系 的 , 这 种 关系 的 具体 形式 当然 
依赖 于 如 何 选取 纱 的 表示 . 下 面 我 们 对 标准 表示 求 这 种 关系 . 

由 方程 (21.19), 对 平面 波 我 们 有 


(£—-mp—p:ox=0, (e+m)x-p:op=0. (23.7) 


由 这 些 等 式 我 们 求 出 y 与 x 之 间 的 两 个 等 价 的 关系 式 : 








p'o PC 
= 和 23.8 
a (23.8) 


(这 两 个 公式 的 等 价 性 很 明显 : 对 其 中 第 一 个 等 式 左 乘 以 p.o/(e 十 m); 考虑 到 
(pp.o)2 一 p2 和 e2 一 mm2=2D2 就 得 到 第 二 个 等 式 ). p 与 x 中 公共 因子 的 选择 
应 该 满足 归 一 化 条 件 (23.4). 结果 , 对 wy (以 及 类 似 地 对 w-_p) 我 们 得 到 下 列表 
示 式 : 


VE 二 mw 0 VE — Mm(n .oo)w (23.9) 
?  \ve—m(n.:o)w  \veFmw 


(第 二 个 公式 是 通过 改变 第 一 个 公式 中 m 前 的 符号 并 进行 代 换 ww 一 (mn o)w 
得 到 的 ). 其 中 n 为 矢量 p 的 基 矢 , 而 w 为 仅 满足 妇 一 化 条 件 的 任意 二 分 量 
的 量 ， 

ww=1. (23.10) 


对 元 = w*Yy0 (70 按 (21.20) 式 ), 我 们 有 
Up 一 (VE 十 ?pt 一 VE 一 7 (2 Oh 
Up = (Ve—- my" (no),—Ve+ my) 


(23.11) 


823 平面 波 . 85 . 


两 式 相 乘 , 以 证 实 一 定 有 pup = 土 2m. 
在 静止 参考 系 中 , es = m, 我 们 有 


us = V2m 四 ,Wp = Vam (2) (23.12) 
即 w 为 三 维 旋 量 , 在 非 相 对 论 极限 下 , 每 一 个 波 的 振幅 都 简化 为 w. 我 们 看 
到 , 在 静止 参考 系 中 , 双 旋 量 w_, 中 为 零 的 是 前 两 个 分 量 , 而 不 是 后 两 个 分 量 . 
有 “ 负 频 率 ” 解 的 狄 拉克 方程 的 解 的 这 个 性 质 是 很 明显 的 : 在 (23.7) 式 中 取 
D=0 并 进行 代 换 e 一 -m, 就 得 到 po = 0@. 

平面 波 的 振幅 包含 一 个 任意 的 二 分 量 的 量 . 因此 , 对 给 定 的 动量 , 有 两 个 
独立 的 态 , 对 应 于 自 旋 分 量 的 两 个 可 能 值 . 但 是 , 在 任意 z 轴 上 的 自 旋 分 量 不 
可 能 有 确定 值 . 这 是 很 显然 的 , 因为 具有 一 定 p 的 粒子 的 哈密 顿 算 符 ( 即 矩 阵 
HH = a .p++ Bm) 和 和 矩阵 到 = 一 jazay 是 不 对 易 的 . 然而 , 按照 816 的 一 般 结 
论 , 螺旋 性 入 一 一 自 旋 在 p 方向 上 的 分 量 是 守恒 量 : 哈密 顿 算 符 和 和 矩阵 ni: 区 
对 易 . 

在 螺旋 性 态 对 应 的 平面 波 中 , 三 维 旋 量 w = ww (nm) 是 算 符 n.o 的 一 个 
本 征 函 数 : 


这 两 个 旋 量 的 明显 形式 为 
e 一 ip/2 COS 0 —e-ip/2 sin 
wy(2=1/2) 一 ， w=-1/2) — ， (23.14) 
eiP/2 sin > eip/2 cos > 


其 中 09 与 p 为 方向 m 相对 固定 坐标 轴 zyz 的 极 角 和 方位 角 @. 

给 定 p 的 自由 粒子 的 两 个 独立 状态 的 另 一 种 可 能 的 选择 (比较 简单 ,但 
不 太 直 观 ), 是 让 它们 对 应 静止 参考 系 中 的 自 旋 z 方向 投影 的 两 个 值 , 自 旋 > 
方向 投影 用 o 标记 . 相应 的 旋 量 为 : 


w=1/2) 一 月 ， nc=-LH2) = ( (23.15) 


作为 有 “ 负 频 率 ” 的 两 个 线性 独立 的 解 , 我 们 取 其 三 维 旋 量 为 


Ww) = 一 ovu(-?) = 20iw(®) (23.16) 


@ 在 旋 量 表示 中 我 们 有 = --”n 而 不 是 ¢=”, 后 者 对 静止 系 中 “ 正 频率 " 的 解 是 正 
的 . 
@ 方程 (23.13) 的 解 可 以 乘 以 任意 相 因 子 , 这 和 绕 方向 m 可 以 任意 转动 相 联 系 . 
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的 平面 波 (这 种 选择 的 含义 将 在 826 中 解释 ). 

可 以 找到 这 样 一 种 平面 波 的 表示 , 其 中 平面 波 在 任何 参考 系 (不 只 是 静 
止 参考 系 ) 都 只 有 两 个 分 量 对 应 着 同一 物理 量 (在 静止 参考 系 是 自 旋 分 量 ) 的 
两 个 确定 值 (L. Foldy, S. A. Wouthuysen, 1950). 

从 标准 表示 中 的 振幅 w, (23.9) 出 发 , 我 们 来 求 这 种 表示 的 么 正 变换 : 


w=Uup,. U=e 7Y™, 


其 中 W 为 实 的 量 ; 既然 y+ = 一 y, 自然 就 有 + = UT1. 展 成 级 数 并 考虑 到 
(Yn)? = 一 1,U 可 以 表示 成 


U = cosW+”Y:nsinW 


(比较 从 (18.13) 式 到 (18.14) 式 的 推导 ). 要 求 变 换 振 幅 wr? 中 第 二 分 量 为 零 的 
条 件 给 出 





tan W = lp 
m+e 
因而 
J RtetO :np 
V2ele+m) 
在 新 的 表示 中 ， 
u, = Ve 村 (23.17) 


在 这 个 表示 中 , 粒子 的 哈密 顿 算 符 取 如 下 形式 : 
到 =Ula.p+Hpm)V-L= pe (23.18) 


(8,a,7 都 是 标准 表示 中 的 矩阵 ). 这 个 哈密 顿 算 符 和 短 阵 


0 
=—ay = (' , 


是 对 易 的 , 允 为 新 表示 中 的 守 便 量 一 静止 参考 系 中 的 自 旋 . 
8$24 球面 波 


_ 个 具有 确定 角 动 量 7 的 自由 粒子 (8 旋 为 3) 其 状态 波 函 数 为 旋 量 球 
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面 波 . 为 了 确定 这 种 球面 波 的 形式 ,我 们 首先 回顾 一 下 非 相对 论 性 理论 中 的 类 
似 公式 . 


1 
非 相对 论 性 波 函 数 是 一 个 三 维 旋 量 少 = 1 对 一 个 具有 确定 的 能 量 


<( 因 而 也 具有 确定 的 动量 pS)、 轨 道 角 动量 1、 总 角 动 量 j 及 其 分 量 m 的 状 
态 , 波 函 数 为 


$= R(T) itm(), p). (24.1) 
角度 部 分 fm 为 三 维 旋 量 , 其 分 量 ( 给 定 后 有 两 个 可 能 的 j 值 : j= 1 土 
3 ), im 由 如 下 公式 给 出 


+m 
Ya 


f+1/2,Lm = : 
J ny 


We /Be es 
27 十 2 


19 _ 一 
1—1/2,,m | o 
72 im 十 1/2 


(参见 第 三 卷 8106, 习题 ). 我 们 称 (Zim 为 球 谐 旋 量 , 其 归 一 化 条 件 为 


(24.2) 





二 1 
Yl 72 一 1 /2 


/9 mf jm’ do = jj' 8 Orme (24.3) 


径 辕 函数 Ri 是 旋 量 的 两 个 分 量 的 公 因 子 , 由 第 三 卷 的 公式 (33.10) 给 出 为 : 
Ry = /= FE, ,2(pr). (24.4) 


[ 7 RyRyidr = 2n8(p’ — p). (24.5) 


现在 回 到 相对 论 情形 . 我 们 首先 指出 , 自 旋 和 轨道 角 动 量 分 别 的 守恒 定 
律 这 时 不 再 成 立 : 算 符 3 与 1 分 别 都 和 险 密 顿 算 符 不 对 易 . 但 是 , 态 的 字 称 仍 
然 是 守恒 的 (对 自由 粒子 ). 因此 , 量子 数 ! 失去 了 轨道 角 动 量 确定 值 的 意义 ， 
但 它 仍 决定 态 的 宇 称 ( 见 下 面 ). 


包 在 本 节 中 , p 表示 |pl. 


其 归 一 化 条 件 为 
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我 们 来 研究 所 求 的 标准 表示 中 的 波 函 数 ( 双 旋 量 ): 


在 转动 变换 下 , p 和 X 的 行为 和 三 维 旋 量 相同 . 因此 它们 和 角度 的 依赖 关系 由 
同样 的 球 谐 放量 Qim 给 出 . 设 p ~ Wiim, 其 中 7 为 了 十 本 与 了 - 了 两 个 值 中 
的 某 个 确定 值 . 在 反 演 变换 下 yp(7) 一 ip(-7) (参见 (21.18) 式 ), 且 fim( 一 ni) = 
(-1) ftm(m), 所 以 


elr) = i(—1) yp(7). 


分 量 x 在 反 演 时 按 x(7) 一 -ix( 一 r) 变换 . 为 使 态 有 确定 的 宇 称 ( 即 所 有 分 量 
在 反 演 时 都 乘 以 同样 的 因子 ), 必须 使 x 的 角度 依赖 关系 由 /为 男 一 可 能 值 的 
球 旋 量 Vi 给 出 . 由 于 这 两 个 值 相差 1, 所 以 (一 1)? = 一 (一 1 

其 次 ,p 与 x 的 径 向 依赖 关系 由 同样 的 函数 yi 与 Rob 给 出 (与 也 的 值 
给 出 Vimr 中 所 含 球 谐 函 数 的 阶 数 ), 这 是 很 明显 的 , 因为 落 的 每 个 分 量 都 满足 
二 阶 方程 (这 一 m2)w = 0, 对 一 个 给 定 的 |p| 值 , 此 方程 变 为 


(4 p°)y = 由， 


这 个 方程 形式 上 和 自由 粒子 的 非 相对 论 性 薛 定 请 方程 完全 一 致 ， 
于 是 ， 
pw 二 ARpi{djim, XA 已 Po fljlm, (24.6) 
剩 下 的 问题 是 要 确定 其 中 的 常 系数 4 和 B. 为 此 , 我 们 考虑 一 个 很 远 的 区 域 ， 
在 那里 , 球面 波 可 看 成 一 个 平面 波 . 按照 渐 近 公式 (第 三 卷 (33.12) 式 ) 
Ra ~ {olor¥) — oi(er-Y)}, (24.7) 


7 


所 以 p 是 在 方向 +m (mn = r/r) 上 传播 的 两 个 平面 波 之 差 . 对 每 个 平面 波 , 由 
(23.8) 式 , 有 


也 
二 一 一 一 (十 nL… . 
x ~ (+n. o)p 


由 前 面 的 结果 ((24.6) 式 ), 显然 有 (n. 0) fm = oaDivmw, 其 中 a 为 一 常数 . 这 
个 常数 很 容易 通过 比较 m = ; 且 n 沿 z 轴 时 此 等 式 的 两 边 求 出 , 利用 (7.2a) 


式 , 我 们 求 出 
(n 0 ) fjim 二 Ud (24.8) 
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将 所 得 公式 汇总 起 来 并 和 (24.6) 式 比 较 , 得 到 


记 三 二 天 水 
Em 


最 后 , 系数 4 由 少 的 归 一 化 确定 . 按 条 件 
bree ds = 2n8jy mm dlp — #7) (24.9) 


1 VE + mRy boiim Fc 
Vpjim = Ve ( Pr Ee ， (=27—L. (24.10) 

这 样 一 来 , 对 给 定 的 j 与 m (及 能 量 e) 值 , 存在 两 个 字 称 不 同 的 状态 . 字 
称 由 量子 数 1 单 值 地 决定 ,1 的 取 值 为 /二 5 反 演 时 双 旋 量 (24.10) 乘 以 if 一 TL 
但 是 , 这 个 双 旋 量 的 分 量 含有 ! 阶 与 1 阶 的 两 种 球 函数 , 这 表明 轨道 角 动量 没 
有 确定 值 . 

当 r ~ co 时 , 在 每 一 个 不 大 的 空间 区 域内 , 球面 波 (24.7) 可 以 看 成 动量 
为 p = 二 pn 的 平面 波 . 所 以 很 清楚 , 动量 表象 中 的 波 函 数 和 (24.10) 式 的 差别 
实质 上 只 在 于 没有 径 向 因子 并 且 n 标记 动量 的 方向 

为 了 直接 变 到 动量 表象 , 必须 进行 依 里 叶 变 换 : 





wp) = |/ br)e-w ass, (24.11) 
积分 通过 将 平面 波 按 球面 波 展 开 来 计算 (参见 第 三 卷 (34.3) 式 ): 
iPP __ 2 ~ : 。 下 p 7 
or" = > RA(r) YY, (2) Ym (=) . (24.12) 


将 (24.11) 式 中 的 因子 e~ir?'"" 这 样 展开 , 并 利用 (24.5) 式 , 我 们 求 出 函数 
休 


VCr) = Rri(r) fiim (=) 


亿 


的 傅 里 叶 分 量 为 


A (27)? 1 二 p 人 加 人 
Vp) = 8 PYm (5 ) /oo 人 7) (ao 
其 中 的 积分 等 于 球 谐 旋 量 定义 (24.2) 式 中 球 谐 函数 的 系数 , 和 因子 Ym (p'/p') 
一 起 重新 构成 同样 的 球 谐 旋 量 , 但 宗 量变 成 了 mr /zy: 


2 1 
Wp) = sg 一 Pit (©). 
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将 此 结果 应 用 于 双 旋 量 波 函 数 (24.10), 我 们 得 到 其 动量 表象 的 波 函 数 : 


(27)? | VE 十 Ini 一 Piom(P']D/) ) 
pV2e \Ve— mi fvm(p/p) 太 


状态 |pjlm) 和 816 中 研究 过 的 状态 jpjml 和 l) (其 中 |A| = 5) 是 一 样 的 : 两 
者 都 具有 确定 的 pjm 值 与 宇 称 . 所 以 , 球 谐 旋 量 Qj1m 可 通过 函数 DV) 来 表 
示 (二 者 的 宗 量 都 是 p/p). 当 p 一 0 时 , 波 函 数 (24.13) 简化 为 三 维 旋 量 Citmr， 
其 宇 称 为 已 =7(-1)5 (其 中 ”=i 为 旋 量 的 “内 豪 宇 称 ”). 和 816 的 结果 比较 ， 
给 出 如 下 公式 : 


ypjim (Pp') = 0 一 站 一 (24.13) 


1 [2+1, , 
Oo 一 这/ Te (WT / DO jy tw /Diam,) (24.14) 


其 中 1=j 干 ,而 0) 则 为 三 维 旋 量 (23.14) 
825 自 旋 和 统计 的 联系 


自 旋 5 粒子 的 场 ( 旋 量 场 ) 的 二 次 量子 化 采用 和 311 中 标量 场 二 次 量子 
化 类 似 的 方法 进行 

这 里 不 重复 推导 过 程 , 我 们 直接 写 出 和 公式 (11.2) 完全 类 似 的 场 算 符 表 
示 式 : 


R 
(25.1) 
$= 人 Py = 2 - 寺 套 J pao + bpoT_p oe 9”); 


其 中 求 和 对 动量 p 的 所 有 值 及 o = + 进行 . 反 粒 子 的 淹没 算 符 加 (和 粒子 
的 淹没 算 符 人 ov 一 样 ) 作为 函数 的 系数 出 现 , 此 函数 与 坐标 的 依赖 关系 (ez7) 
对 应 一 个 动量 为 p 的 态 %. 

为 计算 旋 量 场 的 哈密 顿 算 符 , 并 不 需要 确定 其 能 量 动量 张 量 (如 对 标量 
场 那样 ), 因为 在 这 种 情况 下 存在 着 一 个 粒子 的 哈密 顿 , 借助 它 就 可 导出 波动 
方程 ( 狄 拉克 方程 )(21.12)， 这 个 粒子 在 波 函 数 为 y 的 状态 中 的 平均 能 量 为 


积分 
fw ivas = fw Res = {Tr Rae. (25.2) 


Q@ 两 个 函数 还 都 对 应 静止 系 中 的 同一 自 旋 分 量 值 c; 对 函数 %_。。, 将 在 826 中 证 
明 这 一 点 (参见 (26.10)). 
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值得 注意 的 是 ,“ 能 量 密度 ”( 被 积 函 数 ) 在 这 里 不 是 一 个 正定 的 量 . 

在 (25.2) 式 中 将 函数 多 和 纪 换 成 妇 算 符 , 利用 不 同 p 值 或 o 值 的 波 函 数 
的 正 交 性 , 并 应 用 波幅 的 关系 式 让 poyo0u+pe = 2e, 我 们 得 到 场 的 哈密 顿 算 符 
为 

f= 》 ec(GtvGpo — bpobt,). (25.3) 
po 


由 此 可 见 , 在 此 情形 必须 采用 费 米 量子 化 : 
{Qpo, G9}+ = {bpo, to}+ = (25.4) 
并 且 其 余 各 对 算 符 侈 人 +,b,6+ 互相 之 间 都 是 反对 易 的 (参见 第 三 卷 , 865), 实际 
上 , 哈密 顿 算 符 (25.3) 这 时 可 改写 为 
f= 》 e(dt, dpo 十 址 -bpo — 1), 
Pr 
而 能 量 本 征 值 (和 通常 一 样 , 略 去 无 限 大 的 相 加 常数 ) 为 
E=》 e(Npo + Npo), (25.5) 
Po 
它 应 该 是 , 也 确实 是 一 个 正定 的 量 . 而 在 玻 色 量子 化 时 , 根据 (25.3), 我 们 将 得 
到 本 征 值 
De(Npo — Npo), 
它 不 是 正定 的 量 , 因此 是 没有 意义 的 . 
对 于 系统 的 动量 可 得 到 一 个 与 (25.5) 式 类 似 的 表示 式 , 即 算 符 |/ 他 BOdsa 


的 本 征 值 : 
已 = > p(Npo 二 No) (25.6) 


有 
四 维 流 算 符 为 _ 
名 = py, (25.7) 
对 场 的 “电荷 ” 算 符 我 们 得 到 


@ = / pyr = 》 (Ghpo + bpobt,) = 》 (Gt Gpo — bt bpo + 1), (25.8) 
po po 


其 本 征 值 为 
Q = 2_(Npo — Npo) (25.9) 
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这 样 , 我 们 再 次 遇 到 粒子 与 反 粒 子 的 概念 , $11 中 对 其 的 全 部 讨论 在 这 里 
仍 适 用 . 

然而 , 零 自 旋 粒 子 是 玻 色 子 , 而 自 旋 5 的 粒子 是 费 米 子 . 假如 我 们 考察 这 
种 差别 的 形式 上 的 起 源 , 就 会 看 到 这 个 差别 的 产生 是 由 于 标量 场 和 旋 量 场 的 
“能 量 密度 ”表示 式 的 性 质 不 同 . 在 标量 场 的 情况 下 , 这 个 表示 式 是 正定 的 , 因 
而 哈密 顿 算 符 (11.3) 中 的 两 项 (+6 与 .寻思 都 是 正 号 , 为 保证 能 量 本 征 值 是 正 
的 , ?+ 换 成 计 ? 必须 不 变 号 , 即 按照 玻 色 对 易 法 则 进行 . 而 在 旋 量 场 的 情形 
下 ,“ 能 量 密度 ” 不 是 正定 的 量 , 因而 哈密 顿 算 符 (25.3) 中 的 项 代入 是 负 号 ; 为 
了 得 到 正 的 本 征 值 , 如 + 换 成 +$ 必须 伴随 符号 的 改变 , 即 按 费 米子 对 易 法 则 
进行 

另 一 方面 , 能 量 密度 的 形式 直接 依赖 于 波 函 数 的 变换 性 质 与 相对 论 不 变 
性 的 要 求 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 , 自 旋 与 粒子 所 遵守 的 统计 学 的 关系 也 是 这 些 
要 求 的 直接 结果 . 

从 自 旋 为 3 的 粒子 是 费 米子 这 一 事实 还 可 得 出 一 个 普遍 的 结论 : 所 有 半 
整数 自 旋 的 粒子 都 是 费 米子 , 而 所 有 整数 自 旋 的 粒子 都 是 玻 色 子 (包括 零 自 放 
粒子 , 在 $11 中 兽 证 明 )@， 

这 是 很 明显 的 , 因为 自 旋 为 。 的 粒子 可 以 想象 成 是 由 2s 个 > 自 施 粒子 


“组 成 ”的 . 当 s 为 半 整 数 时 , 2s 为 奇数 , s 为 整数 时 2s 为 偶数 . 包含 偶数 个 
费 米子 的 “复合 ”粒子 是 玻 色 子 , 而 包含 奇数 个 费 米子 的 “复合 ”粒子 是 费 
米子 @. 

如 果 一 个 系统 由 不 同类 型 的 粒子 组 成 , 那么 对 各 种 粒子 应 该 分 开 定 义 其 
产生 算 符 与 源 没 算 符 . 这 时 , 属于 不 同 玻 色 子 的 算 符 或 属于 玻 色 子 与 费 米子 的 
算 符 是 互相 对 易 的 . 至 于 属于 不 同 费 米子 的 算 符 , 在 非 相对 论 性 理论 中 , 可 以 
认为 它们 或 者 是 对 易 的 , 或 者 是 反对 易 的 (第 三 卷 , 865). 在 相对 论 性 理论 中 ， 
允许 粒子 互相 转变 , 不 同 费 米子 的 产生 算 符 与 淹没 算 符 必须 看 成 是 反对 易 的 ， 
如 同属 于 同一 费 米 子 的 不 同 状态 一 样 . 


@ 粒子 的 自 旋 和 它 所 遵守 的 统计 学 的 关系 的 起 源 , 是 泡 利 首先 阐明 的 (W. Pauli， 
1940). 

@ 这 里 假设 所 有 自 旋 相同 的 粒子 应 服从 相同 的 统计 学 (不 管 它 们 是 如 何 “ 组 成 ” 
的 ). 这 个 假设 的 正确 性 可 由 如 下 论证 看 出 , 例如 , 若 存在 自 旋 为 零 的 费 米子 ,那么 ,由 一 


个 自 旋 为 零 的 费 米子 和 一 个 自 旋 为 > 的 费 米子 将 组 成 一 个 自 旋 为 3 的 粒子 , 它 应 该 
是 玻 色 子 , 这 和 对 > 自 旋 所 证 明 过 的 一 般 结论 相 矛 盾 
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习 十 


解 : 犹 拉 克 方 程 对 应 的 拉 格 衣 日 池 数 由 实 的 标量 表示 式 给 出 : 


L = (8 一 8 下) 一 mi (1) 


取 幼 与 幼 的 分 量 为 “广义 坐标 ”9, 容易 看 出 , 相应 的 拉 格 朗 日 方程 (10.10) 和 
胃 和 功 的 狄 拉 克 方程 相同 . 拉 格 朗 日 函数 的 总 符号 (如 同 它 的 总 系数 一 样 ) 在 
此 情形 是 任意 的 . 由 于 荆 是 由 和 矶 的 微 商 的 一 次 式 ,作用 量 5 = | Ld 在 任 
何 情 形 下 都 不 会 有 极 小 值 或 极 大 值 . 这 里 条 件 89 二 0 给 出 的 只 能 是 积分 的 稳 
定点 , 而 不 是 极 值 . 

在 (1) 式 中 用 算 符 孙 代 替 幼 便 得 到 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 算 符 . 将 此 拉 格 朗 
日 算 符 应 用 于 (12.12) 式 , 便 得 到 流 算 符 (25.7) 式 . 
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在 (25.1) 式 中 和 算 符 Ze 相 乘 的 因子 加 ov = We-ipz 是 动量 为 p、 极 化 
为 o 的 自由 粒子 (例如 说 , 电子 ) 的 波 函 数 : 


人 = Wpo- 


而 和 算 符 Bs 相 乘 的 因子 区 。。 应 该 看 成 是 具有 同样 p、o 的 正 电子 的 波 函 
数 . 但 是 这 时 电子 和 正 电 子 的 波 函 数 是 在 不 同 的 双 旋 量 表示 中 表示 的 . 这 是 
很 明显 的 , 因为 由 和 芒 的 变换 性 质 不 同 , 它们 的 分 量 满足 不 同 的 方程 组 . 为 了 
消除 这 个 缺点 , 必须 对 分 量 页 ，。 进行 某 个 么 正 变换 , 使 得 新 的 四 分 量 函 数 
满足 和 wpe 相同 的 方程 @. 这 样 的 函数 我 们 称 为 (动量 为 p, 极 化 为 o 的 ) 正 电 
子 的 波 函数 . 用 Uo 标记 需要 的 么 正 变换 矩阵 , 我 们 写 出 


VP) = TcVW_，。. (26.1) 


由 %-p-o 得 出 这 个 函数 的 操作 C 称 为 波 函 数 的 电荷 共 斩 (H. A. Kramers,， 
1937). 当然 , 这 个 概念 的 应 用 不 限于 平面 波 . 对 任何 函数 都 存在 一 个 与 其 
“电荷 共 力 ”的 函数 

Cylt,r) = Ucy(t, 7), (26.2) 


@ 对 于 自 旋 为 零 的 粒子 , 一 般 不 会 发 生 这 个 问题 , 因为 标量 函数 由 与 y* 满足 同一 
方程 , y* ,和 加 是 一 样 的 
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它 和 一 样 变 换 , 并 满足 同样 的 方程 . 
矩阵 Uc 的 性 质 可 以 由 这 个 定义 得 出 . 大米 为 犹 拉 殉 方 程 (YP 一 m)w=0 
的 解 , 则 光 满足 方程 


VP+m)=0， 或 ( 福 +m)y =0. 
对 此 方程 左 乘 以 Ue: 
UcYBy + mUcY = 0， 
我 们 要 求 函数 Uay 满足 和 同样 的 方程 : 
(PF— m)Ucy = 0. 
比较 两 个 方程 , 我 们 求 出 Uc 和 和 矩 阵 yr 之 间 如 下 的 “对 易 关 系 ”%%: 
UcY" = 一 ?UVc. (26.3) 


我 们 进一步 假设 波 函 数 是 在 旋 量 表示 或 标准 表示 中 给 出 的 (只 是 在 本 万 
的 未 尾 我 们 才 回 到 任意 表示 的 一 般 情形 ). 在 这 两 种 表示 中 ， 


0,2 _ 0,2 13 _ _~1,3 
TY 
2 


0D013)* = = -2. 
这 时 , 满足 条 件 (26.3) 的 矩阵 为 Uc = mc?727", 其 中 nc 为 任意 常数 . 由 要 


求 CG? = 1 得 出 , Incl? = 1, 因此 矩阵 Uc 只 能 确定 到 相差 一 个 相 因 子 . 下 面 我 
们 取 nc = 1, 因而 


(26.4) 


Uc = yy = —Qy. (26.5) 
再 注意 到 芒 = 好 ?70 = ob = yoy”*, 算 符 C 的 作用 可 写成 如 下 形式 : 
Cy = Y= YY. (26.6) 
在 旋 量 表示 中 , 变换 (26.6) 的 明显 形式 为 
C:é on, Nem —iéa, (26.7a) 
或 等 价 地 ， 
Ceta oo —in, 712 一 一 这 or (26.7b) 
Q@ 由 此 我 们 还 得 到 等 式 : 


UcY = YUc. (26.3a) 


826 电荷 共 罗 和 旋 量 的 了 时间 反 演 . 95 ， 


平面 波 4po 的 电荷 共 罗 是 容易 做 的 , 采用 其 明显 形式 (23.9) 和 标准 表示 


中 的 矩阵 Uc: 
ve ( y ») (26.8) 


我 们 指出 ， 
ovyO = 一 IO 
在 wlc) 按 (23.16) 式 定 义 的 情形 下 , 我 们 得 到 ， 
UoU_p-o =Upo, UVcu_p-o = Upo. (26.9) 
因此 ， 
Cf-_p-o = Wpo, (26.10) 
因而 , 和 算 符 bpo 一 起 出 现在 光 算 符 (25.1) 中 的 函数 多 。v 确实 对 应 着 一 个 
动量 为 p 并 且 极 化 为 o 的 粒子 状态 . 我 们 还 将 看 到 , 电子 和 正 电 子 的 状态 是 
用 同一 函数 描述 的 : 
pe pp) Wppo- 
这 是 很 自然 的 , 因为 函数 Wo 只 包含 粒子 的 动量 与 极 化 的 信息 . 
时 间 反 演 的 操作 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 . 改变 时 间 的 符号 , 波 函 数 应 变 
成 其 复 共 思 函 数 . 为 了 在 与 原 光 相同 的 表示 中 得 到 “时 间 反 演 ” 波 函数 (Ty)， 
还 必须 对 Yr (或 的 分 量 进行 某 种 么 正 变换 . 这 样 , 和 (26.2) 式 类 似 , 算 符 工 
对 多 的 作用 可 以 写成 
Twy(t,r) = UrB(-t, 7), (26.11) 
其 中 Ur 为 乏 正和 矩阵 . 
重新 写 出 少 所 满足 的 狄 拉克 方程 : 


(oo 十 和 这:V 一 m) w(t, 7) = 0, 
以 及 y 所 满足 的 犹 拉 克 方 程 : 
Ga 十 这 . Vtm) w(t,7)=0. 
t 
在 后 一 方程 中 作 代 换 t 一 -并 左 乘 以 一 Uz: 


3 Os 一 一 
(人 — iUrY: v) p(t,r) — mUry(—t,7) = 0. 
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我 们 想 让 函数 Ury(--t,r) 和 w(t,7) 满足 同样 的 方程 : 
(i 十 这- v) DT7 双 (一 记 7) — mUry(-—t,r) = 0. 
比较 这 两 个 方程 , 我 们 求 出 矩阵 Uz 应 该 满足 的 条 件 为 : 
Ur =y Ur Ury=—yUr. (26.12) 
在 旋 量 表示 和 标准 表示 中 , 满足 这 些 条 件 的 矩阵 是 
Ur = iysyi~y. (26.13) 
因此 , 算 符 代 的 作用 由 如 下 公式 给 出 
Ty(t, 7) = i YY Ptr) = i y(t, 7). (26.14) 


这 个 变换 在 旋 量 表示 中 的 明显 形式 为 


全 :6e 一 一 Et， na oo ig (26.15a) 
或 
T:éo oi, 912 int. (26.15b) 
在 标准 表示 中 ， 
Be x ) . (26.16) 
0 一 0y 
我 们 来 研究 所 有 P, T, C 三 个 操作 对 东 作 用 的 结果 , 为 此 我 们 依次 写 出 
Tylt, 7) = —iy yw (—t, 7), 
PTy(t, 7) = i (TY) = yy YY (tr), 
CPTY(t, 7) = YY TP) = YY Yt 7), 
或 
CPTy(t, 7) = iyiy(-t, —r). (26.17) 
在 旋 量 表示 中 ， 
CPT :ec 一 一 1a ina, (26.18) 


@ (26.13) 式 中 的 相 因 子 的 选择 和 (26.5) 式 中 相 因 子 的 选择 有 关 , 参见 827 第 二 个 
脚注 . 
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这 从 变换 规则 (20.4), (26.7), (26.15) 是 不 难 证 明 的 @， 

上 面 对 和 矩阵 Uc 和 Uz 给 出 的 表示 式 是 采用 多 的 旋 量 表示 或 标准 表示 的 . 
最 后 我 们 来 看 看 这 些 表示 式 的 哪些 性 质 在 多 的 任意 表示 中 仍然 保持 . 

如 果 对 少 作 一 个 么 正 变 换 : 


y=Uy, Y=Uy, P= =PU+= 0 (26.19) 
那么 在 新 的 表象 中 , 我 们 有 
(C¥)' =U(CY) = UUo8 = TUc 人 DT) = TUcDW 
和 和 矩阵 Us 在 新 表象 中 的 定义 ((Cw)' = UL) 比较 , 我 们 求 出 
UL = UUoU. (26.20) 


只 有 当 了 是 实 的 时 , 变换 (26.20) 才 和 ?7 和 矩阵 的 变换 相同 . 因此 , 表示 式 
(26.5) 也 只 有 在 那些 在 旋 量 表示 或 标准 表示 的 变换 为 实 的 表象 中 才 是 正确 的 . 
矩阵 (26.5) 是 么 正 的 , 并 在 转 置 时 变 号 : 


UcU# =1, Uc= -Uo. (26.21) 


这 些 性 质 对 变换 (26.20) 不 变 , 因而 在 任何 表象 中 都 成 立 , 矩阵 (26.5) 也 是 厄 
米 的 (Uc = 三), 但 在 一 般 情况 下 , 这 一 性 质 将 被 变换 (26.20) 破坏 . 

上 述 讨论 与 (26.21) 式 同样 也 可 应 用 于 和 矩 阵 Uz 的 性 质 . 

在 二 次 量子 化 方法 中 , y 算 符 的 变换 C, P, 了 必须 表述 为 粒子 的 产生 和 
漂 没 算 符 的 变换 规则 . 这 些 规则 (类 似 于 813 中 对 零 自 旋 粒 子 所 做 的 那样 ) 可 
以 从 如 下 条 件 来 建立 : 变换 的 多 算 符 必须 能 够 写成 如 下 形式 : 


$C(t,r) = UcBlt,r), 
WP (ET) = y(t, —r), (26.22) 
T(t, 7) = Ury(-t,7). 
习 题 
求 Majorana 表象 中 的 电荷 共 示 算 符 (参见 821, 习题 2). 
解 : 在 Majorana 表象 中 , 徐 阵 Ul 可 通过 变换 (26.20) 由 标准 表示 中 的 
矩阵 Uc = -ay 得 到 , 这 时 的 U = (ay 十 B)/V2; 求 出 的 U4 = ay (ay 和 


@@ 标记 CPf 的 写法 意味 着 算 符 按 从 右 至 左 的 顺序 操作 的 . 由 于 至 与 全 以 及 户 互 
相 是 不 对 易 的 (在 它们 对 双 旋 量 的 作用 上 ), (26.17) 式 与 (26.18) 式 中 的 符号 是 和 它们 的 
操作 顺序 有 关 的 . 


. 98 第 三 章 费 米子 


6 都 是 标准 表示 中 的 矩阵 )， 如 果 Majorana 表象 中 的 量 用 带 搬 表示 , 我 们 有 


aa 


Cy' = UL(W*B'); 由 于 B' = oy, 所 以 
Cy = of ay) = oy = WV", 
也 就 是 说 , 取 电 荷 共 轧 等 价 于 取 复 共 斩 . 


§27 粒子 和 反 粒 子 的 内 豪 对 称 性 


自 旋 5 的 粒子 在 其 静止 系 中 的 波 函 数 是 一 单个 的 三 维 旋 量 (用 更 标记 ). 
这 个 旋 量 在 反 演 下 的 行为 和 粒子 的 内 豪 宇 称 概念 相 联系 . 然而 , 如 819 中 所 述 ， 
尽管 三 维 旋 量 的 两 种 可 能 的 变换 规则 (8c -二 igc) 是 互相 不 等 价 的 , 对 一 个 
旋 量 指定 特定 的 宇 称 仍 没有 绝对 的 意义 . 因此 , 我 们 不 能 谈论 任何 一 个 自 
旋 粒 子 的 内 豪 宇 称 , 但 是 我 们 可 以 指定 两 个 这 种 粒子 之 间 的 相对 内 店 宇 称 

由 两 个 三 维 旋 量 $0 和 $B 可 组 成 一 个 标量 更 (0 @(2?)e., 如 果 它 是 真 标 
量 , 就 说 这 两 个 旋 量 所 描写 的 粒子 有 相同 的 内 豪 宇 称 :; 如 果 它 是 厦 标 量 , 就 说 
这 两 个 粒子 具有 相反 的 内 豪 宇 称 . 

我 们 将 证 明 , 自 旋 为 5 的 粒子 和 反 粒 子 的 内 豪 字 称 是 相反 的 (B. B. 
BepecreIKrzaif，1948). 

首先 , 如 果 将 操作 C (26.7) 应 用 于 旋 量 表示 中 的 P 变换 (19.5) 

Pi:te 一 ia， 一 it (27.1) 

的 两 边 , 我 们 得 到 


Cor* 


条 


其 中 指标 c 标 志和 几 = (<) 电荷 共 罗 的 双 旋 量 = (5 的 分 量 . 取 复 共 斩 
并 交换 指标 , 我 们 求 出 


> i i 


Pi:noi°, £ms. (27.2) 
我 们 看 到 , 电荷 共 斩 的 双 旋 量 在 反 演 时 按 同 一 规则 变换 . 
设 We) 为 粒子 (例如 , 一 个 电子 ) 的 波 函 数 , 而 wl?) 为 反 粒 子 (例如 ,一 个 
正 电 子 ) 的 波 函 数 . 后 者 是 一 个 双 旋 量 , 它 描述 的 是 和 狄 拉 克 方 程 的 “ 负 频 率 ” 
解 电荷 共 轿 的 态 . 在 静止 系 中 , 它们 中 的 每 一 个 都 变 成 三 维 旋 量 : 


Eteja 2 ne) a $0) Etp)a a nl?) 二 BPD 
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按照 (27.1) 与 (27.2) 式 , 这 些 旋 量 在 反 演 下 的 变换 规则 如 下 
及” 一 igB", (27.3) 
对 8(9 与 更 (2) 相同 . 然而 乘积 @(e) @(2) 要 变 号 , 这 就 证 实 了 上 面 所 做 的 论断 . 
真 中 性 粒子 是 和 自己 的 反 粒 子 完全 相同 的 粒子 (参见 812), 这 种 粒子 场 的 
蕊 算 符 满足 如 下 条 件 
p(t, 7) = bot, 7). 
对 于 自 旋 为 = 的 粒子 , 这 意味 着 如 下 条 件 (在 旋 量 表示 中 ) @ 
名 = -说 +， 和 二 一 褒 +. (27.4) 
和 任何 一 个 表达 物理 性 质 的 关系 式 一 样 , 这 两 个 条 件 对 CPT 变换 是 不 变 的 @. 
不 难 证 明 , 事实 上 它们 不 仅 对 CPT 变换 不 变 , 而 且 对 三 种 变换 中 的 每 一 个 单 
独 变换 也 是 不 变 的 . 
在 819 中 我 们 曾 将 旋 量 的 反 演 定义 为 P? = -1 的 变换 , 并 一 直 用 到 现在 . 
不 难看 出 , 上 面 得 出 的 关于 粒子 与 反 粒 子 相 对 宇 称 的 结论 应 该 和 反 演 的 定义 


方式 无 关 . 
如 果 按 条 件 P? = 1 定义 反 演 , 则 (27.1) 式 将 变 成 


人 (27.5) 
这 时 , 电荷 共 粥 函数 按照 
一 一 人 人 一 
变换 , 和 (27.5) 式 相 差 一 个 符号 . 因此 , 三 维 旋 量 更 将 按照 
G0), BO) Gln ,BP)e 
变换 , 因而 乘积 更 “) $(") 将 依然 是 大 标量 . 


反 演 的 这 两 种 概念 在 物理 后 果 上 唯一 可 能 的 区 别 是 : 按照 (27.5) 式 的 
定义 , 真 中 性 场 的 条 件 对 这 种 变换 (或 CP 变换 ) 不 是 不 变 的 , 而 要 改变 等 式 
(27.4) 两 边 的 相对 符号 . 实际 上 , 已 知 的 真 中 性 粒子 中 没有 自 旋 为 > 的 粒子 ， 
现在 还 不 能 说 两 种 反 演 定义 的 上 述 区 别 有 没 有 实际 的 物理 意义 @. 


在 Majorana 表象 中 , 真 中 性 只 不 过 意味 着 算 符 灾 的 厄 米 性 (参见 826 习题 ). 

@ 更 确切 地 说 , CPT 变换 的 定义 在 这 里 应 该 使 类 型 (27.4) 的 关系 式 保持 不 变 , 适 
当选 择 矩 阵 Ur 定义 中 的 相 因 子 就 能 做 到 这 一 点 (参看 826 第 三 个 脚注 ). 

@ 两 种 反 演 定 义 的 不 完全 等 价 性 是 由 Racah 首先 指出 的 (G. Racah, 1937). 
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求 电 子 偶 素 (由 电子 和 正 电子 组 成 的 类 和 所 系统 ) 的 电荷 字 称 . 

解 : 两 个 欧米 子 的 波 函 数 对 同时 交换 两 粒子 的 坐标 、 自 旋 和 电荷 变量 应 
该 是 反对 称 的 (比较 813 的 习题 ). 交换 坐标 要 给 波 函 数 乘 以 (-]) 交换 自 旋 
来 以 (一 1)it3 (这 里 =0 或 1 为 系统 的 总 自 旋 ), 交换 电荷 再 乘 以 待 求 的 C. 
由 条 件 (一 1)!( 一 1)it+5CO = 一 1, 我 们 求 出 


Cs(=D"® 


既然 电子 和 正 电 子 的 内 豪 宇 称 相反 , 系统 的 空间 宇 称 为 P= (--1)i+t1. 组 合 字 
称 为 : CP = (一 1)5+1， 


828 双 线 性 式 


我 们 来 研究 由 函数 多 与 ww* 的 分 量 组 成 的 各 种 双 线 性 式 的 变换 性 质 . 这 
类 双 线 性 式 在 量子 力学 中 是 非常 重要 的 . 四 维 流 密度 矢量 (21.11) 就 属于 这 类 
双 线 性 式 . 

由 于 纱 与 丸 各 有 四 个 分 量 , 由 它们 可 以 组 成 4x4= 16 个 独立 的 双 线 性 
组 合 . 根据 819 中 任意 两 个 双 旋 量 (在 这 里 就 是 儿 和 WW*) 的 相 乘 方式 , 这 16 个 
组 合式 按 其 变换 性 质 的 分 类 是 显而易见 的 , 即 : 可 以 组 成 标量 (用 5 表示 ), 硒 
标量 (P), 和 真 四 维和 拓 量 V+ (4 个 独立 量 ) 等 价 的 二 秩 混 合 旋 量 , 和 厢 四 维 矢 
量 A+ (4 个 量 ) 等 价 的 二 秩 混合 旋 量 , 以 及 和 反对 称 四 维 张 量 TH* (6 个 量 ) 等 
价 的 二 秩 双 旋 量 . 

写成 对 称 形 式 (在 儿 的 任何 表象 中 ), 这 些 组 合 可 写成 如 下 形式 : 


S = py, P= ipysy, 
Vir=py, A= YY, TY 一 过 cy， (28.1) 
其 中 
oF = 57 7) = (0,iD) (28.2) 
((28.2) 式 中 的 分 量 已 在 (19.15) 式 给 出 ) 包 . 以 上 所 有 表示 式 都 是 实 的 . 
@ 对 进行 么 正 变 换 (表象 变换 ) 时 , 我 们 有 : 
划一 UV， YU Yo BU 


显然 , 双 线 性 式 对 这 种 变换 是 不 变 的 . 
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量 5 为 标量 和 量 P 为 履 标 量 的 事实 由 其 旋 量 表示 看 是 很 明显 的 : 
S=En+mé, P=i€"n— "8), 


这 些 公 式 和 表示 式 (19.7) 与 (19.8) 一 致 . 量 V+ 构成 一 个 矢量 由 如 下 推导 也 是 
明显 的 : 对 狄 拉克 方程 下 7pp = my 左 乘 以 ,得 到 
(Why Y) = mpy; 

因为 等 式 右边 是 标量 , 所 以 左边 的 表示 式 也 应 该 是 标量 . 

(28.1) 式 各 量 的 组 成 规则 是 很 明显 的 : 如 果 和 矩阵 yt 构成 一 个 四 维 矢 量 ， 
?5 是 一 个 厢 标 量 , 和 两 边 的 消 与 少 一 起 就 形成 一 个 标量 名 . 双 线 性 式 中 不 存 
在 对 称 的 四 维 张 量 , 这 一 点 从 旋 量 表示 可 看 出 , 也 可 由 下 述 规则 看 出 : 由 于 乞 
阵 的 对 称 组 合 为 yy 十 TY = 2g 必 ,而 这 种 形式 总 可 简化 为 一 个 标量 . 

将 (28.1) 式 中 的 多 函数 换 成 芒 算 符 , 就 得 到 二 次 量子 化 的 双 线 性 式 . 为 
使 讨论 更 为 普遍 , 我 们 将 假设 两 个 少 算 符 属 于 不 同 粒 子 的 场 , 并 用 下 标 a 与 b 
标记 . 现在 我 们 来 看 看 这 样 的 算 符 形式 在 电荷 共 斩 下 是 如 何 变换 的 . 我 们 有 


PC =Uop, $=UD (28.3) 

利用 (26.3) 与 (26.21) 式 , 我 们 有 : 
BEDE paUE DU. ovV, a —yaUdt UcY, = -四 办 
PEE = paUE yr Uc = -加 0 二 Dec = 加 入 各， 
当 算 符 按 原来 次 序 排列 时 ( 落 在 分 左边 ), 由 于 费 米 对 易 法 则 (25.4), 乘积 要 变 
号 (此 外 , 出 现 与 场 的 状态 无 关 的 一 些 项 ; 我 们 略 去 了 这 些 项 , 和 在 $13 中 类 似 
的 处 理 一 样 ). 这 样 , 我 们 得 到 
EPE = BB, Ey = By. 

对 其 它 双 线性 式 作 类 似 处 理 , 我 们 就 求 出 在 电荷 苍 下 的 结果 @ 
9 一 Soa, P,, 一 全 PB,, Ve 一 一 这， 


人 A 本 A 
p p pv pv 
4 < Abo, Tp A . 


(28.4) 
@ 由 于 = PreXppY YY, ~ 本 身 的 “ 恬 标 量 性 ”和 这 些 规 则 是 一 致 的 . 
@ 为 从 第 一 式 推出 第 二 式 , 我们 写 出 
y= UE") = PULYP = -USP = YUSP = US 
(利用 了 (26.3), (26.21) 式 和 xy 的 厄 米 性 ) . 


@ 必须 注意 , 对 于 由 y 函数 (而 不 是 少 算 符 ) 组 成 的 双 线 性 式 , 变换 (28.4) 有 相反 
的 符号 , 因为 函数 因子 芒 与 少 回 到 原来 次 序 时 并 不 会 伴随 符号 的 改变 . 
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这 些 双 线性 式 在 时 间 反 演 下 的 行为 可 以 类 似 地 确定 , 这 时 必须 记 住 ( 见 
$13), 这 个 操作 会 引起 算 符 次 序 改 变 , 因此 , 例如 ， 


(Pao)T 次 妈 . 


在 此 式 中 代 人 
pT = Ury,. Yr = -UFy, (28.5) 


我 们 得 到 
(DB) = hrUtD = BUrUt Dh = ope. 
用 同样 的 方法 研究 其 余 的 双 线性 式 , 我 们 得 到 


, Sp 3 Sa, bP,, = —P,, (这 0， V)o > (Vo, —V)o, 


i 又 过 28.6 
(4 A)ub = (A®, — 和 A)ba, 了 人 一 (P， a)ob 一 (P， —@)ba ( 
(5,6 为 三 维 矢量 , 按 (19.15) 式 , 它们 等 价 于 Tx* 的 分 量 ). 
在 空间 反 演 时 , 根据 张 量 的 性 质 , 我 们 有 包 
Sup 5.， P,, 人 Pb， (V, V)o (V', 一 矿 )ab， (28.7) 


(4 一 (-4,4)oo， 了 Ti = (Bap 一 (一遍 公 ob 


最 后 , 联合 进行 所 有 这 三 个 操作 , Ss, PB, TU 均 保 持 不 变 , 而 ,4 均 改 变 
符号 . 这 和 此 变换 是 四 维 反 演 是 一 致 的 : 由 于 四 维 反 演 等 价 于 四 维 坐标 系 的 转 
动 , 所 以 任何 秩 真 张 量 和 硒 张 量 对 这 种 转动 没有 区 别 . 

现在 我 们 来 考虑 由 四 个 不 同 函 数 加, ,we, 4 组 成 的 双 线 性 式 的 成 对 
乘积 . 其 结果 依赖 于 什么 对 的 函数 相 乘 在 一 起 . 但 是 , 有 可 能 把 任何 这 种 乘积 
都 化 为 具有 指定 因子 对 的 双 线 性 式 的 乘积 (W. Pauli, M. Fierz, 1936). 我 们 来 
推导 进行 这 种 约 化 所 依据 的 关系 式 . 

我 们 来 研究 四 阶 和 矩阵 的 集合 


1， YY, ip, io” (28.8) 
(1 为 单位 矩阵 ), 给 这 16 个 (=1+1+4+4+6) 矩阵 按 任 意 确定 的 序列 编号 , 并 
用 7y4(4 = 1,… ,16) 标记 它们 . 并 用 ?74 标记 四 维 张 量 指标 (p, v) 在 下 面 的 相 


© 为 避免 误解 , 应 该 提请 注意 : 变换 了 与 已 还 包含 函数 宗 量 的 改变 ; 若 (28.6) 与 
(28.7) 式 的 左边 为 xz= (tr) 的 函数 , 右边 (变换 了 的 双 线 性 式 ) 则 分 别 是 依赖 于 


rT =(-tr), 2? = (t,—r) 


的 函数 . 
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同 矩 阵 , 它们 具有 如 下 性 质 : 
ay4=004D， yy4=l itrytye = 6h (28.9) 


最 后 的 这 个 性 质 表 明 , 矩阵 y4 是 线性 独立 的 . 又 因为 它们 的 数目 等 于 四 阶 矩 
阵 的 基 的 数目 (4 x ,所 以 , 和 矩阵 74 构成 一 个 可 以 表示 任意 四 行 矩 阵 本 的 完 
备 集 : 

人 一 2 ea cA = A Yal, (28.10) 


或 写成 带 和 矩阵 下 标 (i,k = 1,2,3,4) 的 明显 形式 
1 
J + 3» [mY ALYAik. 


特别 是 , 假设 矩阵 有 只 包含 一 个 元 素 (mw) 是非 零 的 , 我 们 就 得 到 所 求 的 关系 
式 (“完备 性 条 件 ”): | 

Hil Okm = A Yai YA (28.11) 

A 

对 方程 两 边 乘 以 如 姑 ym, 我们 有 
Dp) Dp) = 3 DT YA) By). (28.12) 

A 

这 是 我 们 要 推导 的 一 个 方程 , 它 将 两 个 标量 双 线 性 式 之 积 约 化 为 包含 另 一 对 


因子 组 成 的 双 线 性 式 的 乘积 巴 . 
相同 类 型 的 其 它 方程 可 由 (28.12) 式 得 到 , 为 此 , 需 进 行 代 换 


yp 妨 一 0 
并 用 到 展开 式 
1 
?7472 = 2 ea" cR = tr YY YR 
(参见 习题 ). 


为 了 后 面 引 用 方便 , 这 里 我 们 还 要 给 出 和 (28.11) 式 对 应 的 二 阶 和 矩阵 的 关 
系 式 . 线性 独立 的 二 行 矩 阵 o4(4 = 1,.… ,4) 的 完备 集 是 


oe (28.13) 


Q@ 为 避免 误解 , 应 该 说 明 , 我 们 在 这 里 指 的 是 由 函数 构成 的 双 线 性 式 . 对 于 由 反 
对 易 少 算 符 组 成 的 双 线性 式 , 变换 的 符号 是 相反 的 . 
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它们 具有 性 质 | 
tro4 = 0(o4 #1), tr oo? = 945. (28.14) 


其 完备 性 条 件 为 : 


1 1 ] 
Omy0p86 == 5 olpof, 一 DC op "IT 十 ap057 (28.15) 
A 


(a, 6,7Y,6 = 1,2), 或 写成 : 


1 3 
Ca6 .Cir = 一 Cor - 088 十 Doard5p. (28.16) 


习 匮 

对 两 个 双 线 性 式 PV, A,T 的 标量 积 推出 和 (28.12) 式 类 似 的 公式 . 
解 : 我 们 采用 符号 

Js = (9 pV Yeh， JP = (VY TY59%d)， 

Jy = Py) yp Ja = (Vi) yy pd), 

Jr = (% ic pt)(W igus!), 
而 用 带 搬 的 相同 字母 表示 交换 了 哟 和 人 位置 的 乘积 .采用 上 述 方法 ,我 
们 得 到 


4Js= Js+ Jv+ Jri+ Ja+ JP， 


4Jy = 4Js — 2Jv 二 2.4 — 4Jp, 
4J7 = 6Js — 2JT 十 6Jp， 
4.J4 = 4Js + 2Jv — 2JA — 4Jp, 


4dJjp= Js— Jy+ Jr- Jat+ Jp 


(其 中 第 一 个 方程 和 (28.12) 式 相 同 ). 


§29 极 化 密度 和 矩阵 


描述 动量 为 p 的 自由 运动 平面波) 粒子 的 波 函数 钞 其 与 坐标 的 依赖 关 
系 归结 为 一 个 公 因子 er", 而 振幅 wu 作为 一 个 自 旋 波 函 数 . 在 这 样 的 状态 ( 纯 
态 ) 中 , 粒子 是 完全 极 化 的 (参见 第 三 卷 , 859). 在 非 相对 论 性 理论 中 , 这 意味 着 
粒子 自 旋 具 有 确定 的 空间 方向 (更 确切 地 说 , 存在 着 自 旋 分 量 为 确定 值 +3 的 
方向 ). 在 相对 论 性 理论 中 , 在 823 已 指出 , 由 于 自 旋 矢量 不 守恒 , 在 任何 参考 
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系 中 这 样 描述 一 个 状态 已 不 可 能 . 纯 态 仅仅 意味 着 在 粒子 静止 的 参考 系 中 , 自 
旋 才 具有 确定 的 方向 . 
在 一 个 部 分 极 化 的 状态 中 , 不 存在 确定 的 振幅 , 而 只 有 极 化 密度 矩阵 
pik (i,k 二 1,2,3,4 为 双 旋 量 指标 ). 我 们 这 样 定 义 这 个 矩阵 , 使 得 它 在 纯 态 
中 简化 为 乘积 
pik = UpiUpk. (29.1) 
相应 地 , 矩阵 p 的 归 一 化 条 件 为 
trp = 2m (29.2) 


(参见 (23.4) 式 ). 
在 纯 态 中 , 自 旋 平均 值 由 量 


四 1 log 
一 / Vp* Ddiz = je Up Up 一 HUpY Dup (29.3) 


给 出 . 对 于 部 分 极 化 状态 , 相应 的 表示 式 为 
Fe Ttr (py 05) = Ttr oe (29.4) 
振幅 wy 与 码 满足 代数 方程 组 
op 一 mjup 三 0， ip(Yp—m)= 
所 以 矩阵 (29.1) 满足 方程 
(np 一 mm)p=0， pp 一 mm)=0. (29.5) 


在 混合 态 (对 自 旋 而 言 ) 的 一 般 情 况 下 , 密度 矩阵 应 该 满足 类 似 的 线性 方程 ( 比 
较 第 三 着 $14 中 类 似 的 论证 ). 

如 果 我 们 在 静止 参考 系 中 研究 自由 粒子 , 非 相对 论 性 理论 是 可 以 应 用 的 . 
在 这 个 理论 中 , 部 分 极 化 态 由 三 个 参量 一 一 平均 ple 5 的 分 量 完全 确定 
因此 很 明显 , 同样 的 参量 将 确定 经 任意 洛 伦 兹 变换 后 的 极 化 态 , 即 运动 粒子 的 

我 们 用 《 标记 静止 参考 系 中 的 二 倍 平均 自 旋 矢量 值 (在 纯 态 中 , |¢| = 1， 
在 混合 态 中 , |6| < 1). 为 对 极 化 态 作 四 维 描述 , 定义 一 个 四 维 矢 量 ar 是 较为 
方便 的 , 在 静止 参考 系 中 它 和 三 维 矢量 ¢ 相同 ; 既然 6 是 轴 矢 量 , a 就 是 一 个 
四 维 硅 天 量 . 这 个 四 维 矢量 和 静止 参考 系 中 的 四 维 动量 正 交 (在 该 参考 系 中 ， 
ak = 二 (0,6),pr* = (m,0)), 因此 , 在 任意 参考 系 中 , 我 们 有 


arp, = 0. (29.6) 
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在 任意 参考 系 中 还 将 有 
Q50/ = a (29.7) 


在 粒子 以 速度 v= p/e 运动 的 参考 系 中 , 四 维 矢量 ar 的 分 量 可 以 由 静止 
参考 系 通过 洛 伦 兹 变换 推出 , 为 


a" = ol, QL 一 6L， al 三 dl (29.8) 
其 中 的 下 标 上 与 上 分 别 表示 与 方向 p 平行 与 垂直 的 分 量 外 , 这 些 公式 可 以 写 
成 矢量 形式 : 


D(6.P) _a:p_p:¢6 四 (p- 6)? 
Te 


我 们 首先 研究 非 极 化 态 (6 = 0). 在 这 种 情形 下 , 密度 和 矩阵 中 只 能 够 包含 
四 维 动量 p 作为 参量 出 现 . 满足 方程 (29.5) 的 这 种 和 矩阵 的 唯一 形式 是 


a 一 6 十 





p= 了 0p 十 由 (29.10) 


(I. E. Tamwm, 1930, H. B. G. Casimir, 1933). 其 中 常 系数 是 按照 归 一 化 条 件 
(29.2) 选择 的 . 
在 部 分 极 化 (¢ 半 0) 的 一 般 情形 下 , 我 们 来 求 如 下 形式 的 密度 矩阵 


1 
p= P+m)p (P+ m), (29.11) 
它 自动 满足 方程 (29.5). 当 ¢ = 0 时 , 辅助 矩阵 p' 必须 变 成 单位 矩阵 ; 由 于 
(yp+m)? = 2m(yp + m,), 


所 以 , 表示 式 (29.11) 和 (29.10) 相同 . 其 次 , 和 矩阵 p/ 还 必须 线性 地 包含 四 维 天 
量 a 作为 一 个 参量 , 即 必须 有 如 下 形式 


p' =1- Ay (Ya); (29.12) 


@ 在 相对 论 力学 中 , 和 任何 角 动 量 的 分 量 一 样 ,平均 自 旋 矢量 5 的 分 量 就 其 变换 
性 质 而 言 , 是 反对 称 张 量 Sx 的 空间 分 量 . 四 维 矢 量 a^ 和 这 个 张 量 的 关系 由 如 下 方程 
给 出 : 


1 2 
SN 二 Fe ravpp， OA 二 一 一 eApvpSivpp， 


必须 强调 指出 , 在 任意 参考 系 中 , 四 维 矢量 ax 的 空间 部 分 a 绝 不 等 于 25. 不 难看 出 ， 


= 1 E E 
23 一 元 (ele 一 a"|p|) = el 251 二 er 一 el 
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在 第 二 项 中 包含 寿 矢 量 ec 和 “四 维和 矩阵 左 和 拓 量 "人 六 7 的 “标量 ” 积 . 为 了 确定 
系数 4, 我 们 写 出 静止 系 中 的 密度 矩阵 : 


p= 开 (1+?0)GL+4057 OL +H) = 了 (1 二 30) 人 LA4057 6)， 


并 按 (29.4) 式 计 算 自 旋 平 均值 . 利用 §22 中 的 法 则 不 难 发 现 , 阵 迹 中 的 唯一 非 
零 项 是 


_ ] A 
25 = tr (py°7) = -Tt 60) = 4 


令 这 个 表示 式 等 于 C, 我 们 得 到 4 = 1. 把 (29.12) 式 代 入 (29.11) 式 并 交换 因 
子 p' 和 (yp 十 m), 就 得 到 p 的 最 后 表示 式 . 由 于 a 和 wp 正 交 , 乘积 yp 和 ya 反 
对 吻 : 


(Ya)(7p) = 2ap — (yp)(7a) = 一 (7D)(7a)， 


因此 和 75(7ya) 对 易 . 
这 样 , 部 分 极 化 电子 的 密度 和 矩阵 可 表示 为 


p= 5p+ ml — (ya)) (29.13) 


(L. Michel, A. S. Wightman, 1955). 如 果 和 矩阵 p 已 知 , 则 描述 状态 的 四 维 矢 量 a 
可 由 下 面 公 式 求 出 : 

Qe Dtr (pyy*). (29.14) 
并 因此 矢量 《也 可 求 出 . 

正 电子 的 密度 和 矩阵 公式 和 电子 完全 类 似 . 如 果 一 个 具有 四 维 动量 wp 的 正 
电子 用 其 振幅 wp” 与 由 此 振幅 定义 的 密度 矩阵 plPo) 来 描述 , 那 就 和 电子 
的 情形 没有 任何 区 别 , 且 和 矩阵 ptpos) 将 由 同一 公式 (29.13) 给 出 . 但 是 , 在 实际 
计算 有 正 电子 参加 的 散射 过 程 的 截面 时 , 必须 (如 下 面 将 看 到 的 ) 处 理 的 不 是 
upoa), 而 是 “ 负 频 率 ” 的 振幅 wp. 所 以 , 极 化 密度 矩阵 (用 p(-) 标记 ) 的 定义 
必须 能 使 它 在 纯 态 时 化 为 w_piT_pk. 

按照 (26.1) 式 , 正 电子 的 振幅 为 vipoe) = Ucz_。 相反 地 ， 


= = Uoi(p®s), Vs = US wpos) = uP Ue 
(参见 (28.3) 式 ). 如 果 


Be pT ph ph™) = up a 


那么 这 些 公式 给 出 
p77) = UcPPo) Ue, (29.15) 
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代入 plPos) 的 表示 式 (29.13) 并 利用 (26.3), (26.21) 式 进 行 简单 的 整理 , 我 
们 得 到 


p= 30p -mh F(a) (29.16) 

特别 是 , 对 于 非 极 化 态 ， 
po = =P —m). (29.17) 
以 下 在 谈 到 正 电子 密度 矩阵 时 , 我 们 将 指 的 是 矩阵 p(-) 并 略 去 指标 (一 ) (矩阵 


ptpos) 实际 上 并 不 需要 ). 

在 各 种 计算 中 , 我 们 常常 需要 计算 形 如 EFvw(= Fipuk) 的 表示 式 对 自 旋 
态 的 平均 值 , 其 中 F 是 某 一 个 (四 行 ) 矩阵 , 而 w 是 具有 确定 四 维 动量 p 状态 
的 双 旋 量 振幅 . 这 种 求 平均 等 价 于 用 一 个 部 分 极 化 态 的 密度 矩阵 pki 代替 乘 
积 vr;. 

特别 是 ， 对 两 个 独立 自 旋 态 的 完全 平均 等 价 于 变 成 一 个 非 极 化 态 , 按 
(29.10) 式 , 我 们 有 

2 和 >》， UpF up = 3 (yp 十 mm)F. (29.18) 
polar. 
类 似 地 , 对 负 频 率 的 波 函 数 ， 


5 = >, TU_pFu_p = 3 (yp 一 im) 所 (29.19) 


polar. 
如 果 这 里 指 的 不 是 求 平均 , 而 是 对 所 有 自 旋 态 求 和 , 其 结果 将 增 大 一 售 . 
现在 我 们 来 看 看 密度 矩阵 (29.13) 如 何 过 渡 到 其 非 相对 论 极限 . 为 此 , 我 
们 采用 电子 的 静止 参考 系 . 在 波 函 数 的 标准 表示 中 , 此 参考 系 内 的 振幅 wy 在 
非 相 对 论 极限 下 有 两 个 分 量 , 因此 , 密度 矩阵 应 该 是 二 行 的 . 实际 上 , 在 静止 参 
考 系 中 ， 


p= (7 +1)(l+YYy':©), 


利用 > 矩阵 的 表示 式 (21.20) 与 (22.18), 我 们 求 出 


人 dey 1 ， Pnon-r 一 和 (1 二 6) (29.20) 


零 代表 二 行 的 零 矩 阵 . 如 果 我 们 采用 非 相 对 论 理论 中 通常 的 归 一 化 , 密度 矩阵 
归 一 化 为 1 (tr pnon-r = 1), 而 不 是 归 一 化 为 2m, 则 上 式 必须 除 以 2m, 得 到 


1 
5(1 十 .6). 
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和 第 三 卷 的 (59.6) 式 一 致 . 
类 似 地 , 正 电 子 密度 矩阵 的 非 相 对 论 极 限 是 


0 0 
及 二 ( | 》 Pnon-r 一 —m(1+o.:¢). 
0 Pnon-r 


最 后 , 我 们 写 出 极端 相对 论 情况 下 密度 矩阵 的 简化 表示 式 . 在 (29.8) 式 中 
取 |p| 污 e (忽略 (m/e)? 级 的 小 量 ), 并 将 结果 代入 (29.13) 式 或 (29.16) 式 , 取 pp 
的 方向 为 xz 轴 , 可 写 出 : 

六 三 5[e(9 一 7 ) 土 m] [ 一 六 (二 0? 一 六 )6 一 对 4) | 
其 中 上 面 的 符号 属于 电子 情形 , 下 面 的 符号 属于 正 电 子 情形 . 在 乘积 展开 时 ， 
其 中 的 领头 项 消去 , 次 级 项 给 出 
p= ;ely 一 了 Y) 上 十 (十 Gj 十 CL) 
或 将 e(Yy? 一 ) 重新 写成 yp 的 形式 : 
p= ;OD 十 了 (+ + 61 7)]. (29.21) 


这 就 是 所 求 的 极端 相对 论 情 形 下 的 密度 矩阵 的 表示 式 . 我 们 要 提请 注意 
的 是 , 极 化 矢量 6 的 所 有 分 量 以 相同 的 数量 级 平等 地 包含 在 这 个 表示 式 中 . 我 
们 还 记 起 ， 6 是 极 化 矢量 和 粒子 的 动量 相 平 行 (CG > 0) 或 反 平 行 (Cy < 0) 的 
分 量 . 特别 是 对 粒子 的 螺旋 性 态 , 6| = 2 和 = 士 1; 这 时 , 密度 矩阵 具有 特别 简单 
的 形式 : 

p= -OD)( 士 2X7 )， (29.22) 
和 中 微 子 或 反 中 微 子 的 密度 矩阵 的 形式 相同 , 正如 应 该 的 那样 , 这 是 因为 , 中 
微 子 或 反 中 微 子 是 质量 为 零 且 具有 确定 螺旋 性 的 粒子 (参见 830)， 
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我 们 在 820 中 看 到 , 描述 自 旋 为 5 的 粒子 要 用 两 个 旋 量 (€ 与 内 , 这 是 和 


粒子 的 质量 相 联系 的 . 如 果 粒 子 的 质量 为 零 , 就 失去 这 个 必要 性 了 . 描述 这 种 
粒子 的 波动 方程 只 需要 一 个 旋 量 , 比如 说 , 带 点 的 旋 量 休 
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或 等 价 地 ， 
(Po 十 五 . oj)m7 = 0. (30.2) 


在 820 中 还 曾 指 出 , 包含 质量 mm 的 波动 方程 对 反 演 (变换 (20.4)) 必定 是 
对 称 的 ， 当 用 一 个 旋 量 描述 粒子 时 , 这 种 对 称 性 不 再 存在 . 但 是 这 并 不 重要 ， 
因为 对 反 演 的 对 称 性 不 是 自然 界 的 普遍 性 质 . 

m 二 0 的 粒子 的 能 量 和 动量 之 间 存 在 着 联系 < = |pl, 所以, 对 于 平面 波 
(mp 人 ez) 方程 (30.2) 给 出 


mo)mp = 一 ?po， (30.3) 
其 中 n 为 矢量 p 方 向 的 单位 矢量 . 类 似 的 方程 
(no0)n-p = —n-p (30.4) 
对 “ 负 频 率 ” 的 波 (nm-p ~ ezz) 成 立 . 二 次 量子 化 的 少 算 符 为 : 
2 (ri +n-pbt)， 从 = De + pbp). (30.5) 


如 通常 一 样 , 由 此 得 出 , 人 ?为 反 粒子 的 波 函 数 
由 算 符 2?8 的 定义 (20.1) 可 看 出 , 如 p* = -PH8. 因此 , 复 共 M 旋 量 玉 满 
足 方程 他 “7 二 0, 或 等 价 地 ， 


Bapn* = 0. 


我 们 写成 np* = ge8 是 要 表示 这 样 的 一 个 事实 : 复 共 思 将 带 点 的 旋 量 变 成 为 不 
带 点 的 旋 量 . 于 是 , 反 粒 子 的 波 函 数 满足 方程 


papés = 0, (30.6) 
或 
(加 -PF.o)t =0. (30.7) 
因此 , 对 于 平面 波 ， 
(mn .ah)6p = é. (30.8) 


但 是 , =(n-c) 是 自 旋 在 运动 方向 上 的 投影 算 符 , 所 以 , 方程 (30.3) 与 (30.8) 
意味 着 , 具有 一 定 动量 的 粒子 的 状态 必然 是 螺旋 性 态 , 自 旋 在 运动 方向 上 的 分 
量 有 确定 值 . 这 时 ,如果 粒 子 的 自 旋 和 动量 反方 向 ( 曙 旋 性 为 ;) 则 反 粒 


子 的 自 施 沿 着 动量 方向 (螺旋 性 为 +)， 
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自然 界 存在 的 中 微 子 看 来 就 是 具有 这 种 性 质 的 粒子 . 习惯 上 将 螺旋 性 为 
-3 的 粒子 称 为 中 微 子 , 而 螺旋 性 为 +5 的 粒子 叫 反 中 微 子 @. 

中 微 子 状态 在 自 旋 方向 上 是 非 简 并 的 , 与 此 相 联系 , 我 们 在 88 中 说 过 , 一 
个 质量 为 零 的 粒子 只 具有 对 动量 方向 的 轴 对 称 性 . 对 一 个 真 中 性 粒子 一 光 
子 , 这 种 对 称 性 既 包 括 绕 此 轴 的 转动 对 称 , 又 包括 在 穿 过 此 轴 的 平面 内 的 反射 
对 称 . 对 中 微 子 不 存在 反射 对 称 , 只 有 绕 轴 的 转动 群 , 它 保持 角 动 量 沿 该 轴 的 
分 量 守恒 且 不 变 号 . 只 有 同时 将 粒子 变 为 反 粒 子 , 才 会 有 反射 对 称 性 . 

还 必须 指出 , 中 微 子 必然 是 纵向 极 化 的 , 这 意味 着 无 法 将 其 自 旋 和 轨道 角 
动量 区 别 开 来 (如 同 光子 必然 是 横向 极 化 一 样 , 参见 $6). 

由 一 个 旋 量 y (或 6) 可 构成 全 部 四 个 双 线 性 组 合 , 它们 一 起 构成 四 维 
矢量 





j= (7 TI on). (30.9) 
容易 证 实 , 方程 
(Po+B:o)n=0 -po)=0 
意味 着 连续 性 方程 ,7+* = 0 成立, 即 j* 起 着 粒子 的 四 维 流 密度 矢量 的 作用 . 


中 微 子 平面 波 可 采用 和 $23 中 对 有 质量 粒子 用 过 的 方法 类 似 的 方法 归 
一 化 : 


np 一 we-ipe 1_ = 一 一 多 _oelpz (30.10) 
Dp V2e p ’ —Pp V2e 一 了 ’ . 
而 旋 量 振幅 由 不 变性 条 件 
vip(l, 0)urp = 2(e, p) (30.11) 


归 一 化 . 这 时 , 粒子 密度 与 粒子 流 密度 为 2 =1,7 = p/e =n. 
既然 给 定 动 量 的 目 由 中 微 子 永 远 是 完全 极 化 的 , 那 就 不 存在 (对 自 旋 而 
言 ) 混合 态 . 但 引入 一 个 二 行 极 化 “密度 矩阵 ”仍然 是 方便 的 , 它 可 简单 地 定 
义 为 二 秩 旋 量 
pap = Uaup (30.12) 
(这 时 trp = 2e). 这 个 矩阵 的 表示 式 可 通过 要 求 其 满足 方程 


(E+p:o)p=ple+p:0)=0 


泡 利 为 解释 8 衰变 的 性 质 从 理论 上 预言 了 中 微 子 的 存在 (1931). 方程 (30.1) 是 
由 Weyl 首先 讨论 的 (H. Weyl 1929). 以 这 些 方 程 为 基础 的 中 微 子 理论 后 来 由 朗 道 、 李 
政道 、 杨 振 宁 与 萨 拉 姆 发 展 (1957). 

关于 中 微 子 质量 等 于 零 的 问题 ,迄今 为 止 还 没有 从 实验 上 最 终 查 明 . 为 标识 由 方 
程 (30.3) 所 描述 的 粒子 , 后面 我 们 将 采用 “中 微 子 ” 这 个 术语 . 
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得 出 . 因此 我 们 有 
p=ée—p':o. (30.13) 
当 研 究 各 种 相互 作用 过 程 时 , 中 微 子 可 能 和 其 它 自 旋 为 ;、 质量 不 为 零 
的 粒子 一 起 出 现 , 而 那些 粒子 要 用 四 分 量 波 函 数 描述 . 在 这 种 情形 下 为 保持 标 
记 一 致 , 可 在 形式 上 为 中 微 子 也 定义 一 个 “ 双 旋 量 ” 波 函数 , 只 不 过 其 中 两 个 
分 量 为 零 : 少 = (路 但 是 , 当 过 渡 到 其 它 ( 非 旋 量 ) 表示 时 , 少 的 这 种 形式 一 般 
来 说 将 被 破坏 . 这 个 困难 是 可 以 避免 的 , 我 们 知道 , 在 旋 量 表示 中 存在 恒等式 


1 十 六 & 0 0 本 


其 中 & 是 一 个 任意 的 “辅助 ” 旋 量 , 它 在 最 后 结果 中 并 不 出 现 ; (矩阵 六 由 
(22.18) 式 给 出 ). 因此 , 只 要 将 少 取 为 m=0 时 的 狄 拉 元 方 程 





(PY =0 (30.14) 
的 解 , 而 且 满足 补充 条 件 (1 十)y 一 苏 或 者 
yD = 人 . (30.15) 


那么 , 在 任何 表示 中 用 四 分 量 的 描述 中 微 子 时 , 其 作为 真正 的 “二 分 量 ”中 
微 子 的 条 件 将 保持 不 变 . 
将 此 条 件 考虑 在 内 的 方法 是 , 在 每 当 出 现 与 纺 时 , 都 进行 下 列 代 换 : 


5 





5 二 二 下 
太一 Ty 有 (30.16) 
例如 , 四 维 流 密度 矢量 可 以 写成 (在 表示 式 pyr 中 作 代 换 (30.16)): 
六 = P+) = 5B (L + )W. (30.17) 
用 同样 方法 , 中 微 子 的 四 行 密 度 和 矩阵 可 写成 
p= 0 + 人)Op)G 一 7 ) = (1 + )(p). (30.18) 


在 旋 量 表 示 中 , 它 应 该 化 为 二 行 矩 阵 (30.13) 式 


0 0 
E 一 ID 0 


对 反 中 微 子 有 类 似 的 公式 , 区 别 只 是 % 前 面 的 符号 要 改变 . 
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中 微 子 是 电 中 性 的 粒子 . 但 是 具有 上 述 性 质 的 中 微 子 不 是 一 个 真正 中 性 
的 粒子 . 这 里 必须 指出 , 在 可 Mpeg i 方面 , 用 
二 分 量 旋 量 描述 的 “中 微 子 场 ”, 等 价 于 用 四 分 量 双 旋 量 描述 的 真 中 性 场 . 对 
这 种 真 中 性 场 , 在 这 里 不 是 指 有 确定 螺旋 性 的 粒子 与 反 粒子 的 状态 , 而 是 指 螺 
旋 性 有 两 种 可 能 值 的 一 种 粒子 同样 数目 的 状态 , 并 且 反 演 对 称 性 将 自动 保证 . 
但 是 我 们 看 到 ,“ 四 分 量 ” 中 微 子 的 质量 等 于 零 可 以 说 是 “偶然 的 ”, 这 是 因为 
中 微 子 的 零 质量 并 不 和 其 波动 方程 的 对 称 性 相关 (质量 不 为 零 是 允许 的 ). 所 
以 , 这 种 粒子 的 各 种 相互 作用 必然 意味 着 虽 很 小 、 但 仍 不 是 严格 为 零 的 静 质 
量 的 存在 . 


§31 目 旋 为 3/2 的 粒子 的 波动 方程 


和 目 旋 为 3/2 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 秩 的 三 维 对 称 旋 量 描 述 (有 
2s 十 1 = 二 4 个 独立 分 量 ). 相应 地 , 在 任意 参考 系 中 , 对 其 的 描述 可 包含 四 维 旋 
量 £0 人 1Y,napgy 与 (py,Xab 其 中 每 一 个 四 维 旋 量 对 同类 ( 带 点 的 或 不 带 点 的 ) 
的 所 有 指标 都 是 对 称 的 ; 在 反 演 时 , 每 一 对 中 的 两 个 旋 量 将 互相 交换 . 

为 使 静止 参考 系 中 的 四 维 旋 量 eep3 与 Wap 变 成 对 所 有 三 个 指标 都 对 称 
的 三 维 旋 量 , 它们 必须 满足 如 下 条 件 


你“ apy = 0， Ba aE = 0. (31.1) 
实际 上 , 在 静止 参考 系 中 , 我 们 有 
D5 


(如 由 (20.1) 式 看 出 的 ). 因此 , 条 件 (31.1) 归结 为 方程 : 


— Podh = mds 


én py =0, 64é°py = 0， 


其 中 带 撤 的 字母 标记 对 应 的 三 维 旋 量 ; 换 句 话 说 , 这 些 旋 量 对 指标 a, 6 缩 并 
时 结果 为 零 , 这 就 意味 着 它们 对 这 两 个 指标 是 对 称 的 , 因而 对 所 有 三 个 指标 都 
是 对 称 的 ， 

旋 量 上 和 之 间 的 微分 关系 为 


Bnts = me 的， Boyéht = mn， (31.2) 


此 方程 的 左边 的 对 称 性 (对 指标 六 3 或 a, 5) 由 条 件 (31.1) 所 保证 , 由 此 条 件 
它们 在 所 有 指标 缩 并 时 都 为 零 . 在 静止 参考 系 中 , 由 于 方程 (31.2), 三 维 旋 量 
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上 和? 是 相同 的 . 从 方程 (31.2) 中 消去 nm 或 &, 我 们 发 现 , 旋 量 上 和 的 每 一 
个 分 量 都 满足 二 阶 方程 
(FP 一 m2)6op3 = 0. (31.3) 

(31.1) 和 (31.2) 的 全 部 方程 构成 自 旋 为 3/2 的 粒子 波动 方程 的 完全 集 包 ， 

引入 旋 量 5 和 x 没有 产生 任何 新 的 结果 . 它们 是 按照 下 列 关系 式 建立 的 : 
mk = 六 71, mxXags = faség,,. 

利用 旋 量 的 矢量 性 质 可 将 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 方程 表述 成 男 一 种 形式 (W. 
Rarita, J. Schwinger, 1941; A. C. aspinos, HI. E. TaxM, 1942). 一 对 旋 量 指 
标 ap 相当 于 一 个 四 维 矢 量 指标 人 因此 , 三 秩 旋 量 的 分 量 6ep+ 可 对 应 于 具有 
一 个 矢量 指标 和 一 个 旋 量 指标 的 “混合 " 量 凡 的 分 量 . 类 似 地 , 旋 量 mo7 对 
应 于 量 ,而 两 个 旋 量 一 起 和 "矢量 性 ” 双 旋 量 , ( 双 旋 量 指 标 未 写 出 ) 相对 
应 . 这 时 , 波动 方程 变 成 每 个 矢量 分 量 多 , 的 “ 狄 拉克 方程 ”: 


(07 一 m) 加 =0 (31.4) 
其 补充 条 件 为 
Yh =0. (31.5) 


利用 旋 量 表示 中 和 矩阵 y* 的 表示 式 和 旋 量 与 矢量 分 量 之 间 的 关系 式 (18.6)， 
(18.7), 我 们 不 难 证 实 , 方程 (31.4) 意味 着 方程 (31.2), 而 条 件 (31.5) 等 价 于 旋 
量 ceb 和 m587 对 指标 Bj 或 By 是 对 称 的 条 件 . 方程 (31.4) 乘 以 y+, 再 应 用 
条 件 (31.5), 我 们 得 到 


YY pubp =0 


或 利用 矩阵 y+ 的 对 易 关 系 ， 


29 和 2 一 了 Poy Y= 0. (31.6) 
第 二 项 根据 (31.5) 又 等 于 零 , 而 第 一 项 给 出 
Py = 0. (31.7) 


不 难看 出 , 由 (31.4) 式 和 (31.5) 式 自动 得 出 的 这 个 条 件 和 条 件 (31.1) 是 等 价 
的 . 
最 后 ， 波动 方程 还 有 一 个 表述 方法 ， 即 采 用 量 Wikl (%, k,l = 1,2,3,4), 它 有 
三 个 双 旋 量 指标 并 对 这 三 个 指标 是 对 称 的 (V. Bargmann, E. P. Wigner, 1948). 
D 关于 这 些 方程 的 拉 格 归 日 表述 ， 请 参见 815 中 引用 的 Fierz 与 Pauli 的 文章 . 
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这 一 组 量 等 价 于 全 部 四 个 旋 量 €,7,6,X 的 分 量 . 波动 方程 变 成 一 组 “ 狄 拉克 
方程 ”: 

BYim Pmt = ZW 有， (31.8) 
容易 看 出 , 这 组 方程 已 能 得 到 所 必需 的 独立 分 量 wins 的 数目 (四 个 ), 所 以 , 就 
不 需要 进一步 的 附加 条 件 . 实际 上 , 在 静止 参考 系 中 , (31.8) 式 归 结 为 等 式 


7 一 人 


按照 这 个 等 式 , (在 标准 表示 中 ) i,k,! = 3,4 的 所 有 分 量 都 为 零 , 即 wrt 简化 为 
一 个 三 秩 三 维 旋 量 的 分 量 . 

以 上 结果 显然 可 以 推广 到 任何 半 整 数 自 旋 s 的 粒子 . 当 用 形 如 (31.4) 式 
与 (31.5) 式 的 方程 描述 时 , 波 函 数 将 是 有 一 个 双 旋 量 指标 的 (2s 一 1)/2 秩 的 对 
称 四 维 旋 量 . 而 用 形 如 (31.8) 式 的 方程 描述 时 , 波 函 数 将 有 2s 个 双 旋 量 指标 ， 
并 且 对 这 些 指标 是 对 称 的 . 
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从 本 质 上 讲 , 自由 粒子 的 波动 方程 描述 的 只 是 和 时 空 对 称 性 的 普遍 要 求 
相 联系 的 那些 性 质 . 这 些 粒子 参与 的 物理 过 程 则 依赖 于 它们 相互 作用 的 性 质 . 

将 经 典 理论 与 非 相 对 论 性 量子 理论 中 描述 粒子 电磁 相互 作用 的 方法 加 以 
推广 就 可 用 来 描述 相对 论 性 量子 理论 中 粒子 的 电磁 相互 作用 . 

但 是 , 这 种 方法 只 适用 于 描述 一 些 不 参与 强 相互 作用 的 粒子 的 电磁 相互 
作用 . 这 包括 电子 (与 正 电 子 ), 因此 , 电子 的 量子 电动 力学 的 很 广泛 领域 是 可 
以 接受 现 有 理论 的 . 不 参与 强 相 互 作用 的 还 有 一 些 不 稳定 的 粒子 , 例如 上 子 ， 
它们 也 可 用 上 述 同样 的 量子 电动 力学 描述 ,但 只 能 用 于 处 理 一 些 在 比 寿命 (和 
弱 相 互 作用 相关 的 ) 短 得 多 的 时 间 里 发 生 的 现象 

在 本 章 中 , 我 们 将 讨论 完全 属于 单 粒子 理论 范围 内 的 量子 电动 力学 问题 
在 这 些 问题 中 , 粒子 数 不 变 , 而 相互 作用 可 借助 外 电磁 场 的 概念 来 引入 . 在 这 
样 的 理论 中 , 外 场 被 认为 是 已 知 的 ; 此 外 , 和 “辐射 修正 ” 相 联 系 的 一 些 条 件 也 
限制 了 这 种 理论 的 应 用 范围 


推导 电子 在 一 已 知 外 场 中 的 波动 方程 的 方法 , 是 和 非 相 对 论 性 理论 中 一 
样 (第 三 卷 , 8111) 的 . 设 A+ = (5, 4) 为 外 电磁 场 的 四 维 势 (4 为 矢量 势 ,5 为 
标量 势 ). 为 了 得 到 所 求 的 方程 , 只 需 在 狄 拉克 方程 中 将 四 维 动量 算 符 分 换 成 
Dp— eA: 


WB~eA) -my=0. (32.1) 
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这 里 e 为 粒子 电荷 .在 (21.13) 式 中 作 同 样 的 代 换 , 可 得 到 相应 的 哈密 顿 
算 符 : 
H=a:(b-eA)+Bm+es. (32.2) 
狄 拉 克 方 程 对 电磁 场 势 规 范 变 换 的 不 变性 表示 为 : 在 作 变 换 4 一 4 二 
ibx( 其 中 yx 为 任意 函数 ) 的 同时 , 波 函 数 也 作 如 下 变换 


) — Weiex (32.3) 


(比较 莅 定 谱 方 程 的 类 似 变 换 , 见 第 三 卷 , 8111)@, 则 方程 的 形式 不 变 . 

用 波 函 数 表示 的 电流 密度 公式 和 无 外 场 时 的 公式 (21.11) 相同 , 即 了 = 
yw. 不 难看 出 , 应 用 方程 (32.1) (和 下 面 的 方程 (32.4)), 将 推导 (22.11) 式 的 那 
些 计 算 重 复 一 遍 , 就 会 看 到 : 消去 外 场 , 连续 性 方程 对 于 先前 的 电流 表示 式 也 
是 正确 的 . 

我 们 来 对 方程 (32.1) 进行 电荷 共 思 操 作 . 为 此 我 们 写 出 方程 


my( 人 十 e4) 十 mm] = 0， (32.4) 


得 到 此 式 的 方法 和 前 面 推导 方程 (21.9) 的 方法 一 样 , 对 (32.1) 式 取 复 共 轿 即 
可 (这 时 应 记 住 , 四 维 矢量 4 是 实 的 ). 将 此 方程 写成 


[FB+eA)+ my =0, 
左 乘 以 矩阵 Uc 并 利用 关系 式 (26.3), 我 们 求 出 
Iy(B+eA) — ml(Cy) = 0 (32.5) 


因此 , 电荷 共 轿 波 函 数 所 满足 的 方程 和 原 方程 的 区 别 在 于 电 从 的 符号 有 
改变 . 然而 , 电荷 共 思 操作 对 应 于 从 粒子 变 成 反 粒 子 . 我 们 看 到 , 如 果 粒 子 具 有 
电荷 , 则 电子 和 正 电子 电荷 的 符号 一 定 是 相反 的 . 

一 阶 方程 (32.1) 可 变 成 二 阶 方程 , 只 要 对 其 应 用 算 符 YF 一 eA) 十 m 即 可 : 


[YY (B, — eAy)(B, — edy)— my =0. 
乘积 yy 可 以 写成 
YY = od Ty (PY YY)= 9g" +o", 
”” @ 电 荷包 括 它 的 符号 ; 对 电子 而 言 ,e = 一 |el 


@ 带 有 函数 x(t,7) 的 变换 (32.3) 有 时 称 为 “ 定 域 规 范 变 换 ”, 以 区 别 含有 常数 相位 
角 a 的 “整体 规范 变换 ”(12.10) 式 . 
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其 中 ow 为 反对 称 的 “四 维 矩 阵 张 量 ”(28.2). 在 乘 以 op 时, 通过 如 下 代 换 即 
可 实现 反对 称 化 : 


(Bi, -e4) 信 一 edv) = 3{(B ~ eAp)(B, ~ eho)}- 
一 >e(-ApB + 扩 Ay 一色 Av + AvB) 
= ;ie(0,Ay -0,4,) = -Pw 
(y = ,hy 一 34 为 电磁 场 张 量 ). 结果 , 我 们 得 到 如 下 形式 的 二 阶 方程 
(站 一 e4) 一 mm 一 ge Po w=0. (32.6) 
乘积 机 vc 可 以 通过 分 量 
ap = (ai 史 )， Fr = (-E,H) 
写成 三 维 形 式 , 这 时 
($F — eA)*—m+es.H- iea. ElY=0, (32.7) 


或 者 用 通常 的 单位 


(32.7a) 
方程 中 出 现 含 巨 与 HH 的 项 是 和 粒子 的 自 旋 相 联 系 的 , 这 个 问题 我 们 将 在 下 
一 节 作 进 一 步 的 讨论 . 
当然 , 二 阶 方程 的 解 中 还 有 不 满足 原 一 阶 方程 (32.1) 的 “多 余 解 ”( 它 们 
是 将 m 前 面 的 符号 相反 的 方程 (32.1) 的 解 ). 在 具体 情形 下 如 何 选 择 合适 的 
解 , 通常 是 明显 且 没 有 困难 的 . 通常 的 选择 方法 是 : 如 果 vo 是 二 阶 方程 的 任意 
解 , 则 正确 的 一 阶 方程 的 解 是 


$= [DP -eA)+mly. (32.8) 


实际 上 , 这 个 等 式 乘 以 yD 一 eh) 一 m 后 , 如 果 p 满足 方程 (32.6), 则 右边 为 零 . 

必须 强调 指出 , 通过 代 换 全 一 分 --e4 将 外 场 引 入 相对 论 波动 方程 这 一 方 
法 本 身 并 不 是 不 言 而 喻 的 . 在 这 样 做 时 , 我 们 实际 上 用 到 了 一 个 补充 的 原则 ; 
这 个 代 换 必须 在 一 阶 方程 中 进行 . 正 因 如 此 , 方程 (32.6) 中 出 现 了 附加 项 . 如 
采 在 二 阶 方程 中 直接 进行 代 换 , 这 些 附 加 项 就 不 会 出 现 . 
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外 场 中 狄 拉 克 方 程 的 定 态 解 , 既 可 以 有 连续 谱 的 态 , 又 可 以 有 离散 谱 的 态 . 
和 在 非 相对 论 理论 中 一 样 , 连续 谱 的 态 对 应 无 限 运动 , 粒子 可 以 运动 到 无 限 远 : 
可 看 成 一 个 自由 粒子 . 由 于 自由 粒子 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 为 土 V 严 十 m2, 因此 
很 清楚 , 能 量 本 征 值 连续 谱 出 现 的 条 件 是 <>m 和 < 一 m. 如 果 一 m<e<m,， 
则 粒子 不 能 处 于 无 限 远 , 因而 运动 是 有 限 的 , 状态 属于 高 散 谱 . 

和 自由 粒子 一 样 , 具有“ 正 频率 ”(e > 0) 与 “ 负 频 率 " (se < 0) 的 波 函 数 可 
以 以 一 定 方式 纳入 二 次 量子 化 理论 表述 中 . 对 于 外 场 中 的 粒子 , 这 种 表述 可 自 
然 地 推广 如 下 用 狄 拉克 方程 的 归 一 化 本 征 西 数 Wt) 与 赂 (分 别 对 应 正 频 

率 (ett)) 与 负 频率 (-ef))) 代替 公式 (25.1) 中 的 平面 波 : 


$= > {dpht) exp(—iett)t) + ) exp(ie()t)), 
a (32.9) 
p=) {tp explielt)t) + BP ) exp(~iel)t)}. 

这 时 必须 注意 , 随 着 势 阱 的 加 深 , 能 级 可 能 穿 过 边界 < = 0, 即 由 正 能 级 
变 成 负 能 级 (或 者 对 势 的 符号 相反 时 , 由 负 能 级 变 成 正 能 级 ). 尽管 如 此 , 从 连 
续 性 考虑 , 必须 仍 将 它们 看 成 是 电子 的 (而 不 是 正 电子 的 ) 能 级 . 换 句 话说 , 当 
无 限 缓慢 地 移 去 外 场 时 , 趋 于 连续 谱 正 界限 (e = m) 的 所 有 状态 都 是 电子 的 
状态 . 

虽然 电子 在 外 场 中 的 狄 拉克 方程 可 以 解决 大 部 分 的 量子 电动 力学 问题 
但 同时 应 该 强调 , 在 相对 论 性 理论 的 单 粒 子 问题 范围 内 , 外 场 概 念 的 适用 性 仍 
然 要 受到 限制 . 这 个 限制 和 在 足够 强 的 外 场 下 电子 - 正 电子 对 的 自发 产生 有 
关 (参见 下 面 的 835 与 836). 

在 本 书 中 我 们 将 不 去 研究 在 自 旋 不 为 3 的 粒子 的 波动 方程 中 引入 外 场 
的 问题 , 因为 那些 讨论 没有 直接 的 物理 意义 : 有 这 些 自 旋 的 真实 粒子 是 强 子 ， 
而 强 子 的 电磁 相互 作用 不 能 用 波动 方程 来 描述 . 与 此 相 联系 必须 指出 , 这 类 方 
程 还 可 能 导致 物理 上 互相 矛盾 的 结果 . 例如 , 零 自 旋 粒 子 的 波动 方程 在 足够 深 
的 势 阱 场 中 会 出 现 复 能 级 ( 虚 部 有 两 种 符号 ), 又 如 , 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 波动 
方程 将 导致 因果 性 的 破坏 , 因为 出 现 以 超 光速 传播 的 解 


习 题 
试 确定 电子 在 恒定 磁场 中 的 能 级 . 
解 : 失 量 势 为 As = hs = 0,4 = Hz ( 场 妃 沿 z 轴 指向 ). 广义 动量 的 分 


量 py,pz (以 及 能 量 ) 守恒 ， 
利用 辅助 函数 p 的 二 阶 方程 (参见 (32.8) 式 ), 取 yp 为 算 符 品 (其 本 征 什 
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为 o= 土 ]) 及 算 符 二 ,Bi 的 本 征 函 数 . yp 的 方程 有 如 下 形式 
d H 2_ oH 二 2 _ ， 2 
i 2 一 py) —eHorp= (ee —m’ 一 Dz)%， 
这 个 方程 形式 上 和 线性 谐振 子 的 薛 定 诗 方 程 一 样 . 本 征 值 6 由 如 下 公式 
2 一 1 一 人 一 |el 瑟 (202 十 1) 一 eBo， 兄 =0,1)2,…. 
确定 (参见 第 三 卷 8112). 我 们 指出 , 按 (32.8) 式 由 yp 确定 的 波 函 数 少 不 是 算 
符 用 的 本 征 函 数 . 这 和 运动 粒子 的 自 旋 不 是 守恒 量 一 致 


$33 按 1/c 的 究 展 开 ” 


我 们 在 821 中 看 到 , 在 非 相对 论 极限 下 (v 0), 双 旋 量 少 == (?) 的 两 个 


分 量 (x) 为 零 . 所 以 , 当 电子 的 速度 很 小 时 , x < yp. 这 样 , 只 要 把 波 函 数 按 1/c 
的 天 作 形 式 上 的 展开 , 就 有 可 能 得 到 只 包含 二 分 量 的 量 y 的 近似 方程 . 
外 场 中 电子 的 狄 拉克 方程 可 以 写 为 : 


ho {ca (F— -A) + Bme? 十 edb. (33.1) 


粒子 的 相对 论 能 量 还 包括 静止 能 量 me?. 在 非 相 对 论 近 似 时 应 该 消去 静止 能 
量 , 为 此 , 我 们 用 水 数 光 来 在 代 多 , 其 定义 如 下 : 


二 eime t/h 


于 是 
(ha tme?) Vy = {ca . (5- -A) + Bme’ teg}y. 


将 多 写成 多 = 的 代入 , 得 到 如 下 方程 组 


(na 二 cj 把 一 CO (5 二 -A) xX， (33.2) 
‘0 2 1 二 和 ~_€ / 
(na ed + 2mec ) X 三 COr， (5- -A) yp. (33.3) 


(以 下 我 们 略 去 p 和 Xx 上 的 撤 号 , 由 于 在 本 节 中 我 们 只 用 被 变换 了 的 函数 录 ， 
因此 不 会 引起 误解 ). 


在 这 一 节 中 采用 通常 的 单位 . 
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在 一 级 近似 下 , 方程 (33.3) 左边 只 剩 下 2me2x 一 项 , 得 到 
1 ~ ee 
ep (5 = -A) yp (33.4) 


(因此 , x ~ wj/e). 将 此 式 代 入 (33.2) 式 得 到 
..0 1 ~ e 2 
(号 -5) p= 5 (°° (BF-74)) 9 
对 于 泡 利 矩 阵 , 有 如 下 关系 式 : 
(oc :a)(o:b)=a:b+io (a x b), (33.5) 


其 中 a,b 为 任意 矢量 (参见 (20.9) 式 ). 在 我 们 现在 的 情形 , a = b= PP- eAhjec, 
但 由 于 和 A 不 对 易 , 矢量 积 a x 了 并 不 等 于 零 : 


| (5 -A) x (5- -A)| p=i{4 xV+Yx Ajy 


=irot Ay. 
因此 ， 
CN) Cm 8 
(其 中 五 = rot 4 为 磁场 ), 我 们 得 到 y 的 方程 为 
he = = 去 (5- £4) +e$— 0 8 可 2 (33.7) 


这 就 是 泡 利 方程 , 它 和 非 相 对 论 性 薛 定 刘 方 程 的 区 别 在 于 它 的 哈密 顿 算 符 中 的 
最 后 一 项 , 这 一 项 的 形式 是 一 个 磁 偶 极 子 在 外 场 中 的 势能 (比较 第 三 卷 8111). 
因此 , 在 按 1/c 展开 的 一 级 近似 中 , 电子 的 行为 像 一 个 同时 具有 电 人 向 和 磁 和 所 


的 粒子 . 自 旋 的 核磁 比 (e/me) 要 比 轨道 运动 的 核磁 比 大 一 信 筷 . 
密度 p = 好 录 = op 二 XeX: 在 一 级 近似 中 , 第 二 项 应 该 略 去 , 因此 p = |o| 
这 正 是 莅 定 记 方 程 应 有 的 结果 
流 密度 为 
了 = cf ay =c(P aoX 十 X IO 


@ 这 个 著名 的 结论 是 犹 拉 克 在 1928 年 首次 得 到 的 . 满足 方程 (33.7) 的 二 分 量 波 郴 
数 是 泡 利 在 1927 年 引入 的 , 是 在 狄 拉克 发 现 他 的 方程 之 前 . 


833 按 1/ec 的 需 展 开 .123 ， 


按照 (33.4) 式 , 在 此 式 中 代入 


Ds 5 (ar — “4 wp .0, 


利用 (33.5) 式 对 含有 两 个 o 因子 的 乘积 进行 变换 , 为 此 将 (33.5) 式 写 成 如 下 
形式 : 
(go:a)jo=at+io xa, ol(o'a)=a+iaxo. (33.9) 
结果 得 到 
» ih * * C 水 hh 本 
j= PVP PV) 一 4O PTDmrot(O Oh， (33.10) 


和 非 相 对 论 性 理论 的 表示 式 (第 三 卷 (115.4)) 一 致 
现在 我 们 来 求 二 级 近似 , 继续 展开 到 1/e2 的 项 中 这 时 我 们 假设 只 有 外 电 
场 (A =0). 
首先 我 们 注意 到 , 当 包 含 ~ 1/e? 项 时 , 密度 为 
hz 


_ |,,12 2 | |2 .Vol2 
p=|pl +lxl = 人 十 有 lc Vg| 


这 和 薛 定 兽 表示 式 是 不 同 的 . 为 在 二 级 近似 中 求 出 与 巷 定 兽 方 程 对 应 的 波动 
方程 , 必须 用 另 一 个 二 分 量 的 波 函 数 ps 来 替代 o, 它 的 和 时 间 无 关 的 积分 形 
式 为 / Ipsl2d3z, 此 式 和 薛 定 坦 方程 的 积分 形式 一 样 


为 了 得 到 所 要 求 的 变换 , 我 们 写 出 条 件 
2 

| wpsds = / {vr 外 a (Ve ‘oO)(o. vo)) dsz 
进行 分 部 积分 : 

[ve :oo vedz = jw :We voass 

一 - | wavas 
(或 pg* 和 互 换 的 同样 公式 ). 所 以 
5 
vivo= / {9 一 gaa lp Ap 十 PAY )} a 


也 下面 我 们 将 仿效 B. B, 别 列 斯 捷 获 基 和 I. I. 朗 道 的 方法 (1949). 
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因此 很 明显 ， 
Pr 多 
ps = @ 十 se) p= (1 = 5 ) Pps: (33.11) 
为 了 简化 标记 , 我 们 将 假设 状态 是 稳定 的 , 因而 可 用 能 量 e (已 减 去 静止 
能 量 ) 代替 算 符 访 呈 在 比 (33.4) 式 高 一 级 的 近似 下 , 由 (33.3) 式 我 们 有 
E 一 6 多 
x (1 ) (de. 


将 其 代入 (33.2) 式 , 然后 按 (33.11) 式 用 ps 代替 yp, 并 略 去 所 有 高 于 1/e 的 项 . 
通过 简单 的 计算 , 就 得 到 对 ws 的 方程 sp。 = Hyp。, 其 中 哈密 顿 算 符 为 





2 
~ a Dp p ~ ~ ~ 
mn mat lp) 人 Sp 


将 大 括号 内 的 表示 式 利用 如 下 公式 作 变换 : 


(0 :BG(o :BD) = GP + (0 :B58)(0 :HD) 
= 6 +ih(o . E)(o -D), 
BG— GP = -RAG+2ihE.n. 

其 中 马 = 一 V5$ 为 电场 . 哈密 顿 算 符 的 最 终 表示 式 为 

2 ~ 三 要 eh2 

育 = ted— ss ia (Ex) — sadivE. (33.12) 

三 项 就 是 所 求 的 1/c 级 修正 . 第 一 项 来 自动 能 和 动量 的 相对 论 性 关系 
( 差 cvVp2 二 mm2c2 一 me? 的 展开 式 ). 第 二 项 , 可 称 为 自 旋 轨道 相互 作用 能 , 为 运 
动 磁 抢 与 电场 的 相互 作用 能 名 . 最 后 一 项 只 在 建立 外 场 的 电荷 所 在 点 上 不 为 
零 . 例如 , 在 点 电荷 Ze 的 库仑 场 中 , A$ = -4rZFea(r) (C. G. Darwin, 1928). 

如 果 电 场 是 中 心 对 称 的 , 则 
7d9 


rdr’ 


@ 利用 磁 和 抢 (33.8) 和 速度 v = p/m, 这 个 能 量变 成 -元 (如 x wv). 乍 看 起 来 这 个 结 
果 似 乎 不 对 , 因为 在 变 到 随 粒子 一 起 运动 的 参考 系 时 ， i -Ex 在 这 
个 磁场 中 , 位 矩 应 具有 能 量 -pp. H. 实际 上 , 因子 > ( 托马斯 一 半 “, 工 . ee 1926) 


的 出 现 与 相对 论 不 变性 的 普遍 要 求 和 电子 的 特殊 性 质 (电子 是 具有 一 定 核 磁 比 的 “ 旋 
量 ” 粒子 ) 相关 (参见 841)， 


§34 和 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 . 125 . 


自 旋 轨 道 相 互 作用 算 符 可 以 写成 
dF 2 dU ~ 


os al 
A > dr 2m2e2r a (ee 


其 中 ! 为 轨道 角 动量 算 符 , 3$ = ;0 为 电子 的 目 旋 算 符 , 而 UV = e5 为 电子 在 场 
中 的 势能 . 


834 和 氨 原子 能 级 的 精细 结构 


我 们 来 确定 氧 原子能 级 ( 即 静 止 核 的 库仑 场 中 一 个 电子 的 能 级 ) 的 相对 
论 修正 吕 . 电子 在 氨 原 子 中 的 速度 v/c ~ a 1, 因此, 所 求 的 修正 可 以 用 微 扰 
论 来 计算 , 即 在 非 微 扰 态 ( 非 相 对 论 性 波 函 数 ) 上 求 近似 哈密 顿 量 (33.12) 中 相 
对 论 项 的 平均 值 . 为 了 使 结果 具有 较 大 的 普遍 性 , 我 们 假设 核电 荷 等 于 Ze, 但 
同时 假设 Za 1. 

核 的 场 强 巨 = Zer/r3, 而 它 的 势 满足 方程 A6 = -4nZe8(7). 将 此 式 代 
人 (33.12) 式 的 最 后 三 项 , 并 考虑 到 电子 的 电荷 为 负 的 , 我 们 得 到 微 扰 算 符 


~ 
~ 了 2 Za ZO 
V = Ba + rai 3 te 0"). (34.1) 


因此 , 按照 非 相对 论 莓 定 廖 方程 ， 
Py = 2m (ee 十 2 东 
(其 中 eo = -m2?a?/2n? 为 非 微 扰 能 级 , n 为 主 量子 数 ), 平均 值 为 
24 = 4m? (ee + 2) 


这 个 量 和 (34.1) 式 中 第 二 项 的 平均 值 一 样 , 是 利用 下 列 公 式 计 算出 来 的 (参见 
第 三 卷 836): 


= 7 2 ”一 
I 二 (m2) (ma) (34.2) 


(+ ral (1+3) (+ 


(最 后 的 式 子 在 ! 关 0 时 成 立 ); 本 征 值 为 





t=3 G+D) -ty -a 如 果 !1 关 0， 
l.s=0 如 果 1 = 0. 
核 运动 对 这 些 修正 的 影响 是 更 高 级 小 量 , 这 里 我 们 不 考虑 . 
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最 后 , 第 三 项 的 平均 利用 了 如 下 公式 


1 (2 
$0)=Y Vi\ n ) 四 (34.3) 
0, li##0. 
利用 以 上 公式 对 所 有 的 情形 ( 即 对 7 和 1 的 所 有 值 ) 进行 简单 计算 的 结果 
可 写成 
mm(Za)’ 1 3 
7 十 7 


公式 (34.4) 给 出 所 求 的 氢 能 级 能 量 的 相对 论 修正 , 即 精细 结构 能 量 包 . 这 
里 提醒 一 句 : 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 既 有 对 自 旋 取 向 的 简 并 , 又 有 对 1 的 库仑 
简 并 . 精细 结构 ( 自 旋 轨 道 相 互 作用 ) 消除 了 这 种 简 并 , 但 并 不 完全 : 具有 相同 


的 n,j, 但 ! = 了 十 5 不 同 的 能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 (这 时 只 有 对 给 定 n,1 为 最 
大 可 能 值 了 = jax = lmax 十 5 三 5 的 能 级 是 非 简 并 的 ). 因此 , 计 及 精细 结 
构 的 氢 能 级 的 序列 如 下 : 


181/2; 
2s1/2,2pi/2, 2D312; 
nem 


3s1/2;3p1/2, 3p3/2;3d3/2， 3d5/2， 
ie i 


主 量子 数 为 n 的 能 级 分 裂 成 n 个 精细 结构 分 量 . 
应 该 注意 , 在 非 相 对 论 力学 中 , 能 级 在 库仑 场 中 的 “偶然 ” 简 并 与 该 场 存 
在 特殊 的 守恒 定律 相关 : 量 4 守恒 , 其 算 符 为 


A=-+—— (xf-fxd: 
-ta x*p-pxd) 


(参见 第 三 卷 (36.30)). 在 相对 论 性 情况 下 仍然 存在 的 二 重 简 并 与 特殊 守恒 定 
律 的 联系 是 : 狄 拉 克 方 程 的 哈密 顿 算 符 及 = a .全 + Bm -- ez/r 和 算 符 


人 mA 
对 易 (M. H. Johnson, B. A. Lippmann, 1950). 在 非 相对 论 极限 下 , 算 符 了 一 
5 .A. 


@ 这 个 公式 (以 及 更 精确 的 公式 (36.10)) 是 索 示 菲 (A. Sommerfeld) 在 量子 力学 建 
立 以 前 根据 玻 尔 的 旧 量 子 论 得 出 的 . 


835 在 有 心 对 称 场 中 的 运动 - 127 . 


以 后 (8123) 我 们 会 看 到 , 剩 下 的 二 重 简 并 被 所 谓 的 辐射 修正 ( 兰 姆 移动 ) 
去 除 , 这 一 修正 在 单 电 子 问 题 的 狄 拉克 方程 中 被 略 去 了 . 

我 们 在 这 里 提前 指出 , 这 项 修正 的 数量 级 为 ~ m24as ln(1/a). 自 旋 轨道 
相互 作用 的 二 级 修正 为 ~m(2Za)s, 因而 它 与 辐射 修正 之 比 为 ~ 2Z2a/ln(1/a)， 
对 于 氢 原 子 (Z = 1), 这 个 比 肯 定 很 小 因而 在 这 种 情形 下 精确 求解 狄 拉 克 方 程 
是 没有 意义 的 , 但 是 对 Z 很 大 的 核 场 中 电子 的 能 级 , 它 是 有 意义 的 (836). 


$35 在 有 心 对 称 场 中 的 运动 


我 们 来 研究 电子 在 有 心 对 称 电场 中 的 运动 . 

由 于 在 有 心 场 中 运动 的 电子 的 角 动 量 和 宇 称 (相对 于 场 的 中 心 , 取 其 为 
坐标 原点 ) 是 守恒 的 , 所 以 , 在 824 中 关于 自由 粒子 球面 波 的 讨论 完全 适用 于 
有 心 场 中 电子 波 函 数 的 角度 依赖 关系 ; 只 有 径 向 函数 要 改变 . 因此 , 我 们 将 找 
出 如 下 形式 的 定 态 波 函 数 (在 标准 表示 中 ): 


mp f (7) fiim 
= = a , 35.1 
区 [ oad B30 
其 中 1 二 j 土 二 = 2j 一 1,(-1) 窜 次 的 选取 是 为 了 简化 后 面 的 公式 . 


标准 表示 中 的 狄 拉克 方程 给 出 和 x 的 如 下 方程 组 : 
(£—-m-—U)p=0.Bx, 
(e 二 你 一 UV)X=a po， 
其 中 U(r) = eg(r) 为 电子 在 此 场 中 的 势能 . 将 (35.1) 式 代 入 的 结果 通过 计算 
这 两 个 方程 的 右边 得 到 . 
球 谐 旋 量 J2jwm 用 f2jwm 表示 如 下 : 
im = (com 
(参见 (24.8) 式 ) , 我 们 可 写 出 : 


(35.2) 


(0 :BX = -ita :B)(0 7) iim. 
利用 (33.5) 式 对 乘积 (o - p)(o 7) 作 变换 , 并 将 矢量 算 符 展开 , 我 们 求 出 
(oD)x = -i{P: 7 +io : (Px 7)}2 fm 
= {~divr ~ (7 * V) — 0 (7 x B)}S fm 


2 有 
一 一 (+ aT ge- 计 fjlm. 
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其 中 =r x 分 为 轨道 角 动 量 算 符 ; 撤 号 表示 对 > 微分 . 乘积 r .7= 2 只 .全 的 本 
征 值 为 


21.s 一 产 一 天 一 3 


3 
=j(G+D) -ll+1)—7 


为 使 公式 的 写法 在 1 = jt3 的 两 种 情形 下 相同 , 引入 符号 


_ a j=1+1/2 a 
+(+1/2)=,, 2 


数 x 取 除 0 以 外 的 所 有 整数 值 ( 正 数 对 应 于 让 -了 的 情形 , 负数 对 应 于 j = I+ 
的 情形 ). 这 时 1.o 二 一 (1+ 和, 因此 


1]—x 
(o -Bx =— (9 + 9) om 


将 此 式 代 人 (35.2) 式 的 第 一 个 方程 时 , 方程 两 边 的 球 谐 旋 量 Jim 相 消 . 
对 第 二 个 方程 进行 类 似 的 计算 , 结果 , 对 径 向 函数 得 到 如 下 方程 组 : 
i 
(35.4) 
9 + gt+(e—m- Uf=0, 


(fr) + (fr)— (et+m—U)gr=0, 
(35.5) 
(gr) — (gr)+(e—m-U)fr=0. 


我 们 来 研究 f 和 g 在 小 距离 上 的 行为 , 假设 当 7 一 0 时 场 U(r) 比 1/r 增 
长 得 更 快 . 于 是 对 很 小 的 7, 方程 (35.4) 变 为 : 


f+UVUg=0, g ~-UVUf=0. 
这 些 方程 有 如 下 形式 的 实 解 
f = const . sin (f var+s) ， 9 = Const .cos (f var+s), (35.6) 
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其 中 6 为 任意 常数 . 这 两 个 函数 在 一 0 时 是 振荡 的 , 不 趋 于 任何 极限 . 不 难 
看 出 , 这 种 情形 对 应 于 非 相 对 论 理论 中 粒子 “ 落 ” 到 中 心 的 情形 . 

首先 我 们 指出 , 距离 很 小 这 个 条 件 对 解 的 选择 并 没有 附加 任何 限制 :振荡 
函数 没有 7 = 0 的 条 件 , 常数 5 的 选择 仍然 是 任意 的 (在 > 大 的 区 域内 ,对 e 的 
任何 值 , 适当 选择 5 就 可 以 使 波 图 数 有 正确 的 行为 ). 为 了 消除 这 种 不 确定 性 ， 
可 将 ”= 0 的 奇异 势 看 成 7+ 一 0 时 在 某 个 ro 点 被 “截断 ”的 势 的 极限 ( 即 当 
r > 70 时 等 于 U(r) 而 当 r? < ro 时 等 于 U(ro) ). 当 ro 有 限时 , 当然 会 得 到 确定 
的 能 级 系列 , 但 是 当 ro 一 0 时 , 基态 的 能 量 将 趋 于 一 oc. 

在 非 相 对 论 理论 中 这 意味 者 “ 落 ” 到 中 心 , 因为 一 个 在 深 能 级 的 粒子 局 
限 在 >=0 附近 很 小 的 区 域内 . 在 相对 论 理论 中 , 这 种 情形 是 不 可 能 的 , 因为 
这 意味 着 系统 将 是 不 稳定 的 , 它 会 自发 地 产生 电子 - 正 电 子 对 . 实际 上 , 如 果 
在 真空 中 产生 这 样 的 粒子 对 需要 超过 2m 的 能 量 , 那么 在 场 中 , 较 小 的 能 量 就 
够 了 . 当 电 子 处 于 能 量 s < m 的 束缚 态 时 , 只 要 花费 e 十 m < 2m 的 能 量 就 能 
产生 粒子 对 , 而 且 是 在 束缚 态 中 产生 自由 的 正 电 子 和 电子 . 如 果 束 缚 态 能 级 
的 能 量 es < -mm, 这 样 的 场 可 以 目 发 地 产生 正 电 子 (具有 能 量 -s > m) 而 无 须 
消耗 外 来 的 能 量 . 在 我 们 所 研究 的 场 中 , 当 ro 一 0 时 , 有 无 限 多 个 这 样 的 “ 反 
常 ” 能 级 (e < 一 m). 因此 , 如 果 7 一 0 时势 6(r) 比 1/r 增长 得 更 快 , 就 无 法 用 
狄 拉 克 理 论处 理 . 应 当 着 重 指出 , 这 适用 于 任何 一 种 符号 的 势 . 虽然 粒子 “ 落 ” 
到 中 心 只 发 生 在 吸引 的 情形 下 , 但 是 由 于 U = eg 的 符号 也 与 电荷 的 符号 有 
关 , 所 以 , 在 一 种 情形 下 反常 的 是 电子 的 能 级 , 而 在 另 一 种 情形 下 反常 的 则 是 
正 电子 的 能 级 ; 在 后 一 情形 , 场 产 生 的 是 自由 电子 . 

其 次 , 我 们 来 研究 波 函 数 在 大 距离 上 的 行为 . 如 果 ” 一 oo 时 势 U(r) 衰减 
得 足够 快 , 那么 , 在 确定 波 函 数 在 大 距离 上 的 渐 近 形式 时 , 就 可 以 完全 忽略 方 
程 中 的 势 . 当 s > m 时 , 即 在 连续 谱 的 区 域内 , 我 们 回 到 自由 运动 的 方程 . 这 
时 , 波 函 数 的 渐 近 形式 (球面 波 ) 与 自由 粒子 的 区 别 仅仅 是 出 现 了 额外 的 “ 相 
移 ”, 其 值 由 势 在 近 距 离 上 的 形式 决定 . 相 移 和 ; 及 1 的 值 有 关 ; 或 者 说 依赖 
于 上 面 所 引入 的 数 x (当然 也 依赖 于 能 量 e). 用 5 表示 这 个 相 移 并 利用 自由 
球面 波 的 表示 式 (24.7), 我 们 可 以 立即 写 出 所 求 的 渐 近 公式 


l 
寺 可 VE mjim sin (pr 一 十 5 


oo ee 1 (35.7) 
—VE— MfjLm sin (mr 一 可 十 5 


@@ 参见 第 三 卷 833. 和 非 相 对 论 理论 一 样 , U(r) 应 该 比 1/r 衰减 得 快 . U ~ 1/r 的 情 
形 将 在 836 中 研究 . 
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或 者 , 考虑 到 定义 (35.1) 式 : 





站 -这 uy nl ) 


pr 一 二 十 6, (35.8) 
2 


7 E cos 


其 中 p= Ve? 一 m2. 共同 的 系数 在 这 里 对 应 径 向 函数 按 (24.5) 式 来 归 一 化 . 
离散 谱 (s < m) 的 波 函 数 在 了 一 co 时 按照 


j 一 一 ey = PD exp(-ry We ) (35.9) 


指数 衰减 , 式 中 的 ho 为 一 常数 . 

和 非 相 对 论 理论 一 样 , 相 移 5,, (更 确切 地 , 是 量 e233x 一 1) 决定 在 该 场 中 
的 散射 振幅 (关于 这 一 点 将 在 837 中 进一步 讨论 ). 在 这 里 我 们 并 不 着 手 研究 
这 些 量 的 解析 性 质 (比较 第 三 卷 8128), 我 们 只 是 指出 , e233x 作为 能 量 的 函数 ， 
在 粒子 束缚 态 能 级 的 对 应 点 上 如 以 前 一 样 仍 具有 极点 . 函数 e2%x 在 这 种 极点 
上 的 留 数 , 按 一 定 的 方式 与 相应 的 离散 谱 波 函数 的 渐 近 表示 式 中 的 系数 相 联 
系 . 将 第 三 卷 的 非 相 对 论 公 式 (128.17) 加 以 推广 , 我 们 就 可 找到 这 个 联系 . 必 
要 的 计算 和 第 三 卷 8128 中 完全 类 似 . 

将 方程 (35.5) 对 能 量 微 分 , 得 到 


(GL) + EBL- Erm- =r, 





Oe 7r Oe Oe 
30g)\ _ x O(rg) a(rf) _ 
(3 


这 两 个 方程 分 别 乘 以 rg 和 一 rf, 而 (35.5) 式 的 两 个 方程 分 别 乘 以 -rg 和 rf， 
然后 将 四 个 方程 逐 项 相 加 . 全 部 约 简 后 我 们 得 到 


将 这 个 等 式 对 > 积 
r2 (sm 一 1 如) -| (f2 + g*)r2dr, 


然后 过 渡 到 7 一 co 的 极限 . 由 于 归 一 化 条 件 , 等 式 右 边 的 积分 等 于 1. 而 等 式 
左边 , 函数 f 和 9 在 渐 近 区 域内 由 等 式 


CH 


E 十 7 
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相 联系 (这 个 等 式 是 在 忽略 了 有 U 和 有 1/r 的 项 的 条 件 下 由 (35.5) 式 得 出 的 ). 
结果 我 们 得 到 

(r ps rf (2 ) | 一 (35.10) 

这 个 公式 和 类 似 的 非 相 对 论 公 式 (对 函数 x) 的 区 别 只 是 系数 不 同 (用 


e 十 m 代替 2m). 因此 , 不 必 重复 随后 的 计算 我 们 就 可 立即 写 出 , 在 点 < = e0 
(eo 为 能 级 ) 附近 成 立 的 最 后 公式 : 





i 





241 nn 一 E0 
E 一 co m+eo 








bx 一 = (一 1)! (35.11) 


其 中 ho 为 渐 近 表示 式 (35.9) 中 的 系数 . 
题 
求 在 场 U~r-s(s < 之 1) 中 的 波 函 数 在 了 很 小 BA a 
解 : 对 一 个 自由 粒子 , 当 r 很 小 时 我 们 有 : f ~ ri,g ~r!, 因而 当 1<1 时 : 
厂 六 9 而 当 ! > 1 时: f 女 9 我 们 假设 (其 结果 被 证 实 ) 在 所 研究 的 场 中 这 
个 关系 式 也 是 成 立 的 . 当 1 < (WW 1=j— 51x = 一 一 时 , (35.4) 式 的 第 一 
个 方程 中 含 g 的 项 可 以 略 去 , 因而 , 与 前 一 样 , 仍 有 ~ 对 第 二 个 方程 给 出 
gwrfT, 所 以 grltl-s 二 pl-s, 可 用 类 似 的 方法 研究 1 > 的 情形 . 结果 我 
们 求 出 : 
当 L<l:f~r, g~ris; 
当 1>l:f~rs og~rl,. 
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我 们 从 波 函 数 在 很 小 距离 上 的 行为 着 手 来 研究 在 库仑 场 这 种 最 重要 情形 
中 的 运动 性 质 . 为 确定 起 见 , 我 们 假设 势 为 吸引 力 : UV = -Zafr®. 
当 7 很 小 时 , 方程 (35.5) 中 的 e 土 m 项 可 以 忽略 ; 这 时 


Fe Za 
fr) + fr Lgr =0, 
pe 
(9g7) -9r+ fr=0. 


在 通常 的 单位 中 ,U = -Ze2/r. 过 渡 到 相对 论 单位 时 , ez 写成 无 量 纲 的 量 a 
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两 个 函数 fr 和 gr 平等 地 出 现在 这 两 个 方程 中 . 因此 它们 有 > 的 相等 宕 次 : 
fr = 二 ar?,gr = brY. 将 它们 代 人 方程 给 出 


a(Y+ x)—bZa=0, aZa+b(y— x)=0, 


由 此 得 到 
y= x (Zao). (36.1) 


设 (Za)? < x?. 这 时 7 为 实数 而 且 应 该 取 正 值 : 相应 的 解 要 么 在 r= 0 时 
不 发 散 , 要 么 比 另 一 个 发 散 得 更 慢 . 这 种 选择 的 合理 性 可 通过 研究 在 某 个 很 小 
的 ro 上 截断 的 势 (如 上 一 节 中 所 阐明 的 那样 ) 并 取 极 限 ro 一 0 (比较 第 三 卷 
835 中 类 似 的 讨论 ) 得 到 证 实 . 这 样 ， 


ZaQ 加 
= 一 一 9 = const:.r 7, 


从 人 4 
Y= Vx 一 Gao = Vy(i+1/2) — 2204. 


虽然 波 函 数 在 = 0 时 可 能 变 成 无 限 大 (如 果 ~Y < 1), 但 是 对 ||? 的 积分 自然 
仍 是 有 限 的 . 

如 果 (Za)” > xz 则 由 (36.2) 式 给 出 的 两 个 YY 值 是 虚 的 . 对 应 的 解 当 
7 一 0 时 像 r-!cos(|y|ln7) 一 样 振荡 : 这 又 一 次 对 应 于 在 相对 论 性 理论 中 不 能 
容许 的 情形 , 如 前 面 已 经 阐述 过 的 , 由 于 x? > 1, 这 意味 着 在 狄 拉克 理论 中 只 
有 当 Za <1, 即 2 <137 时 ,才能 讨论 纯 库 仑 场 . 

现在 对 Z > 137 时 出 现 的 情形 作 一 点 定性 的 描述 . 为 避免 = 0 处 边界 
条 件 的 不 确定 性 ， 应 再 次 考虑 在 某 个 ro 上 的 截断 的 势 (LU. H. IIoMepaHdyHF， 
入. A. CMopommacKx 首 1945). 这 不 仅 有 形式 上 的 意义 , 而 且 有 直接 的 物理 意 
义 . 2 > 137 的 电荷 事实 上 只 可 能 集中 在 某 个 有 限 半 径 的 “超重 ” 核 内 . 因此 
我 们 来 研究 对 给 定 的 ro, 能 级 分 布 如 何 随 着 Z 的 增加 而 改变 . 

在 “ 非 截断 ”库仑 场 中 , 当 Za = 工时 最 低能 级 的 能 量 sl 趋 于 零 , 且 e1(2) 
的 曲线 中 断 , 当 Za > 1 时 能 级 sl 变 成 虚 的 ( 见 下 面 的 (36.10) 式 ). 在 “ 截 
断 ” 的 场 中 , 对 给 定 的 ro 关 0, 只 在 某 个 Za > 1 时 , 能 级 sl 才 通 过 零点 . 但 
是 ei = 0 的 意义 在 物理 上 是 不 清楚 的 ; 而 当 ro 关 0 时 , 形式 上 的 意义 也 不 清 
楚 e1(2Z) 的 相关 曲线 在 这 里 不 中 断 . 当 2 进一步 增加 时 , 能 级 继续 下 降 ; 
在 达到 某 个 确定 的 “临界 ” 值 Z = Ze(ro) 时 , 能 量 sl 达到 低能 级 连续 谱 的 边 
界 (-m)]. 如 上 节 所 述 , 这 意味 着 产生 自由 正 电 子 所 要 求 的 能 量 为 零 . 所 以 , 临 
界 值 Z 是 给 定 ro 时 “ 裸 ” 核 可 能 具有 的 最 大 电 葵 . 

当 2 > Z. 时 , eI < 一 m 的 能 级 从 能 量 上 讲 有 利于 产生 两 个 电子 - 正 电 
子 对 . 两 个 正 电子 到 达 无 穷 远 处 且 带 走 2(lei| 一 m) 的 动能 , 而 两 个 电子 填充 


(36.2) 
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能 级 sl. 结果 形成 K 完 层 被 填 满 、 有 效 电 荷 Zey = 2Z 一 2 的 “离子 ”(C. C. 
Tepmreita, 入 . B. 3enpnoBsmq, 1969). 一 直到 2Z 达到 下 一 个 能 级 的 边界 -mm 所 
对 应 的 2 值 , 这 个 系统 对 2Z > 了 都 是 稳定 的 钙 ， 
最 后 我 们 指出 , 即使 在 点 电荷 的 情形 下 ,小 距离 上 势 的 分 布 也 因 和 辐射 修正 
受到 影响 , 但 是 辐射 修正 的 计算 对 Za 的 修正 量 仅 为 ~ a 量 级 . 
现在 我 们 来 研究 波动 方程 的 精确 解 (G. Darwin, 1928; W. Gordon, 1928). 
(a) 离散 谱 (e < m). 我 们 要 寻找 的 函数 上 和 9 是 


= Vm+ee ?i291(Q1 + Q2), 


(36.3) 
g=—Vm— ee ?pr (Q1 — Q2), 
式 中 引入 了 符号 
p=2Mr, A=Vm-e, Y= Vx — 202. (36.4) 


由 于 我 们 已 经 知道 消 数 在 p 一 0 时 的 行为 (36.2) 和 p 一 oo 时 的 指数 衰减 


(~ e-?/2), 因此 , 这 种 形式 是 合理 的 . 又 由 于 在 库仑 场 的 情形 下 , 当 p 一 oo 时 
(35.9) 的 第 一 个 等 式 应 该 满足 , 所 以 , 当 p 一 co 时 , Q1 六 Q2， 
将 (36.3) 式 代 入 (35.4) 式 , 我 们 得 到 方程 


pA(Q1 + Qa) + (7 +2)(Q1 +Q2) -PpQ2 + Zayf LE(Q1 ~ Q2) =0, 
p(Q1 -2)' + (9 -x)(Q1 ~- Qa) +pQ2 ~ Zorf TE(Q1 + Qs) =0 
( 扳 号 表示 对 p 微分 ). 它们 的 和 与 差 给 出 
pQ1 十 + 人)oi+ (一 2 到) 2 = 0， 
(36.5) 
PQ2 十 + -0) 2 十 (< ) Q1 = 


或 者 , 消去 Qi 或 Q>， 








PpQ1 + (27+1—p)Q1— 7- < Q1 = 0, 


PpQ2 + (27+1— p)Q92 一 or Q2=0 


QD 辟 如 说 , 如 果 核 电荷 均匀 地 发 布 在 半径 ro = 1.2 x 10-12cm 的 球 内 , 临界 值 2 = 
170, 下 一 个 能 级 在 2 = 185 时 到 达 边 界 -mm (B. C. Ionmoa, 1970). 定量 理论 的 详细 论述 
可 参见 中, B. 3enpxopnyq 和 B. C. Ionos 的 概述 性 文章 (y@H, 1971, TT. 105, C. 403). 
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这 里 用 到 7- (Zae/A)2 = x? 一 (Zam/A)? 这 个 事实 . 这 两 个 方程 的 解 在 p=0 
是 有 限 的 : 


ZOQE 
Qi = AF (1- E+ bp) , 
36.6 
ZOE ( ) 
QW» = BFIY+1— :2+1,p 8 


其 中 F(a, 6,z) 为 合流 超 几 何 函数 . 在 (36.5) 式 任何 一 个 方程 中 取 p = 0, 我 们 
求 出 常数 A 和 B 之 间 的 关系 : 


me (36.7) 


(36.6) 式 中 的 两 个 超 几 何 函 数 必 须 化 为 多 项 式 (否则 当 p 一 oo 时 它们 将 
按 ep 增长 , 因而 所 有 的 波 函 数 都 将 按 ep/2 增长 ). 如 果 参 数 a 等 于 负 整 数 或 
零 , 则 函数 F(a, 5, z) 化 为 多 项 式 . 我 们 引入 符号 mr: 


7 一 Gae/ 和 = 一 pr. (36.8) 


如 果 mw = 12,…, 则 两 个 超 几 何 函 数 都 化 为 多 项 式 . 如 果 mw = 0, 则 其 中 
只 有 一 个 是 多 项 式 . 但 是 等 式 n. = 0 意味 着 7 = Zae/ 和 , 这 时 不 难 证 了 明 ， 
Zam/ 入 = |x|. 如 果 x < 0, 则 系数 B 等 于 零 , 因而 Q2 = 0, 所 要 求 的 条 件 被 满 
足 . 而 如 果 x > 0, 则 B= 一 4,nr = 0 时 Qsz 仍然 发 散 . 由 此 可 见 , 量子 数 mr 的 
容许 值 为 


0, 1,2,.…- 当 x< 0 
ee 当 x > 0. sa 
根据 定义 (36.8), 我 们 求 出 离散 能 级 的 表示 式 如 下 : 
—_1/2 
E (Za)? 
m LE (Vx? — (Za)? i | Bu 


特别 是 , 基态 能 级 1si (lx| = 1,nr = 0) 的 能 量 为 : 
1 一 mV 1— (Za)?. 
当 Za 和 & 1 时 , (36.10) 展开 式 的 领头 项 为 
1 |) 
m 2(|x|+ nr)? lx|+nr [lx| 4(lx|+nr)j) 


利用 符号 m 十 |x| =n(= 1,2,…) 并 注意 到 |x| = 了 + 3 我 们 就 回 到 前 面 用 微 
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扰 论 推出 的 公式 (34.4). 正如 在 834 末 所 指出 的 , 这 个 展开 式 后 面 的 项 没有 意 
义 , 因为 辐射 修正 肯定 要 超过 这 些 项 . 但 是 , (36.10) 式 在 Za ~ 1 时 的 精确 形 
式 是 有 意义 的 . 我 们 看 到 , 近似 公式 (34.4) 所 显示 的 能 级 的 二 重 简 并 在 精确 公 
式 中 仍 存在 : 因为 精确 公式 中 只 含 |x|, 所 以 7 相同 而 ! 不 同 的 能 级 仍然 是 重 
合 的 . 

在 波 函 数 中 我 们 还 要 确定 共有 的 归 一 化 系数 A. 离散 谱 波 函数 的 归 一 化 
条 件 如 通常 那样 为 / pl2d3z = 1; 对 于 函数 f 和 g, 相应 的 条 件 为 


上 本 十 gr dr = 1 
0 


求 4 的 最 简单 方法 是 由 函数 在 7 一 co 时 的 渐 近 形式 来 确定 . 利用 渐 近 公式 


下 
下 (一 nr 27 十 1 p) % Fe 
(参见 第 三 卷 (d, 14) 式 ), 我 们 求 出 
a IT(2y+1) a 二 
乒 久 (一 1 AVm + ern. + ay+1) 2y+ 1)° (2Ar)7+a 


将 此 式 和 下 面 将 要 导出 的 表示 式 (36.22) 比较 . 就 可 确定 4. 然后 将 以 上 公式 
收集 在 一 起 , 我 们 就 可 完整 地 写 出 归 一 化 波 函数 的 最 终 表 示 式 : 


f | us 士 (2A)3/2 (m 十 Ee)T'(27Y 二 nr 十 1) 0 (2Ar) le- 


g | ™ Fy + [amtZom/ (Zam zn 
Z 
x {( 本 x ) F(—nr, 27 + 1,2M7) 干 nrF(l — nr, 27+1, 2 | 


(36.11) 


(其 中 上 面 的 符号 属于 f, 而 下 面 的 属于 9). 
(b) 连续 谱 (es > m). 没有 必要 重新 解 连续 谱 的 波动 方程 . 这 个 情形 的 波 
隐 数 可 通过 代 换 吕 


Vm-—en -iVye—m, A2—ipy, 一 nr 一 了 一 i (36.12) 


由 离散 谱 波 函数 得 到 (关于 根 Vm 二 在 解析 延 拓 时 的 符号 选择 , 参见 第 三 卷 
8128). 但 是 波 函 数 的 归 一 化 必须 重新 进行 . 


外 在 本 节 的 以 下 部 分 ,p 代表 lp| = Vs 二 mmZ. 
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在 (36.11) 式 中 作 这 些 代 换 , 函数 f 和 9g 可 写成 


7 a VE+m ,Ainipr 一 二 
?= Wii A er?" (2pr)" 


x [etF(Yy — iv,27y+1,—2ipr) 二 e™*F(y+1— iv,27y+1,—2ipr)], 


其 中 4 为 新 的 归 一 化 常数 , 而 且 


Zae zg#__7- 
7 一 e i (36.13) 
(由 于 十 (Zaef/p = 2 十 (Zam/p), 为 实 的 ). 


根据 公式 
F(a,B,z) = eF(f — oa,pb,—2z) 
(参见 第 三 卷 (d. 10), 我 们 有 
F(y+1—iv,2y+1,—2ipr) = e— 2"F(Y + iv, 27Y + 1,2ipr) 


= e 2p"EF*(Yy 一 这 27 + 1,—2ipr), 


因此 
I 
/ | = 2i4'VE 土 如 (2pr)7-1 于 {eierreF( 一 这, 2~ 十 二 ， 一 2ipr) } . (36.14) 
9 e 


将 这 个 函数 的 渐 近 表达 式 和 归 一 化 球面 波 的 一 般 表 示 式 (35.7) 进行 比较 ， 
就 可 以 确定 归 一 化 系数 4'. 得 到 的 连续 谱 波 函数 的 表示 式 (以 后 将 对 它 加 以 


验证 ) 为 中 : 
f  _ sa/a /mie yO+1+iv)| (2pr)" 
gl E IT'(27Y 十 工 ) 7 


Im 
x 
Re 


此 函数 的 渐 近 表示 式 可 利用 第 三 卷 (d. 14) 式 推 出 , 而 现在 只 有 其 中 的 第 
一 项 有 意义 , 第 二 项 按 1/r 的 更 高 次 窜 减 小 : 


1 人- 交 E 土 mu sin 


9 人 < COS 


@ 斥 力 场 中 的 波 函 数 可 改变 Za 前 的 符号 ( 即 改 变 ” 的 符号 ) 得 到 . 





{eler+ OF(Y = -2ipr)} . (36.15) 


l 
(pr 一 十 0 十 ln2pr 一 3 (36.16) 
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其 中 


] 
5 =¢—argT(y+1+iy)— + 三， (36.17) 


或 . 
e2iixe 一 艺 一 wn 到 工人 十 工 一 这 erG-) (36.18) 
YY-iv 7Y+1l+iv 


为 以 后 参考 方便 , 我 们 给 出 极端 相对 论 情形 (e > m,v 伟 Za) 下 的 相位 表示 式 : 


2i6,. _ 2 L(y TL iZa) iT(—”) (36.19) 


Y—iZal(yt+1+iZa) 


表示 式 (36.16) 与 式 (35.8) 的 区 别 只 是 三 角 函 数 宗 量 中 的 对 数 项 . 如 在 薛 
定语 方程 中 那样 , 库仑 势 的 缓慢 衰减 影响 波 的 相位 , 使 其 变 成 一 个 随 7 缓慢 变 
化 的 函数 . 

在 e<m 的 区 域内 进行 解析 延 拓 时 , 表示 式 (36.18) 换 成 : 


2i5， _ A Zam/AT(Y+1— Zae/M) ix 
?一 Gae/ 和 AT(y 十 工 十 ZFae]X 由 W929) 
这 个 表示 式 在 下 列 各 点 上 有 极点 : 7 十 1 一 Zae/ 和 =1 一 nr,nr 二 1,2,… ( 即 分 
子 的 了 消 数 的 极点 ), 还 有 点 一 Zoe = -mr = 0( 如 果 还 有 x < 0); 如 所 期 待 
的 , 这 些 点 和 离散 能 级 一 致 . 
在 n; 关 0 的 任何 极点 附近 , 我 们 有 





( 2 和 x ) eix(! 一 7) 
B26 oo € QE ) 


下 1 - 一 一 |. 
17 工 (27 十 工 十 mr) 入 


其 极点 附近 的 工 函数 形式 , 可 利用 熟知 的 公式 FT(z)T(1 - z) = mr/ sinrz 求 出 : 


人 Zac n 

, 入 Tnr)sinn(y+1— Zae/N)’ 
ZZ 

sin x (a 十 1 一 于 ) 入 (罕有 (Ee 一 60) 





入 de 入 
nrZam? 
GD™ A3 (é 一 50) 


Zam 
一 IT — 
tr " ( 入 ) 和 | 


7 民 (27 十 1 十 nr) Zam?2e—eo 
也 不 难看 出 , 此 式 甚 至 在 nr = 0 的 情形 下 仍 成 立 ， 





ex oo (—1) (36.21) 
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在 上 节 末 曾 推出 公式 (35.11), 它 将 函数 e23x 在 其 极点 上 的 留 数 和 相应 束 
缚 态 波 函 数 渐 近 表示 式 中 的 系数 联系 起 来 . 但 是 在 库仑 场 的 情形 下 , 这 个 公式 
应 该 稍 加 改变 , 因为 (35.7) 式 中 的 恒定 相 移 5, 在 (36.16) 式 中 被 6, 十 zln(2pr) 
代替 , 所 以 (35.11) 式 的 左边 必须 用 下 式 代 替 e2isx， 


exp[2i6,. + 2izln(2pr)] — eSx (2iXr)2(nr+7)， 


利用 (36.21) 式 并 由 (35.11) 式 定 出 系数 ho ( 它 现在 将 是 7 的 寡 函 数 ), 我 们 求 
出 离散 谱 归 一 化 波 图 数 的 渐 近 形式 : 


_ [Cem/ X= m+ | exrjnrtn 
入 bn +1+n;) 2M) (36.22) 


此 式 在 确定 (36.11) 式 中 的 系数 时 已 用 过 . 
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粒子 在 力 心 固定 的 场 中 散射 时 , 波 函 数 的 渐 近 表示 式 可 写成 巴 
芒 一 Wepe pz 十 wyer" /r. (37.1) 


这 里 wep 为 人 射 平面 波 的 双 旋 量 振 幅 . 双 旋 量 wo,, 为 散射 方向 me 的 图 数 , 对 
每 个 给 定 的 mw' 值 , 其 形式 (当然 不 是 其 归 一 化 形式 ) 都 和 n' 方向 上 传播 的 平 
面 波 的 双 旋 量 振 幅 相 同 . 

我 们 在 §24 中 曾经 看 到 , 平面 波 的 双 旋 量 振幅 完全 决定 于 二 分 量 的 
量 一 一 三维 旋 量 w, 它 是 粒子 在 静止 参考 系 中 的 非 相 对 论 性 波 函 数 . 流 密 
度 可 用 同样 旋 量 表示 : 它 正比 于 w*w (其 比例 系数 仅仅 依赖 于 能 量 e, 因而 对 
于 人 射 粒子 和 散射 粒子 是 相同 的 ). 因此 , 散射 截面 do = (w*w'/w*w)do, 或 者 
像 824 中 那样 , 由 人 射 波 的 归 一 化 条 件 w*w = 1 得 


do 一刻 ”do. 
我 们 引入 散射 算 符 所 其 定义 为 
w = fw. (37.2) 


由 于 量 w,w 有 两 个 分 量 , 这 样 定义 的 算 符 就 和 非 相 对 论 散 射 理论 中 考虑 了 上 自 
旋 的 散射 振幅 算 符 完全 相似 ( 见 第 三 卷 8140). 因此 , 可 直接 应 用 在 那里 所 得 到 


@ 在 §37 与 838 中 ,p 代表 |pl, 而 e 与 p 是 分 别 作 为 振幅 的 指标 写 出 的 . 
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的 通过 波 函数 在 散射 场 中 的 相 移 来 表示 算 符 的 公式 , 为 此 只 需 将 第 三 卷 $140 
中 引入 的 相 移 看 和 6 用 相对 论 公 式 (35.7) 中 所 出 现 的 6. 表示 出 来 . 值得 
注意 的 是 , 让 和 8 是 轨道 角 动 量 为 也 总 角 动 量 为 了 = ! 十 2 和 j=1 一 3 的 状 


态 的 相位 . 按照 定义 (53),7=1+ 时 x= -ID5=1-5 时 x = 因此 
我 们 应 该 进行 如 下 代 换 


6 6) 0 一 人 
(请 注意 , 6 的 下 标 现在 代表 的 是 x 的 值 ). 这 样 , 我 们 得 到 下 列 公式 : 


f=A+Bv.o, (37.3) 
E23 过 2 +1)(e… :一切 十 1e — 1)]Pi(cos0), (37.4) 
B= 元 1 (esr Es e261)p} (cos 0), (37.5) 


其 中 > 为 方向 n xn’ 上 的 单位 矢量 ， 

既然 _ 为 静止 参考 系 中 的 旋 量 波 函 数 , 散射 的 极 化 性 质 就 要 借助 了 用 和 
第 三 卷 8140 中 同样 的 公式 来 描述 . 

在 库仑 场 的 情形 下 , 有 可 能 将 4A(9) 与 B(6) 用 一 个 函数 表示 出 来 , 其 计算 
过 程 简 述 如 下 @: 

对 于 库仑 场 , 相位 5 由 (36.18) 式 给 出 , 它 可 写成 如 下 形式 





| (37.6) 
IO 一 这) ix: 下) 
Cx TG 
(注意 到 , zx > 0 时 em = einx x <0 时 eizt = 一 eirx). 利用 如 此 引入 的 量 , 可 将 
级 数 (37.4), (37.5) 写成 如 下 形式 


A(0) = -G00) 有 区 Uh 





(37.7) 





B(9) = 一 一 -tan 7G(0) + 一 cot ~ 5P(g) 


其 中 


G(0) = i SRP + Pr) F(0) = Qt- Pi_1). (37.8) 
ed 


WY Gluckstern R. L., Lin S. R., J. Math. Phys., 1964, V. 5, p. 1594. 
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在 级 数 B(9) 的 变换 时 利用 了 勤 让 德 多 项 式 之 间 的 如 下 递 推 公式 : 
Pi 十 P) 1 = -cot5 1(P, 一 P 1)， (37.9) 
P-P,= tan 5 lL(Pi + Pi_1). (37.10) 
另 一 方面 , 按照 恒等式 
(1 + cos0) TslPi(cos0) — Pi-1(cos0)] = Picosb)+Pi-icosg] (37.11) 
阔 数 F(9) 和 G(9) 用 关系 式 


= (1— cos0) oc = 一 cotzg 了 (37.12) 


互相 联系 . 这 样 , 4(9) 和 B(9) 就 都 用 一 个 函数 F(9) 表示 出 来 中 . 
838 极端 相对 论 情 形 中 的 散射 


现在 我 们 研究 极端 相对 论 情形 (e > m) 的 散射 . 在 一 级 近似 中 , 我 
们 在 波动 方程 中 可 完全 忽略 质量 m. 对 少 采 用 旋 量 表示 少 = (<) 比较 方便 ， 
因为 上 《和 7 的 方程 当 mm=0 时 可 以 分 开 : 


—ig.Vé=(e—-U)ét, -io:Vn=—(e—U)n (38.1) 


(为 “中 微 子 ”形式 , 830)， 
钥 化 处 于 了 方向 上 的 电子 的 螺旋 性 状态 对 应 于 波 函数 世 = (6), 而 对 于 


和 p 相反 的 极 化 方向 上 的 电子 则 对 应 于 一 (”). 由 于 上 和 的 方程 可 以 分 


开 , 并 且 很 明显 这 个 性 质 不 会 受到 散射 的 影响 . 因此 , 在 极端 相对 论 电子 的 散 
射 中 , 螺旋 性 是 守恒 的 . 由 对 称 性 (纵向 极 化 ) 考虑 , 在 纵向 极 化 的 螺旋 性 粒子 
的 散射 中 显然 没有 方位 角 的 对 称 性 . 我 们 还 可 以 断言 , 螺旋 性 电子 的 散射 截面 
和 螺旋 性 的 符号 无 关 ; 这 是 因为 有 心力 场 对 反 演 变换 不 变 , 而 螺旋 性 在 反 演 时 
要 变 号 . 

在 极端 相对 论 情形 , 公式 (37.3) 一 (37.5) 可 以 大 大 简化 (D. R. Yennie, DD. 
G. Ravenhall, R. N. Wilson, 1954). 


@ 函数 F(0) 不 能 通过 基本 函数 表示 成 封闭 形式 ,但 是 可 以 写成 确定 的 二 重 积分 的 
形式 -一 参见 上 一 注解 所 引用 的 论文 . 
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譬如 说 , 设 和 人 射电 子 的 极 化 沿 着 运动 方向 n. 对 于 有 确定 n.:o 值 的 平面 
波 而 言 , 旋 量 E(= (yp 十 xX)/V2) 和 波 的 标准 表示 中 出 现 的 相同 三 维 旋 量 w 成 正 
比 . 因此 , 在 新 的 表示 中 , 人 射 波 和 散射 波 的 旋 量 振幅 之 间 的 关系 仍 由 同样 的 
算 符 了 给 出 . 

作为 散射 的 一 个 结果 , 极 化 矢量 随 动量 一 起 转 到 方向 mw' 上 . 所 以 , 算 符 让 
对 电子 自 旋 波 响 数 的 作用 归结 为 自 旋 绕 > 轴 转 动 0 角 (n 和 mn’ 的 夹 角 ). 这 
个 转动 本 身 等 价 于 坐标 系 绕 同 一 轴 在 相反 方向 上 转动 , 即 转动 -0 角 . 由 此 得 
出 , 算 符 下 应 该 与 坐标 系 作 上 述 改 变 时 波 函 数 的 变换 算 符 ( 即 作 代 换 0 一 -6 
的 算 符 (18.17)) 相同 (只 可 能 差 一 个 系数 ). 将 (37.3) 式 和 (18.17) 式 比较 , 我 们 
求 出 : 
= 一 i ban (38.2) 


心 | 名 


所 以 , 在 极端 相对 论 极 限 下 ， 
f= A(0) : 一 itan 5 . 2/ . "| : (38.3) 
如 果 利用 同一 极限 下 相位 5 和 5_, 之 间 的 关系 式 , A(9) 的 表示 式 (37.4) 


也 可 以 简化 . 为 了 推导 这 个 关系 式 , 我 们 注意 到 , 当 删 去 有 mm 的 项 以 后 , 函数 
f 和 5 的 方程 (35.4) 对 代 换 


M 一 一 2 一 9， 9 一 一 上 


不 变 , 这 种 代 换 并 不 影响 粒子 或 场 本 身 的 参数 . 所 以 ,必定 有 f,./g = -9-:/ 广 。 
代 人 渐 近 表示 式 后 给 出 


1 
tan (pr 一 委 +56.) = 一 cot (pr 一 竺 +6-)， 
1 
6, =6 (二 人 = 。 
和 x—(l DE+ (n+) 


由 此 得 出 
e2idx 一 e2i-x， (38.4) 
利用 这 个 关系 式 (并 在 (37.4) 式 的 第 一 项 中 的 求 和 指标 由 i 换 成 1 一 1), 我 们 
求 出 有 
4(9) = 元 2》 ie2 — 1)[Pi(cos0) + Pi_i(cos0)]. (38.5) 
{=1 


由 (38.2) 式 得 出 , Re (4B*) = 0， 这 意味 着 在 所 考虑 的 近似 下 , 截面 和 
粒子 的 初始 极 化 无 关 , 并 且 非 极 化 束 在 散射 后 仍然 是 非 极 化 的 (参见 第 三 卷 
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(140.8) 一 (140.10) 式 ). 我 们 还 看 到 , 当 9 一 x 时 , 4A(9) 的 表示 式 (38.5) 和 (x 一 0)? 
一 样 趋 于 零 (由 于 Pi(-1) = (一 1)). 因此 截面 
14(0) 

cos2(0/2) 
也 趋 于 零 . 这 些 性 质 在 对 小 量 m/e 的 更 高 级 近似 中 自然 不 会 出 现 . 特别 是 , 分 
析 表 明 , 当 9 一 x 时, 截面 趋 于 正比 于 . (my/e) 的 极限 . 

对 于 极端 相对 论 情形 中 的 库仑 场 , 相位 5,, 是 和 能 量 无 关 的 , 如 由 (36.19) 
式 所 见 @@. 因此 , 在 纯 库 仑 场 中 , 当 e 六 mm 时 , 散射 截面 有 如 下 形式 


衬 =|Al?+|BP = (38.6) 


do = 一 一 do， (38.7) 


其 中 了 只 是 角度 的 函数 . 
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我 们 将 在 以 后 ($95, 896) 研究 极端 相对 论 电 子 在 重 核 (Za ~ 1) 的 场 中 散 
射 时 出 现 的 各 种 非 弹性 过 程 . 为 计算 相应 的 矩阵 元 , 我 们 需要 的 波 函 数 是 这 样 
的 : 它们 在 7 一 oo 时 的 渐 近 形式 应 该 是 平面 波 和 球面 波 的 县 加 . 

我 们 将 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 下 (电子 能 量 s > m), 由 电子 给 核 的 动量 
转移 g = lz 一 p| ~ m 在 散射 中 起 着 最 主要 的 作用 . 和 这 个 g 值 对 应 的 “碰撞 
参量 ”为 p ~ 1/g ~ 1/m, 电子 的 偏转 角度 为 @ 

aq 7 
2 (39.1) 


用 坐标 > (到 中 心 的 距离 ) 和 z = rcosb 表示 , 这 个 区 域 可 表示 为 


p=rsin0~ 1/m, p(r—z)= pr(l ~ cos0) ~ 1. (39.2) 
并 且 7 ~ sj/m2, 可 见 所 涉及 的 距离 是 很 大 的 ， 
我 们 将 狄 拉 克 方 程 写 成 
(2—-U—-mB+t+ia.:V)y=0, U= -Zaf", (39.3) 
为 将 其 变 成 二 阶 方程 , 用 算 符 (e -U+mp 一 ia .VV) 作用 于 (39.3): 
(A+p —2eU)y = (~ia: VU — UU?)w. (39.4) 
Q@ 这 由 方程 (38.1) 也 可 直接 看 出 , 因为 对 库仑 场 来 说 , 能 量 一般 可 以 通过 代 换 
一 7?//e 从 方程 中 消去 . 


@ 在 本 节 中 ,用 p 标记 |pl. 
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由 于 在 所 考虑 的 区 域内 > 六 Za/e, 所 以 Ue. 在 一 级 近似 中 , (39.4) 式 
的 右边 可 以 忽略 , 剩 下 的 方程 为 





(4 +p? 二 2 ) = 0， (39.5) 
其 形式 和 库仑 场 中 的 非 相 对 论 性 薛 定 廖 方程 
1 2 Za 
(去 4 十 9 十 2 w=0 (39.5a) 


相同 , 区 别 只 是 参数 的 标记 有 明显 改变 (在 “势能 ”中 包含 一 个 额外 因子 ef/m). 

因此 , 我 们 可 以 直接 写 出 具有 所 要 求 的 渐 近 形式 的 解 (参见 第 三 卷 8136). 
例如 , 包含 渐 近 平面 波 (x e?") 和 射出 球面 波 的 波 函 数 具有 如 下 形式 : 

,ilpr — pr)) 





Uep jz 
pA 一 CC 一 二 ep ( 

V2e (39.6) 
CG O400/ PIT — iZae/p), 


式 中 下 为 合流 超 几何 也 数 , wep 为 平面 波 的 常数 双 旋 量 振 幅 , 其 归 一 化 条 件 是 
我 们 先前 在 (23.4) 式 中 所 采用 过 的 : 


Uepuep = 2m. (39.7) 
波 函 数 (39.6) 的 归 一 化 应 该 使 平面 波 在 其 渐 近 极限 具有 通常 的 形式 ， 
Uep ipr 
V2e 


这 对 应 于 在 单位 体积 中 有 一 个 粒子 . 由 于 在 极端 相对 论 情形 下 p = e, 我 们 可 
以 在 (39.6) 式 中 作 近 似 Zaefp s Za: 


ys) = 0 诗 ""Pliza, 1,i(pr — p :7)), | 


(39.8) 
C = eZo7/2T(1 — iZa). 


应 该 指出 , 尽管 我 们 研究 的 距离 足够 大 , 使 得 pr 六 1, 但 是 (39.8) 式 中 
的 合流 超 几 何 函 数 还 不 能 用 其 渐 近 形式 代替 : 函数 下 的 宗 量 并 不 是 pr, 而 是 
pr(1 一 cos9), 我 们 不 能 假定 它 是 一 个 很 大 的 量 2. 

在 应 用 中 , 还 需要 多 的 下 一 级 近似 , 它 具 有 和 (39.8) 式 不 同 的 旋 量 结构 ， 
(后 者 可 化 为 因子 wep). 为 计算 这 个 近似 , 我 们 将 少 写 成 


(> 
Cs JR (epF + 9). 


包 在 第 三 着 8135 中 , 我 们 关心 的 是 任意 大 的 7, 因此, 这 个 近似 对 角度 9 的 所 有 值 
都 是 允许 的 . 
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在 方程 (39.4) 的 右边 只 留 下 和 U 成 线性 的 项 , 对 琐 数 yp 得 到 方程 
(A+2ip-Y —2eU)y = —ivepa : VU. (39.9) 
其 解 可 通过 函数 了 满足 的 如 下 方程 
(A+2ip-Y -2eU)F=0 
求 出 (将 (39.6) 式 代 入 (39.5) 式 即 可 看 出 ) 将 算 符 Y 作用 于 此 方程 , 得 到 
(A+2ip. VY — 2eU)VF = 2eFVU. 
再 和 方程 (39.9) 比较 , 我 们 求 出 
p= -i (a VuepF, 


内 (+) 和 与 其 类 似 的 函数 以 -) (其 渐 近 表 式 中 包含 一 个 人 射 的 球面 波 ) 的 
最 终 表示 式 为 


(H) Cipr 1 a ”1 六， 
ED 和 《 pe v) F(iZa, 1,i(pr — pT7))uep, 


(= CC” iD a 1 < 一 1 。 (2070) 
A /Ee (1 50 y) F(~iZa, 1,—i(pr 十 了 7))uep， 


C = 2%/2T(1 — iZa) 


(W. H. Furry 1934). 我 们 还 要 写 出 具有 “ 负 频 率 ” 的 类 似 函 数 (ce,-_p), 在 处 
理 有 正 电子 参加 的 过 程 时 就 需要 这 样 的 函数 . 这 可 以 由 在 肾 数 yep 中 作 代 换 
Dp 一 一 p, E 一 一 e, 而 p= |p| 不 变 来 得 到 (从 原始 表示 式 (39.6) 将 可 看 出 , 超 几 
何 函 数 的 参量 iZa 要 变 号 ; 在 (39.6) 式 中 , 此 参量 以 iZae/p 的 形式 出 现 ). 这 
样 一 来 , 我 们 就 得 到 


C i . 
Yt) = FE pr ( 十 二 。 v) F(~iZa,1],i(pr + p: 7))u ep， 


(39.11) 


1 


Lo v) Ee 


(= 2 -ip ( a 
We,-p V2e 
C = e-"™20/2T(1 + iZa). 


对 上 面 的 计算 还 必须 作 下 面 的 说 明 . 我 们 的 渐 近 条 件 本 身 对 于 唯一 地 确 
定 波动 方程 的 解 是 完全 不 够 的 (这 很 显然 , 因为 我 们 总 可 以 给 少 加 上 任何 一 
个 射出 的 库仑 球面 波 而 不 破坏 此 条 件 ). 将 方程 (39.5) 的 解 写 成 (39.6) 的 形式 
就 默默 地 满足 了 解 在 + = 0 时 是 有 限 的 条 件 . 这 个 要 求 在 第 三 卷 8135,8136 中 


839 库仑 场 中 散射 的 连续 谱 波 函 数 


是 必须 的 , 在 那里 , 所 研究 的 是 对 整个 空间 都 成 立 的 精确 薛 定 谓 方 程 的 解 包 . 
而 现在 , 方程 (39.5) 仅 对 大 距离 成 立 , 因此 解 的 选择 需要 作 进 一 步 的 说 明 . 

这 可 由 如 下 事实 提供 : 大 的 “碰撞 参量 " p = rsing 对 应 大 的 轨道 角 动 量 
! 和 小 的 散射 角 6: 当 p ~ 1/m 时 我 们 有 


l~pp~pe~e/m>1, 


角度 0 可 用 准 经 典 方 法 估计 : 
1 fdU U'(p)p mm 
PE A 
因此 , 在 的 球面 波 展开 式 中 , 主要 贡献 (在 所 研究 的 r+ 和 6 范围 内 ) 来 自 上 述 
较 大 1 值 的 波 .但 是 具有 和 较 大 i 值 的 球面 波 在 坐标 原点 附近 “经 典 不 可 到 达 的 ” 
距离 > < lfe (由 于 离心 势 人 又 ) 区 域 必 将 迅速 衰减 到 很 小 的 值 . 因此 , 如 果 我 们 
要 将 方程 (39.5) 的 解 和 精确 方程 (39.4) 的 解 在 rmi (其 中 eS 71 >> Zafe) 
的 小 距离 上 “联结 ”到 一 起 , 那么 方程 (39.5) 的 解 的 边界 条 件 就 要 求 它 是 很 小 
的 , 这 证 实 了 我 们 的 选择 . 


习 驯 


对 Za< 妇 1 的 吸引 力 库仑 场 求 非 相对 论 离 散 谱 波 函数 的 修正 (相对 于 Za 
的 级 数 ). 
解 : 电子 在 束缚 态 的 速度 为 wwZGa, 因而 当 Ga < 安 1 时 , 零 级 近似 波 函 数 
是 非 相 对 论 的 , 即 
W = Wfnon-r, 


其 中 内 on 为 满足 非 相对 论 性 薛 定语 方程 的 函数 , 而 岂 为 双 旋 量 : 二 (¢). 其 
中 Ww 是 描述 电子 极 化 态 的 旋 量 ， 在 下 一 级 近似 中 我 们 写 出 Wp = wnon-r + WY), 


代入 (39.4) 式 , 求 出 W 的 方程 
1 Za ;Za (ul 
A = 上 
(去 人 jen| 十 一 )» 给 (vi) (ou) pnon-r, 


其 中 cn 为 非 相对 论 离散 谱 能 级 . 这 里 略 去 了 相对 级 教 为 (Za)2 的 项 (应 该 指 
出 , 在 非 相 对 论 情形 中 重要 的 距离 具有 玻 尔 半径 的 数量 级 :7 ~ 1/mGa), 这 个 
方程 的 解 为 jy(D = -ou . Vnonr, 因此 


p= ( 9 2 v) Upnon-r. 


， 在 第 三 卷 8135 的 求解 过 程 中 , 这 个 条 件 由 于 选择 的 是 (135.1) 式 那 样 的 特 解 而 
得 到 保证 , 而 不 是 不 同 B81, p2 的 值 的 积分 的 总 和 . 
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$40 平面 电磁 波 场 中 的 电子 


对 于 在 平面 电磁 波 场 中 运动 的 电子 , 狄 拉克 方程 可 以 精确 求解 (I M. 
Bontos, 1937). 
四 维 波 矢量 为 k(k* = 0) 的 平面 波 场 对 四 维 坐 标的 依赖 关系 只 是 在 组 合 
yp 二 kz 中 , 所 以 四 维 势 为 
At = Ar*(p), (40.1) 


它 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 
B,A+* =kyAr =0 


( 撤 号 表示 对 op 微分 ), 由 于 4 中 的 常数 项 是 不 重要 的 , 我 们 可 上 略 去 撤 号 而 将 
此 条 件 写成 
kA=0. (40.2) 


我 们 从 二 阶 方程 (32.6) 出 发 , 该 式 中 的 场 张 量 为 
Fw = kd’, — kk,. (40.3) 


在 对 (i9 一 eA)? 作 展 开 时 必须 考虑 到 : 由 (40.2) 式 , 6,(4*W) = A+B,y. 结果 ， 
得 到 方程 


[—02 — 2ie(46) 十 e242 一 mm2 —ie(yk)(yA NY =0 (40.4) 
(82 = 8,.0*). 
我 们 来 求 这 个 方程 如 下 形式 的 解 : 
v=e-prF(p), (40.5) 


其 中 p 为 四 维 矢 量 . 罗 函数 这 种 形式 在 对 p 加 上 一 个 大 的 任何 常数 倍 的 矢量 
时 都 是 不 会 改变 的 (只 要 对 函数 F(y) 作 适 当 的 改写 ). 因此 我 们 可 以 给 p 附加 
一 个 补充 条 件 而 并 不 失去 其 普遍 性 . 令 


22 一 7. (40.6) 


这 时 如 果 移 去 外 场 , 量子 数 pr 就 变 成 自由 粒子 四 维 动量 的 分 量 . 当 有 外 场 存 
在 时 , 如 果 选 择 Ao = 0 的 特殊 参考 系 , 四 维 矢量 p 的 分 量 的 意义 就 变 得 更 加 
清楚 . 设 矢 量 4 在 这 个 参考 系 中 指向 zl 轴 , 而 大 指向 z3 轴 ( 即 波 的 电场 沿 z! 
方向 , 磁场 沿 z2 方向 , 波 自身 沿 za 方向 传播 ). 于 是 (40.5) 式 将 是 算 符 


~ .0 ~ .909 ~ ~_./8 68 
一 P2 = 1752， Do 一 23 王 1 B70 Or3 
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的 本 征 函 数 , 本 征 值 分 别 是 pt,pz,po 一 ps (不 难看 出 , 这 些 算 符 本 身 是 和 狄 拉 
克 方 程 的 哈密 顿 算 符 对 易 的 ). 由 此 可 见 , 在 该 参考 系 中 2,p2 分 别 为 广义 动 
量 沿 zl,z2 轴 的 分 量 ; 而 p? 一 p33 为 总 能 量 和 广义 动量 在 z3 轴 的 分 量 之 差 . 

将 (40.5) 代入 (40.4), 注意 到 


OrF=kF, OO0rF=kF"=0, 
我 们 得 到 F(w) 的 方程 
2i(kp)F’ + [—2e(pA) + eA? — ie(yk)(yA)NF = 0. 


这 个 方程 的 形式 解 为 


F = exp | a | | - my dp 十 i | i 
其 中 ww/V2po 为 任意 的 恒定 双 旋 量 (将 其 写成 此 形式 的 原因 兄 后 ). 
由 于 
(YE)(YA)(YE)(YA) = —(YK) OE) yA) YA) + 2(kA) (YE) (YA) = 一刀 42 = 0. 
所 有 (Yk)(Y4) 的 高 于 一 级 的 者 次 都 等 于 零 . 因此 , 我 们 可 以 进行 替换 














A 一 了 十 (有 (4 
因而 少 变 成 
加 = 1 + 3 OA) i (40.7) 
KZ 
9= -oz- / 4) 3A?| dy. (40.8) 


为 了 确定 恒定 双 旋 量 w 应 满足 的 条 件 , 必须 假设 波 是 由 上 = -ee 时 无 限 
绥 慢 地 “引入 ”的 . 当 kz 一 一 00 时 , 4 一 0, 而 乡 应 该 变 成 自由 狄 拉 克 方 程 的 
解 . 因此 ,= w(p) 必须 满足 方程 


(YPp— m)u = 0. (40.9) 


这 个 条 件 排除 了 二 阶 方程 “多 余 ” 的 解 . 由 于 ww 和 时 间 无 关 , 这 个 条 件 对 于 有 
限 的 kz 仍然 成 立 . 所 以 , u(p) 和 自由 平面 波 的 双 旋 量 振幅 相同 ; 我 们 将 按 同 
样 的 条 件 (23.4) 归 一 化 : zw = 2m. 


5 的 表示 式 和 在 波 场 中 运动 的 粒子 的 经 典 作用 量 相同 . 请 比较 第 二 卷 847, 习 
2. 
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上 述 讨 论 也 直接 给 出 波 函 数 (40.7) 的 归 一 化 . 无 限 缓慢 地 引入 场 并 不 改 
变 归 一 化 积分 . 由 此 得 出 , 函数 (40.7) 满足 和 自由 平面 波 同样 的 归 一 化 条 件 


f Woe = /而 ?ppdsz = (2n)38(p Dp) (40.10) 
我 们 来 求 函数 (40.7) 所 对 应 的 流 密度 . 注意 到 
+0 es 
由 直接 相 乘 , 我 们 得 到 











bh -二 全- bp (2-5) 
I = Wpy Pp po eAr* 二 k xp) ~ 2p) ) (40.11) 
如 果 A* 是 周期 也 数 , 它们 对 时 间 的 平均 值 为 零 , 则 流 密度 的 平均 值 为 
THU 一 工 凡 A2 上 
了 7 二 (2 - 5 kr” (40.12) 


我 们 还 可 以 求 出 态 如 中 的 动力 学 动量 密度 . 动力 学 动量 算 符 为 Pp-eh = 
i0 一 eh. 通过 直接 计算 , 我 们 求 出 
pr (Br — eAr)pp = poy (Pr — eAr)yp 


ee e(pA) e242? 
es ( (kp) ee Sk), 


用 q+ 表示 这 个 四 维 矢量 对 时 间 的 平均 值 , 则 有 
2 A2 

TE 0 
2 2(kp) 


2_ 
0 =mi, m= mA] 1— A (40.15) 


mx 起 着 电子 在 场 中 的 “有 效 质 量 ” 的 作用 . 比较 (40.14) 和 (40.12) 式 , 我 们 看 
到 ， 


————— Fy(uo A u). (40.13) 








(40.14) 


其 平方 为 : 


j+ = g! /po. (40.16) 
我 们 还 要 指出 , 用 矢量 q 表示 的 归 一 化 条 件 (40.10) 的 形式 为 
多 az = Qn) alg’ 一 (40.17) 


(由 (40.10) 式 过 渡 到 (40.17) 式 的 最 简单 方法 , 是 在 上 面 所 指出 的 特殊 参考 系 
中 进行 ). 
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§41 自 旋 在 外 场 中 的 运动 


狄 拉克 方程 中 的 准 经 典 近 似 可 以 用 在 非 相 对 论 理 论 中 的 同样 方法 得 到 . 
在 二 阶 方程 (32.7a) 式 中 代 人 所 


一 uei?/h 


其 中 5 为 一 个 标量 , % 为 一 个 缓慢 变化 的 双 旋 量 . 假定 通常 的 准 经 典 性 条 件 被 
满足 : 粒子 的 动量 在 大 约 等 于 波长 有 /|p| 的 距离 范围 只 有 一 点 变化 . 

在 相对 于 万 的 零 级 近似 中 , 对 作用 量 S$ 我 们 得 到 通常 的 经 典 相 对 论 的 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 . 运动 方程 中 不 包含 所 有 有 自 旋 ( 且 正 比 于 有 六 的 项 . 自 旋 只 
出 现在 相对 于 育 的 下 一 级 近似 中 , 换 句 话说 , 电子 的 磁 矩 对 其 运动 的 影响 总 是 
和 量子 修正 有 相同 的 数量 级 . 这 个 结论 是 很 自然 的 , 因为 自 旋 角 动 量具 有 纯 量 
子 的 性 质 , 并 且 其 大 小 是 和 上 成 正比 的 . 

因此 , 当 电 子 在 一 个 外 场 中 做 给 定 的 准 经 典 运 动 时 ,提出 电子 自 旋 的 行为 
问题 是 有 意义 的 . 这 个 问题 的 解 已 经 包含 在 狄 拉克 方程 相对 于 访 的 下 一 级 近 
似 中 . 不 过 , 我 们 将 采取 另 一 种 和 狄 拉克 方程 没有 直接 联系 但 更 为 直观 的 方 
法 . 这 种 方法 的 优点 是 可 以 处 理 任何 粒子 的 运动 ,包括 不 能 用 狄 拉 克 方 程 描 述 
的 具有 “反常 ” 旋 磁 比 的 粒子 . 

我 们 的 目标 是 建立 粒子 做 任意 (给 定 ) 运动 时 自 旋 的 “运动 方程 ”, 我 们 
从 非 相 对 论 情 形 出 发 . 

粒子 在 外 场 中 的 非 相 对 论 哈密 顿 算 符 为 

HH=f'-yo.H, (41.1) 
其 中 HH' 包括 所 有 和 自 旋 无 关 的 项 (参见 第 三 卷 $111), 4 为 粒子 的 磁 矩 . 这 种 
形式 的 哈密 顿 算 符 适用 于 任何 种 类 的 粒子 . 对 电子 , 4 = eh/2mc (电子 的 电荷 
为 e = 一 |e]), 对 核子 , 5 还 包含 “反常 ”部 分 @ 
7 eh 


be (41.2) 
按照 量子 力学 的 一 般 法 则 , 自 旋 运动 的 算 符 方程 可 以 由 公式 
= 5(Bs— 3) = -7 (Bo -oh) (41.3) 
得 到 . 将 (41.1) 式 代 人 此 式 , 给 出 
i = -Heloo — Oi0k) = Fem Heo, 


Q 在 开头 , 我 们 使 用 通常 的 单位 制 ， 
@ 当 考 虑 辐射 修正 时 , 电子 磁 矩 中 还 包含 很 小 的 “反常 部 分 ”. 
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~ 2 
3 = 人 x H. (41.4) 


我 们 将 这 个 算 符 方 程 对 在 给 定 轨 道 运 动 的 准 经 典 波 包 状 态 求 平均 . 这 个 
运算 等 价 于 自 旋 算 符 用 其 平均 值 5 代替 , 矢量 五 用 函数 五 ( 代替; 五 (t) 表 
示 粒 子 (或 波 包 ) 沿 着 轨道 运动 时 在 其 所 在 位 置 磁场 的 变化 . 在 非 相 对 论 近似 
中 , 即 在 泡 利 方程 的 范围 内 ,5= o/2 是 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 自 旋 算 符 ,其 
平均 值 在 829 中 我 们 用 ¢/2 表示 . 因此 , 我 们 得 到 方程 

do 24 
= Cx H(t). (41.5) 
方程 的 这 种 形式 实质 上 是 纯 经 典 的 , 它 意 味 着 磁 和 矩 矢量 围绕 场 的 方向 以 角 速 
度 -2uH/ii 作 旋 进 运动 , 而 大 小 保持 不 变 咏 . 
同样 , 在 非 相 对 论 情 形 下 , 粒子 的 速度 wv 按照 方程 


dv/dt = ev x H/mc 


变化 , 即 矢量 v 围绕 互 方向 以 角速度 -eH/mc 转动 . 如 果 py/' = 0, 则 jy = 
efi/2mc, 这 个 角速度 和 矢量 6 的 转动 速度 -2uH/ii 相同 , 换 句 话说 , 极 化 矢量 
和 运动 方向 保持 恒定 的 角度 (下 面 我 们 将 看 到 , 这 个 结果 在 相对 论 情 形 下 仍然 
成 立 ). 

现在 我 们 对 方程 (41.5) 作 相 对 论 推广 . 为 了 对 极 化 进行 协 变换 述 , 必须 利 
用 829 中 引入 的 四 维 矢 量 a, 而 自 旋 的 运动 方程 将 决定 它 对 固有 时 间 r 的 微 
商 @. 

从 相对 论 不 变性 考虑 , 可 以 确定 这 个 方程 的 可 能 形式 : 它 的 右边 应 该 是 
电磁 场 张 量 Fr 和 四 维 矢 量 ax 的 线性 齐 次 式 , 此 外 , 只 可 能 包含 四 维 速 度 
ur 二 p+/m. 满足 这 些 条 件 的 方程 的 唯一 形式 为 


nL 
oe = oFra, + BurF**w ,aa, (41.6) 


其 中 a 与 8 为 常 系数 . 不 难看 出 , 由 于 条 件 ayur = 0 和 张 量 Fr* 的 反对 称 性 
(因而 Fr*wyws = 0), 再 也 不 可 能 构造 出 具有 所 要 求 的 性 质 的 其 它 表示 式 . 
”” @ 经 典 方程 (41.5) 可 以 由 如 下 方程 
dM/dt=pyxH 
直接 推出 , 式 中 的 1M 为 系统 的 角 动 量 , p 为 其 磁 矩 , py x H 为 作用 于 系统 上 的 力矩 . 设 
M = 5 扩 ,#= 七 56= ,我 们 便 得 出 (41.5) 式 
@ 此 后 我 们 仍然 取 c= =1. 
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当 w 一 0 时 , 这 个 方程 必须 和 (41.5) 式 相 同 . 设 o = (0,C),wr = (1,0),7 = 
t, 我 们 有 
dt/dt 一 ac x H. 


和 (41.5) 式 比较 , 给 出 : a = 21. 
为 了 确定 8, 我 们 利用 事实 arw,, = 0. 将 此 等 式 对 r 微分 , 利用 电荷 在 场 
中 的 经 典 运动 方程 : 


及 
m—— = ef! uy 
dT 


(参见 第 二 卷 823), 我 们 得 到 
wh 一 -dp 一 op Fru 一 — PHY way. 
因此 , 对 方程 (41.6) 的 两 边 乘 以 wj, 考虑 到 等 式 wur = 1, 并 消去 公共 因子 
Frvwjav, 我 们 得 到 
由 此 可 见 , 自 旋 的 相对 论 运动 方程 为 


1 
2 = 2uFHa, — 2 ut FN, 0 (41.7) 


(V. Bargmann, L. Michel, V. Telegdi, 1959)®. 

我 们 可 以 由 四 维 矢 量 a 变 为 量 6, 它 直 接 表征 粒子 在 其 “瞬时 ”静止 参考 
系 中 的 极 化 ; a 和 《6 之 间 的 关系 由 公式 (29.7) 一 (29.9) 给 出 . 首先 , 由 (41.7) 式 
必定 有 audar*/dr = 0, 即 ayar = constant， 有 既然 Quar 二 一人, 这 就 意味 着 , 粒 
子 的 极 化 ¢ 在 运动 时 其 大 小 保持 不 变 . 

可 以 利用 (41.7) 式 中 的 三 维 部 分 得 到 决定 极 化 方向 变化 的 方程 . 写 出 这 
个 方程 的 空间 分 量 , 得 到 

da _ 2um 2’e 


2jm 2W'e 
人 ax 好 十 -一 (9) 召 mm ?0 E)+- vv.ax H) 


+ Ev(0 .vw)(v:E). 
这 里 我 们 必须 代入 (29.9) 式 , 微分 时 要 考虑 到 等 式 p = ev, e2 = p2 十 m2 和 运 
动 方程 
dp/d =eE+ev x H, de/dt=ev':E. (41.8) 
@ 这 个 方程 的 另 一 种 形式 是 有. U. Bpenrenb 首先 导出 的 (1926). 
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经 过 一 些 初等 的 但 足够 长 的 运算 , 得 到 如 下 方程 外 


Se - mt Em HE Ee 2 (o. ey EE he a 
(41.9) 
极 化 方 回 相对 于 运动 方向 的 变化 比 其 在 空间 中 绝对 位 置 的 变化 更 有 意 


义 . 将 6 写成 


E e+m 


C=nd+ér (41.10) 


( 式 中 nn = v/v), 并 推出 极 化 在 运动 方向 上 的 分 量 6 的 方程 . 利用 (41.8) 式 与 
(41.9) 式 进行 计算 , 可 得 到 如 下 结果 多: 
2 
2 Hxnt? (A ) eB (41.11) 

在 本 节 末 的 习题 中 给 出 了 应 用 上 述 公 式 的 几 个 例子 . 这 里 我 们 仅仅 指 
出 , 在 纯 磁 场 中 运动 时 , 无 反常 磁 矩 的 粒子 的 极 化 和 速度 保持 恒定 角度 (0 = 
const). 这 个 结果 在 上 面 已 对 非 相 对 论 情形 指出 过 , 事实 上 这 是 普遍 的 . 

可 以 更 为 准确 地 阐明 上 述 方程 可 应 用 的 条 件 . 起 初 提 出 的 粒子 动量 变化 
非常 缓慢 这 一 要 求 等 价 于 场 EE 和 五 应 该 很 小 的 条 件 ; 特别 是 , 磁场 中 的 拉 真 
尔 半径 (~ p/eH) 和 粒子 的 波长 相 比 要 很 大 . 然而 , 严格 说 来 , 除 此 以 外 还 应 该 
满足 一 个 条 件 : 场 在 空间 上 的 变化 不 能 太 快 , 即 在 准 经 典 波 包 的 范围 内 , 场 的 
变化 应 该 很 小 . 也 就 是 说 , 在 数量 级 为 粒子 波长 (1/p) 和 康 普 顿 波长 1/m 的 距 
离 上 , 场 的 变化 应 该 很 小 包 . 

不 过 , 在 宏观 场 中 运动 的 实际 问题 中 , 缓慢 变化 的 条 件 显 然 能 够 满足 , 因 
而 , 事实 上 只 要 求 它们 非常 小 . 

在 $33 中 , 我 们 求 出 了 电子 在 外 场 中 运动 时 的 哈密 顿 量 的 第 一 级 相对 论 
修正 . 对 于 在 电场 中 运动 的 电子 , 近似 哈密 顿 算 符 的 形式 为 (参见 (33.12)): 


辣 = 人 他- 二 .Exf/m, 万 = -iy, (41.12) 


@ 如 果 像 通常 所 做 的 那样 按照 /= 55 了 (= 5 )， 引入 带电 粒子 的 旋 磁 比 
( 朗 德 因子 ) 这 个 方程 可 以 写成 


dé e mm e 
二 i H+—(o— 
2 (9 2+2)¢x + (9—2)- 


2e 
dt 2 ) 6x (Ex) 


(41.9a) 





E e 
(Ue ( 





@ 通过 明显 写 出 (41.7) 式 的 时 间 分 量 , 可 以 更 直接 得 出 此 方程 

@ 后 一 要 求 是 因为 在 波 包 中 (在 其 静止 参考 系 中 ), 传播 的 速度 必定 比 c 小 , 否则 ， 
在 这 个 参考 系 中 就 不 能 应 用 非 相 对 论 公式 . 

如 果 场 变化 太 快 , 方程 中 就 会 出 现 不 可 忽视 的 附加 项 , 其 中 包含 场 对 坐标 的 微 商 . 
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这 里 角 ' 包括 不 含 自 旋 的 项 . 现在 , 由 于 场 变化 缓慢 , 我 们 略 去 月 中 思 的 
微 商 项 ( 即 含 divE 的 项 ); 小 项 并 和 我 们 这 里 感 兴趣 的 场 效应 没有 关系 , 也 
可 以 略 去 这样， 当 磁 场 不 存在 时 , 向 ' 就 简化 为 非 相对 论 性 的 哈密 顿 算 符 
H'= 8/2m+ eg. 

公式 (41.12) 也 可 以 由 方程 (41.9) 得 出 , 而 不 必 直 接应 用 犹 拉 克 方 程 . 这 
个 方法 足以 使 得 它 (在 准 经 典 情形 下 ) 可 以 推广 到 具有 反常 磁 矩 的 粒子 . 

电场 中 自 旋 的 运动 方程 , 精确 到 速度 v 的 一 级 项 , 可 以 由 写成 如 下 形式 的 
(41.9) 式 得 到 : 

= (p+u)¢x (Exs)=( 

不 难看 出 , 如 果 要 求 通过 自 旋 算 符 和 哈密 顿 算 符 作 对 易 来 ( 按 (41.3) 式 ) 从 量 
子 力学 得 到 这 个 方程 , 我 们 必须 假定 


C 


2 一 +2p) Cx (Exw). 


请 = 色 '- (4 -| o-:ExB/m. (41.13) 


这 就 是 所 求 的 表示 式 . 当 jy' = 0 时 , 我们 回 到 (41.12) 式 . 应 该 指出 ,“ 正 常 ” 磁 
矩 e/2m 比 反常 磁 矩 yw/ 多 出 一 个 因子 -0. 


习 题 


1. 粒子 在 重 直 于 均匀 磁场 的 平面 内 运动 (op 上 百 ), 试 确定 其 极 化 方向 的 
改变 . 

解 : 方程 (41.9) 的 右边 只 剩 下 第 一 项 , 所 以 矢量 6 以 角速度 

_2um+2p(e—~m)s,_ 1e . 
ee H= (s+2)H. 

绕 于 方向 (z 轴 ) 旋 进 .5 在 zy 平面 上 的 投影 ( 记 作 6i) 在 该 平面 内 以 同一 
角速度 转动 ,而 矢量 外 以 角 迷 度 -eH/e 在 同一 平面 内 转动 (这 可 从 运动 方程 
户 二 2 二 el(v x 瑟 ) 看 出 ). 因此 , 1 以 角速度 -2J/H 相对 方向 转动 . 

2. 同上 题 , 但 粒子 在 平行 于 磁场 的 方向 上 运动 . 

解 : 当 v 和 理 的 方向 一 致 时 , 方程 (41.9) 化 为 


即 6 绕 和 互 的 共同 方向 以 角速度 -2umH/e 旋 进 . 


忆 这 正 是 在 $33 最 后 的 注解 中 提 到 过 的 “托马斯 一 半 ”, 这 里 给 出 的 推导 清楚 地 
表明 了 其 来 源 所 在 . 
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3. 同上 题 , 但 粒子 在 均匀 电场 中 运动 . 


解 : 设 场 已 沿 工 轴 指 向 , 而 粒子 在 XY 平面 内 运动 (这 时 py = const), 由 
(41.9) 式 可 见 , 矢量 以 瞬时 角速度 


时 Dy 
(5 +2p ) pa 
绕 z 轴 进 动 ， 


我 们 再 将 6 分 解 成 6z 与 6 (在 zy 平面 内 的 ), 这 时 





j= CL:E=-4sing: 过 


由 (41.11) 式 我 们 得 出 , C1 以 瞬时 角速度 


相对 方向 转动 . 
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在 中 子 与 原子 核 碰撞 中 , 大 角度 散射 由 主要 的 相互 作用 一 一 核 力 决定 . 
对 小 角度 散射 , 我 们 将 看 到 , 中 子 的 磁 矩 和 原子 核电 场 的 相互 作用 变 得 很 重要 
(J. Schwinger, 1948). 

我 们 将 假设 中 子 是 非 相 对 论 的 , 因而 所 研究 的 相互 作用 可 以 用 近似 哈密 
顿 算 符 (41.13) 描述 . 电 中 性 粒子 的 所 有 磁 矩 都 是 “反常 的 ”. 在 这 种 情况 下 ， 
算 符 至 ' 就 是 动能 算 符 @: 


二 ;2 
五 一 "ExYV. (42.1) 
277m mc 


由 于 中 子 的 电磁 相互 作用 很 小 , 由 它 决 定 的 散射 振幅 fem 可 以 用 玻 恩 近 
似 法 计算 : 


fem = 一 / e -了 ( 汐 v ‘Ex v) eip7/ daz 
(参见 第 三 卷 8126), 或 者 
fem = rao 五 xp， Eo = /a E(r)e-'9"d’y, (42.2) 
”” @ 本 节 用 通常 的 单位 ,字母 m 代表 中 子 的 质量 . 
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(p,P' 分 别 为 中 子 在 散射 前 、 后 的 动量 , fig = p' 一 p). 写成 这 种 形式 , 振幅 fom 
是 和 自 旋 变量 有 关 的 算 符 . 

在 进行 下 一 步 计 算 之 前 , 我 们 作 如 下 说 明 . 公式 (42.1) 已 经 在 §41 中 对 变 
化 缓慢 的 场 推导 过 了 (实际 上 这 意味 着 略 去 了 哈密 顿 算 符 中 场 对 坐标 微 商 的 
项 ). 应 用 于 原子 核 的 库仑 场 , 这 意味 着 波长 jy/p 必须 比 积 分 Eo 中 的 重要 上 距离 
和 ww TIAd 小. 由 此 得 出 jigq 之 p ,因而 散射 角 9 ~ fig/p 入 1. 这 样 一 来 , 所 要 求 的 
条 件 对 小 角度 散射 , 事实 上 是 满足 的 . 

对 于 具有 势 $ = Zelfr 的 库仑 场 来 说 , 场 强 的 傅 里 叶 分 量 为 


Z 
Ea = -这 机 = igs 


(参见 第 二 卷 (51.5)). 代 人 (42.2) 式 给 出 


22 | 
fom = i aso PX Pp 
当 散 射 角 度 很 小 时 , fig 2 p0, p x p' 污 p20v, 其 中 vv 为 p xp' 方向 上 的 单位 矢 
量 . 于 是 6 
fem 一 1 5 " 了/， 
对 这 个 表示 式 必 须 加 上 一 个 核 散射 振幅 . 由 于 核 力 随 距 离 衰 减 很 快 , 这 个 
振幅 在 角度 很 小 时 趋 于 一 个 有 限 的 (和 能 量 有 关 的 ) 复数 极限 , 我 们 记 作 a. 因 
此 , 总 散射 振幅 为 





f =a ic “LV， b= = 2Zap fe. (42.3) 


我 们 看 到 , 当 角 度 很 小 时 , 电磁 散射 实际 上 是 主要 的 . 
表示 式 (42.3) 和 第 三 卷 8140 中 所 讨论 的 一 致 , 因而 我 们 可 以 直接 应 用 在 
那里 所 推导 出 的 公式 , 对 所 有 可 能 的 极 化 终 态 求 和 的 散射 截面 为 


d 2 
二 = |o| 十 和 十 2b0Ima' 2:… 6， (42.4) 


其 中 6 是 中 子 束 的 初始 极 化 (第 三 卷 $140 中 称 为 P). 如 果 初 态 是 未 极 化 的 
(6¢ = 0), 则 散射 后 的 极 化 为 





C= 2blIma.:90 了 
~ lal202 +b2 


当 9 = 6b/la| 时 , 这 个 极 化 达到 最 大 值 , 并 且 C= Ima/lal. 


(42.5) 
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电子 和 电磁 场 的 相互 作用 通常 可 以 用 微 扰 论 来 处 理 ， 这 是 因为 电磁 相 
互 作用 比较 弱 . 也 就 是 说 , 相应 的 无 量 纲 “ 耦 合 常 数 ”( 即 精细 结构 常数 a = 
e2/jic=1/137) 是 个 小 量 . 这 一 点 在 量子 电动 力学 中 是 非常 重要 的 . 

在 经 典 电动 力学 中 (参见 第 二 卷 828), 电磁 相互 作用 可 以 用 “ 场 十 电荷 ” 
系统 的 拉 格 朗 日 密度 函数 中 的 一 项 

—ejrA, (43.1) 

来 描述 (4 为 场 的 四 维 势 , ; 为 粒子 的 四 维 流 密度 矢量 ). 流 密度 满足 连续 性 方 
程 

0,j* = 0, (43.2) 
此 式 表 示 电 荷 的 守恒 定律 . 我 们 知道 (参见 第 二 卷 829), 经 典 电磁 理论 的 规范 
不 变性 和 这 个 定律 有 紧密 的 联系 . 实际 上 , 在 进行 变换 4A, 一 4 + Bux (4.1) 
时 , 拉 格 朗 日 密度 函数 (43.1) 中 增加 了 一 项 -ejr*B,x, 由 于 (43.2) 该 项 可 以 写 
成 四 维 散 度 形式 : 

—e0, (XI*); 
因此 , 作用 量 S 二 / Ldsz 中 对 d4z 的 积分 自然 使 该 项 消失 . 

在 量子 电动 力学 中 , 四 维 矢量 7 和 4 换 成 相应 的 二 次 量子 化 算 符 . 这 时 ， 
将 流 算 符 用 少 算 符 表 示 为 了 = 如 从 在 拉 格 朗 日 量 
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中 起 广义 “坐标 ”9 作用 的 是 每 个 空间 点 上 六 , 人 售 的 值 . 由 于 拉 格 朗 日 密度 
只 和 “坐标 ”9 本 身 (而 不 是 其 对 z 的 微 商 ) 有 关 , 按 公 式 (10.11) 变换 得 到 哈 
密 顿 密度 , 只 需 简 单 地 变 一 下 拉 格 朗 日 密度 的 符号 @., 由 此 可 见 , 电磁 相互 作 
用 算 符 (相互 作用 哈密 顿 密度 的 空间 积分 ) 为 如 下 形式 : 


V=e / (GA)d3z. (43.3) 
自由 电磁 场 算 符 为 
A= 》 [An(z) + tA:(z)], (43.4) 


它 包含 各 种 状态 (用 下 标 n 表示 ) 中 光子 的 产生 算 符 与 潭 没 算 符 , 其 中 每 个 算 
符 只 对 相应 的 占有 数 NV, 增加 或 减 小 1 (而 其 余 占 有 数 不 变 ) 有 非 零 抢 阵 元 . 
所 以 , 算 符 4 只 对 光子 数 改 变 1 的 跃迁 有 非 零 矩阵 元 . 换 句 话说 , 在 微 扰 论 的 
第 一 级 近似 中 , 只 会 发 生发 射 或 吸收 单个 光子 的 过 程 . 

按照 (2.15) 式 , 矩阵 元 为 


(Nn 一 1|cn| Nn) (Nnlez INn —1)= VN (43.5) 


如 果 在 场 的 初 态 中 没有 (n 态 ) 光子 , 则 有 《1|c+|0) = 1. 发 射 光子 的 算 和 从 (43.3) 
的 矩阵 元 为 
0 / (jriA*)d3z, (43.6) 


其 中 A(z) 为 所 发 射 光子 的 波 函 数 , jf; 为 发 射 体 从 初 态 i 跃迁 到 终 态 的 算 
符 j 的 矩阵 元 @. 四 维 矢量 认 (pyi,jyi) 通常 称 为 跃迁 流 
类 似 地 , 我 们 可 以 求 出 光子 吸收 的 矩阵 元 : 


Vi) =e /rhodsz (43.7) 


此 式 和 (43.6) 式 的 区 别 只 是 用 An(z) 取代 了 A*(z). 
将 Vi; 的 宗 量 t 表示 出 来 是 为 了 强调 此 矩阵 元 是 和 时 间 有 关 的 . 将 波 函 
数 中 的 时 间 因 子 分 离 出 来 , 就 可 变 为 通常 的 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 : 


Veilt) = Vyie (Br BrFo)t (43.8) 


@ 和 这 些 论证 相 独 立 , 我 们 指出 , 如 果 只 考虑 一 级 小 量 修正 , 那么 , 拉 格 朗 日 量 中 
的 任 一 小 的 修正 都 以 相反 的 符号 出 现在 哈密 顿 量 中 (参见 第 一 卷 $40). 

@ (43.6) 式 等 式 两 边 的 下 标 含义 稍 有 区 别 . Vj; 的 下 标 是 指 整个 “发 射 体 + 场 系 
统 的 状态 , 而 jy; 的 下 标 则 仅 指 发 射 体 的 状态 . 


§44 发 射 和 了 吸收 - 159 . 


(E;, Ej 为 发 射 系统 的 初 态 能 量 与 终 态 能 量 , fw 分 别 对 应 于 发 射 和 吸收 一 个 


光子 w). 
有 确定 动量 上 与 确定 极 化 的 光子 波 旺 数 为 
Ar = 于 -es (43.9) 


( 见 (4.3) 式 ; 略 去 了 时 间 因 子 ). 代入 (43.6) 式 , 我 们 求 出 发 射 这 种 光子 的 矩阵 
7: 
Vi 2 = eV 刺史 信介， (43.10) 


其 中 jfi(k) 为 动量 表象 中 的 跃迁 流 , 即 傅 里 时 分 量 
jri(k) = / jfi(r)e "dz. (43.11) 
吸收 光子 的 相应 公式 为 
Yi i 和 (一 可) (43.12) 
动量 表象 中 的 流 守 恒 方程 就 是 跃迁 流 的 四 维 横 向 性 条 件 : 
kjh; = wppi(k) — ke jri(k) =0. (43.13) 


本 节 中 的 公式 没有 假设 流 算 符 的 任何 具体 形式 , 因而 对 带电 粒子 参加 的 
任何 电磁 过 程 都 普遍 成 立 . 现 有 理论 只 能 对 电子 确定 其 流 算 符 的 形式 (因而 
原则 上 能 够 计算 其 矩阵 元 ). 对 强 相互 作用 粒子 的 系统 (包括 原子 核 ), 我 们 将 
采用 半 唯 象 理论 , 在 该 理论 中 , 跃迁 流 是 从 经 验 上 确定 的 一 个 量 , 只 要 求 它 满 
足 时 - 空 对 称 性 条 件 与 连续 性 方程 . 
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在 微 扰 V 的 作用 下 的 跃迁 概率 的 一 级 近似 由 熟知 的 微 扰 论 公式 给 出 (第 
三 卷 842). 设 发 射 系统 的 初 态 与 终 态 属于 离散 谱 @, 这 时 , 在 单位 时 间 里 发 射 
一 个 光子 的 跃迁 i 了 的 概率 为 

dw = 2n|Vyi| :6(E; — Es ~ w)dv, (44.1) 
其 中 v 取 一 系列 连续 值 , 是 描述 光子 状态 的 量 的 集合 (假设 光子 波 函 数 归 一 化 
为 “vv 标 度 ” 的 6 函数 ). 
Q 这 无 疑 意 昧 着 反 冲 被 忽略 : 发射 体 整体 保持 不 动 . 
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如 果 所 发 射 的 光子 有 确定 的 角 动 量 , 那么 唯一 的 连续 变量 是 频率 w. 公 
式 (44.1) 对 dv = dw 积分 , 消去 了 8 函数 (w 由 E; 一 By 代替 ), 则 跃迁 概率 为 


w = 2T|VYFi| (44.2) 


然而 , 如 果 发 射 的 光子 有 确定 的 动量 k, 那么 dz = d3K/(2r)3 = w2dwdo/ 
(2r)3. 本 书 中 处 处 假定 光子 的 波 函 数 . (平面 波 )“ 归 一 化 为 V =1 的 体积 内 有 
一 个 光子 ”; dv 为 相 体 积 Vdsk 中 的 状态 数 . 因此 , 发 射 具 有 给 定 动量 的 光子 

的 概率 为 i 

dk 
dw = 2nx|Veil 6(B; — Er 一 W) 75， (44.3) 
或 对 dw 积分 后 ， 

dw = alVrilw?do. (44.4) 


我 们 必须 将 由 (43.10) 式 得 到 的 和 矩阵 元 Vi 代入 此 式 . 
在 下 一 节 , 我 们 将 利用 这 些 公式 计算 各 种 具体 情形 中 的 发 射 概 率 . 这 里 我 
们 将 给 出 各 种 辐射 过 程 之 间 的 一 些 普遍 关系 式 . 
如 果 场 的 初 态 中 已 经 有 非 零 的 Nn 个 给 定 光 子 , 则 跃迁 矩阵 元 还 必须 
乘 以 
(Nn + 1let|INn) = VNa + 1, (44.5) 


即 跃 迁 概 率 要 乘 以 Nn +1. 这 个 因子 中 的 1 对 应 着 Nu = 0 时 也 发 生 的 自发 
辐射 , 而 项 N;, 描述 受 激 (或 感 生 ) 辐射 : 我 们 看 到 , 在 场 的 初 态 中 存在 的 光子 
能 够 激励 同类 光子 的 进一步 发 射 . 
系统 状态 反 向 变化 (f 一 当 的 牙 迁 矩阵 元 Wr 和 Yri 的 区 别 是 (44.5) 式 
换 成 为 
(Nn — llenl Nn) = VNn 


(其 余 各 量 由 其 复 共 轿 代 替 ). 这 个 相反 的 跃迁 是 系统 吸收 一 个 光子 , 由 能 级 Ey 
跃迁 到 能 级 E. 所 以 , 对 于 给 定 的 一 对 状态 i,f 而 言 , 光子 的 发 射 与 吸收 概率 
之 间 有 如 下 关系 式 包 : 





(e) 
= E (44.6) 
(这 个 关系 式 是 爱 因 斯 坦 在 1916 年 首先 推出 的 ). 
光子 数 可 以 和 人 射 在 系统 上 的 外 来 辐射 强度 相 联系 . 设 
有 edwdo (44.7) 


@ 本 节 中 的 以 下 部 分 采用 通常 的 单位 . 
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为 单位 时 间 内 人 射 到 单位 面积 上 的 辐射 能 量 , 此 辐射 的 极 化 为 e, 频率 范围 为 
dw 并 且 波 矢 方 向 在 立体 角 元 do 内 , 这 些 范围 对 应 于 他 dkdo/(2m)” 个 场 振子 ， 
每 个 振子 上 有 Nke 个 给 定 极 化 的 光子 . 因此 , 和 (44.7) 式 相同 的 能 量 可 以 由 
乘积 


kdkdo hw 
can) ke 人 一 ee ——~ Nkediwdo 
给 出 . 由 此 得 到 所 求 的 关系 式 : 
302 
Nrke = pe. (44.8) 


设 dwtep) 为 立体 角 do 内 极 化 为 e 的 光子 的 自发 辐射 概率 , 而 上 标 (in) 和 (a) 

分 别 表 示 受 激 辐 射 和 吸收 的 概率 . 按照 (44.6) 与 (44.8) 式 , 这 些 概率 之 间 的 关 

系 式 为 : 

(sp) Te J 
如 果 人 射 的 辐射 是 各 向 同性 的 , 而 且 是 非 极 化 的 (Ike 和 & 与 e 的 方向 无 

关 ), 则 (44.9) 式 对 do 积分 并 对 e 求 和 给 出 (在 系统 给 定 的 状态 i 和 之 间 ) 

辐射 跃迁 总 概率 之 间 的 类 似 关系 式 


dwl® = dwli™ = dw 





(44.9) 


(0) = wlin) = wp) EO A4.1 
WwW = 山下 (44.10) 


其 中 了 = 2 x4rmxe 为 人 射 辐射 的 总 谱 强 度 . 

如 果 发 射 (或 吸收 ) 系统 的 状态 i 和 是 简 并 的 . 那么 相关 光子 的 发 射 (或 
吸收 ) 总 概率 可 通过 对 所 有 互相 简 并 的 终 态 求 和 并 对 所 有 可 能 的 初 态 平均 而 
得 到 . 设 状态 i 和 f 的 简 并 度 (统计 权重 ) 分 别 为 g; 和 gy. 对 于 自发 或 受 激 辐 
射 过程 而 言 , i 态 为 初 态 , 而 对 于 吸收 过 程 而 言 , f 态 为 初 态 . 假设 在 每 个 情形 
中 所 有 的 9 或 9 个 初 态 是 等 概率 的 , 显然 , 代替 (44.10), 我 们 有 如 下 关系 式 : 


gswee a) 一 giw(in) 一 gi ,Ww (SP) eT (44.11) 
在 文献 中 常常 用 到 所 谓 的 爱 因 斯 坦 系数 , 其 定义 为 
Aif 一 (sp) ， Bis = 一 wim), 已 Fi 一 wT (44.12) 
( 量 I/c 为 辐射 能 量 的 空间 谱 密 度 ), 它们 之 间 的 关系 为 
203 


(44.13) 


A 
gf Bri = giBis = 9iAif 3 
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我 们 将 上 面 得 到 的 公式 应 用 于 相对 论 电 子 在 给 定 外 场 中 发 射 光子 的 情 
形 . 在 这 种 情形 , 跃迁 流 为 算 符 
?= WY 
的 矩阵 元 , 这 里 假定 银 算 符 是 按 电子 在 给 定 场 中 的 定 态 波 函 数 展开 的 (832). 
矩阵 元 (0;1y|j|1i0y) 对 应 于 电子 由 i 态 到 f 态 的 跃迁 . 占有 数 的 这 种 改变 是 
通过 算 符 07 0 实现 的 , 而 跃迁 流 为 


jf Pry 过 (Vehi, Vrowi), (45.1) 


其 中 wi 与 wi 为 电子 的 初 态 与 终 态 波 函 数 . 

我 们 在 三 维 横向 规范 中 来 选择 光子 的 波 函 数 (四 维 极 化 矢量 e = (0,e)). 
于 是 (43.10) 式 中 的 乘积 jyie* = 一 jy.e*. 将 Vi 代 人 (44.4) 式 , 我 们 得 到 单位 
时 间 内 发 射 极 化 为 e 的 光子 到 立体 角 元 do 内 的 概率 公式 如 下 : 


7 
dwen = e 元 |e . jri(k)| do, (45.2) 


其 中 
0 / ra :erirdaz， (45.3) 


对 光子 的 极 化 求 和 通过 对 方向 e 求 平均 来 实现 (在 垂直 于 给 定 方向 m = 
k/w 的 平面 内 ), 然后 再 乘 以 2, 因为 光子 可 以 有 两 个 独立 的 横向 极 化 包 . 于 是 
我 们 得 到 公式 
dwn, = eIn x jri(k)|*do. (45.4) 
一 个 很 重要 的 情形 是 : 光子 的 波长 和 比 辐射 系统 的 线 度 a 大 . 这 个 情形 
通常 意味 着 粒子 速度 和 光速 相 比 是 小 量 . 在 a/ 和 的 一 级 近似 中 (对 应 偶 极 辐 
射 , 比较 第 二 卷 867), 跃迁 流 (45.3) 中 的 因子 ew" 可 以 用 1 工 代替 , 因为 在 
外 求 平 均 时 可 利用 公式 


< 
eier 一 2 (0ik — ning) (45.4a) 


(a ejb er) = {a:b— (a.n)(b. mn) 


= 5(a xn):(bxn), (45.4b) 


其 中 ob 为 常 矢量 . 
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或 ws 明显 不 为 零 的 区 域内 它 几 乎 没有 变化 . 这 意味 着 光子 的 动量 和 系统 中 
粒子 的 动量 相 比 可 以 忽略 . 

在 相同 的 近似 下 , 积分 jfi(0) 可 以 用 其 非 相 对 论 表 示 式 , 即 电 子 速度 对 莅 
年 雇 波 函 数 的 抢 阵 元 vyi 来 代替 . 这 个 矩阵 元 为 wpi = 一 jwrpi, 而 erypi = djyi， 
其 中 @ 为 电子 (在 其 轨道 运动 中 ) 的 偶 极 矩 . 这 样 , 我 们 就 得 到 如 下 偶 极 辐射 
概率 的 公式 : 


iw 2 
dwen = +le* + djil?do (45.5) 


Tt 


(这 里 暗含 着 方向 n: 矢量 e 必须 垂直 于 n). 对 极 化 求 和 给 出 
a 4 
wn 一 ozIn x dril’ do. (45.6) 


由 于 这 些 公式 的 非 相 对 论 性 (对 电子 ) 性 质 , 显然 可 以 将 它们 推广 到 任何 
电子 系统 : 这 时 必须 将 dj; 看 成 系统 总 偶 极 矩 的 矩阵 元 . 
公式 (45.6) 对 所 有 方 加 积分 , 求 出 总 的 辐射 概率 : 


3 
w= Idi, (45.7) 
或 写成 通常 的 单位 : 
dw’ 
= apes ds : (45.7a) 
辐射 强度 了 由 概率 乘 以 fw 得 到 : 
4 
T= 55 dyi]?. (45.8) 


这 个 公式 直接 类 似 于 作 周 期 性 运动 的 粒子 系统 的 经 典 偶 极 辐射 强度 公式 
(参见 第 二 卷 (67.11) 式 ): 频率 w = sw (w 为 粒子 运动 的 频率 , s 为 整数 ) 的 辐 
射 强度 等 于 


dw 
sldsl, (45.9) 


其 中 ds 为 偶 极 矩 的 傅 里 叶 分 量 , 即 展 开 式 





1 一 


d(t)= >》 dse i (45.10) 
的 系数 . 用 相应 跃迁 的 矩阵 元 代替 (45.9) 式 中 的 傅 里 叶 分 量 , 就 得 到 量子 公 
式 (45.8)， 这 个 法 则 (这 是 玻 尔 对 应 原理 的 表示 ) 是 经 典 量 的 傅 里 叶 分 量 和 
准 经 典 情形 中 的 量子 矩阵 元 之 间 一 般 对 应 关系 的 一 个 特殊 情形 (参见 第 三 卷 
§48)， 对 于 量子 数 很 大 的 状态 之 间 的 跃迁 , 辐射 是 准 经 典 的 ; 这 时 跃迁 能 量 
fiw = Ei 一 By 比 辐射 体 的 能 量 Bi 与 By 小 . 然而 , 这 种 情形 不 会 使 公式 (45.8) 
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有 任何 形式 上 的 改变 , 它 对 任何 唉 迁都 成 立 . 这 就 解释 了 下 面 的 事实 (在 某 种 
意义 上 多 少 有 点 偶然 ): 辐射 强度 的 对 应 原理 不 仅 在 准 经 典 情形 是 正确 的 , 而 
且 在 一 般 的 量子 情形 中 也 是 正确 的 . 


$46 电 多 极 辆 射 


现在 , 我 们 来 研究 角 动 量 j 及 其 在 某 个 给 定 方向 z 上 的 分 量 m 都 具有 确 
定 值 的 光子 的 发 射 , 而 不 是 研究 在 给 定 方向 上 ( 即 有 给 定 动 量 的 ) 光子 的 发 射 
在 $6 中 我 们 已 经 看 到 ， 
研究 电 型 光子 的 发 射 . 我 们 仍 假定 辐射 系统 的 线 度 比 波长 小 . 

借助 动量 表象 中 的 光子 波 函 数 (即将 四 维 矢量 4u(r) 写成 傅 里 叶 积 分 的 
形式 ) 来 进行 计算 比较 方便 . 这 时 , 矩阵 元 为 





3 . 
Vri=e / jfi(r)As(r)dz =e / d3z . jf.(7) / js (ke (46.1) 


(为 简化 书写 , 我 们 略 去 光子 波 函 数 的 下 标 wjm). 
对 于 Ei 型 光子 , 我 们 取 (7.10) 式 的 波 函 数 , 选取 任意 常数 C 等 于 


这 样 选取 的 好 处 是 可 使 波 函 数 (4) 的 空间 分 量 中 含 j 一 1 阶 球 函 数 的 项 能 被 
消去 (如 由 公式 (7.16) 式 所 可 看 到 的 ). 这 样 , 4 中 将 只 含 j 十 1 阶 球 函数 , 因此 
和 含 较 低 的 j 阶 球 函 数 的 分 量 ho = B 相 比 , 对 ri 的 贡献 是 a/ 和 的 较 高 阶 的 
小 量 (这 一 点 将 从 以 下 计算 看 出 ). 

因此 , 我 们 设 


|j+ 1 4m? 
Ar*=($,0),， $=-— ee sz6(|k| — w)Yim(n) 


(n =k/w). 将 此 式 代入 (46.1) 式 并 对 dlk| 积分 , 我 们 得 到 


2 四 / daz .pri(r) / done— "YS (n). (46.2) 


为 计算 其 中 的 内 部 积分 , 我 们 利用 展开 式 (24.12), 写成 


三 yn gi(kr)Y?., 他 Yim (=) (46.3) 


li=0 一 ! 
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其 中 
gi(kr) = VA/ (2kr) Tr12 (Kr) (46.4) 


(参见 第 三 卷 (34.3) 式 ) 包 . 将 此 展开 式 代 入 (46.2) 式 , 得 到 
fs ny Yn(n)don = 4ni ?gy (kr)Y’ n (= ) 


(其 余 项 由 于 球 函 数 的 正 交 性 而 等 于 零 ), 由 于 条 件 a/ 和 < 1, 对 d3z 的 积分 中 
只 有 满足 kr < 1 的 距离 起 作用 . 因此 , 在 函数 gj;(kr) 展开 为 kr 的 寡 级 数 中 ， 
可 以 用 其 第 一 项 : 


gj(kr) = i (46.5) 


来 代替 曙 数 gi (kr)® 
结 采 , 我 们 得 到 


/ ro， | 十 1/2 
im+iy /027 十 1 十 1) wi (EB) 、， 46 6 


其 中 引入 了 标记 


4T 
(Qimjx V2i+1 | PP rm ) dos (46.7) 


(请 记 住 : Yj,_m = (-12 7Y 因 ). 量 (46.7) 称 为 系统 的 电 27 极 跃迁 矩 , 它 和 对 
应 的 经 典 量 相 类 似 (第 二 卷 841)@@. 
对 于 外 场 中 的 一 个 电子 , pyi = 好 Wi, 于 是 量 (46.7) 是 作为 经 典 量 











(E) _ 


的 矩阵 元 来 计算 的 . 
在 非 相 对 论 情形 中 (对 粒子 速度 而 言 ), 对 于 NN 个 相互 作用 粒子 组 成 的 任 
意 系统 , 路 迁 矩 原则 上 可 以 按 类 似 的 方法 计算 , 这 时 , 跃迁 密度 可 通过 系统 的 


@ 函数 g 的 归 一 化 是 这 样 的 : 当 kr 一 oo 时 , 其 渐 近 形式 为 


sin(kr 一 nil/2) 
kr 


gi(kr) O (46.4a) 


@ kr 的 攻 次 等 于 和 9 相 乘 的 函数 Yim 的 阶 数 . 这 就 证 明 略 去 A 中 含 较 高 阶 球 函 
数 的 项 是 正确 的 . 

@ 多 极 矩 的 定义 中 没有 因子 e, 这 是 由 于 本 书 关于 流 的 定义 中 也 没有 这 个 电荷 
因子 ， 
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波 函 数 表示 : 
N 
ppi(r) = 站 (ri rN) bir rN) 8(r -mn) ,dazl… dazw， (46.8) 
nn 二 1 
其 中 积分 对 整个 位 形 空间 进行 © 
我 们 在 这 里 所 用 的 光子 波 函 数 , 如 在 (44.2) 式 假设 的 一 样 , 对 应 于 (在 从 


标 表象 中 ) 归 一 化 为 按 w 标 度 的 8 函数 . 将 (46.6) 式 代 人, 我 们 得 到 B; 辐射 
的 概率 中 


2(27 + 1)(j+1) 
wm = OT el(Q; mel (46.9) 
特别 地 , 对 7 = 1, 我 们 有 
wi 一 ol(Qp 3) fal?. (46.10) 


量 Ql) 和 电 偶 极 矩 矢 量 的 分 量 通过 如 下 关系 式 相 联系 : 
eq) = id ， eQ®) = Fd +idy). (46.11) 


将 (46.10) 式 对 m 求 和 , 就 自然 得 到 熟知 的 偶 极 辐射 总 概率 的 公式 (45.7). 
多 极 辐 射 的 角 分 布 由 公式 (7.11) 给 出 . 将 其 归 一 化 为 总 发 射 概 率 wjm 时 ， 
我 们 有 
dwim = |Y; (a )| wimdo = 


Yi10 = i 二 cos0, Yi,+1 = Fiy/ -sino ie 


其 中 6 与 p 分别 为 方向 n 对 z 轴 的 极 角 与 方位 角 . 计算 梯度 , 我 们 求 出 具有 
一 定 m 值 的 偶 极 辐射 的 角 分 布 为 


1 
dw1io 二 ee sin2 bdo， daol +1 = 1 +1 一 1 十 cos 0 (46.13) 
8 B87 2 
当然 , 这 些 表 示 式 也 可 以 由 (45.6) 式 得 出 : 先 (对 m==0) 设 ds=d,=0,d:=d; 
然后 (对 mm = 土 1) 设 dy = 二 id = d/V2, dz = 0. 


@ 可 能 会 出 现 这 样 的 情形 : 根据 近似 选择 定 则 ,有 牙 迁 概率 为 零 , 但 近似 选择 定 则 仅 
当 忽 略 电 子 的 自 旋 -轨道 相互 作用 才 是 正确 的 . 这 时 , 要 得 到 非 零 的 结果 , 我 们 必须 采 
用 考虑 这 种 相互 作用 相对 论 修正 的 波 函 数 . 

Q@ 和 在 看 起 来 , 由 于 空间 的 各 向 同性 , 光子 发 射 的 总 概率 应 该 不 依赖 于 m 的 值 . 但 
是 , 这 个 结论 是 不 对 的 , 只 要 注意 到 以 下 情形 就 不 难 理解 : 对 给 定 的 初 态 , 不 同 的 终 态 
对 应 着 发 射 有 不 同 m 值 的 光子 ; 和 下 面 的 法 则 (46.16) 比较 . 
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如 果 系 统 (原子 或 原子 核 ) 线 度 的 数量 级 为 w 则 电 多 极 矩 的 数量 级 一 般 
来 说 为 0 四 ~ ai. 多 极 辐射 的 概率 为 


wen ~ Qk(ka), (46.14) 


当 极 数 增加 1 时 , 辐射 概率 就 要 减 小 一 个 因子 ~ (ka)*. 

从 角 动 量 与 罕 称 的 守恒 定律 引出 一 定 的 选择 定 则 , 它们 限制 了 辐射 系统 
状态 可 能 发 生 的 变化 . 如 果 系 统 的 初始 角 动 量 为 五, 那么 , 发 射 角 动量 为 j 的 
光子 后 , 系统 的 角 动 量 只 能 取 角 动量 加 法 法 则 (J 一 J 了 = 7) 所 决定 的 那些 J 
值 : 

| 一 JJ 和 7 入 天 十 JJ (46.15) 


对 给 定 的 Ji 和 J 值 , 光子 角 动 量 的 可 能 值 j 由 相同 的 法 则 (46.15) 决定 . 
但 是 , 由 于 辐射 概率 随 j 的 增加 而 迅速 衰减 , 所 以 辐射 基本 上 以 最 低 可 能 的 极 
数 进行 . 

角 动 量 J 与 J 的 分 量 Mi; 与 Ms 和 光子 角 动 量 的 分 量 m (根据 同样 的 
角 动 量 加 法 法 则 ) 满足 关系 


辐射 系统 的 初 态 与 终 态 的 宇 称 P 和 Py 必须 满足 条 件 已 已 = 已, 其 中 
忆 为 发 射 光子 的 宇 称 . 由 于 宇 称 只 可 能 有 土 1 值 , 这 个 条 件 也 可 写成 


PP:=P,. (46.17) 
对 于 电 型 光子 , P, = (一 1)’, 因此 电 多 极 辐 射 的 宇 称 选择 定 则 为 
PPr = (-1). (46.18) 


总 角 动 量 和 宇 称 的 选择 定 则 是 非常 严格 的 , 任何 系统 在 发 射 时 都 必须 遵 
守 . 与 此 同时 , 还 可 能 有 另外 一 些 较 有 限制 的 选择 定 则 , 它们 和 特定 辐射 系统 
的 某 些 结构 特征 相关 . 这 样 的 选择 定 则 必定 有 一 定 程 度 的 近似 性 质 , 我 们 将 在 
本 章 的 后 面 几 节 中 讨论 . 

发 射 概 率 对 量子 数 m, Mi, Mr 的 依赖 关系 完全 由 多 极 矩 的 张 量 性 质 决定 . 
具有 给 定 j 的 量 Qi 构成 了 秩 球 张 量 , 其 矩阵 元 对 这 些 量子 数 的 依赖 关系 由 
如 下 公式 


2 

J Ji 

(nyJpMylQi -wma = [1 ? [nsJrlQ;lniJi)|l: (46.19) 
Mi mm 一 Ad 
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给 出 (参见 第 三 卷 (107.6) 式 ), 其 中 字母 n 按 惯例 表示 除了 J 与 M 以 外 系统 
状态 的 所 有 其 余 的 量子 数 . 等 式 (46.19) 右边 的 约 化 矩阵 元 不 依赖 于 量子 数 
m, Mi, My. 将 此 式 代入 (46.9) 就 得 到 所 求 的 依赖 关系 , 它 正比 于 


ji 
Mi mm 一 Ad; 
(这 里 自然 假设 辐射 体 不 处 于 外 场 中 , 所 以 跃迁 频率 w 和 Mi 与 Mi 无 关 ). 
将 概率 对 所 有 的 Ms; 值 求 和 (对 给 定 的 Ma), 我 们 就 得 到 从 系统 的 初 态 角 


级 n;, 把 发 射 给 定 频率 光子 的 总 概率 . 很 明显 , 由 于 空间 的 各 同 同 性 , 这 个 量 
也 必定 和 初 值 Mi 无 关 . 这 个 求 和 用 到 如 下 公式 


2 [ny TMIIQj mln M)P = = 一 一 (rzll@illnaios) (46.20) 


Mj 


(参见 第 三 卷 (107.11)). 
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磁 型 光子 的 波 函 数 为 4 = (0,4), 其 中 4 由 (7.6) 式 给 出 .将 其 代 人 (46.1) 
式 , 我 们 得 到 跃迁 和 矩阵 元 


2 i 


Vi = ee ~| dz .Tri() / don :eik: "Yt (n). (47.1) 


矢量 Y;x 的 分 量 可 用 了 阶 球 谐 函数 表示 , 如 (7.16) 式 那样 . 再 次 利用 展开 式 
(46.3), 我 们 得 到 内 部 的 积分 


/ eihr YM (n)don = dniTig; (kr)Y Se 日 
将 (46.5) 式 的 9 代 人 @， 


.9 +1/2 (M)* Tr 3 
V. ss ee “Os 7 \ a 3 
‘G+! inn) jm (a)a ” 


按照 定义 (7.4), 我 们 必须 代入 


Y™) (=) 一 = X VY jm; 


eo Vi(i +1) 


@ 请 勿 将 表示 流 的 了 和 表示 角 动 量 的 7 了 混 消 ! 
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和 了 Fi (7 x VYjm) 三 一 x 7fi) VT Yn,) 


将 被 积 函 数 变换 , 我 们 得 到 


| 十 172 
TVri = (一 1)m 介 tT 三 e(Q QM ) ps (47.2) 


其 中 引入 标记 


(QW ) fi = 2 = 7 2 1 fr x ji): VMY jm)dz. (47.3) 


这 些 量 称 为 磁 27 极 跃 迁 矩 . 

利用 发 射 概率 的 表示 式 (47.2) 和 (46.6) 之 间 的 相似 性 , 我 们 得 到 和 (46.9) 
式 类 似 的 公式 , 区 别 只 是 用 磁 和 矩 代 蔡 了 电 矩 . 角 分 布 的 公式 (46.12) 也 仍然 成 
立 (这 一 点 已 在 (7.11) 式 的 讨论 时 指出 过 )， 

我 们 来 分 析 了 = 1 时 表示 式 (47.3) 的 形式 . 在 此 情形 , 函数 为 


/4r | 4 i 
一 -一 Y 二 】 一 一 一 一 -一 ] a- 
3 TY10 = 12, 3 TY1,+1 TA 土 iy) 


它们 的 梯度 就 等 于 (7.14) 式 中 的 球 坐 标 单位 矢量 e(%, e(+0. 因此 量 e(QC ) 1 
为 矢量 





HFi 二 ze /> xX jpid 7 (47.4) 
的 球 分 量 . 这 个 矢量 在 形式 上 和 经 典 磁 矩 相似 (参见 第 二 卷 $44). 通过 这 个 量 
可 以 用 如 下 公式 (采用 通常 的 单位 ) 求 出 M1- 辐 射 的 总 概率 : 


w= (47.5) 


Aw3 
| 
我 们 将 表明 , 公式 (47.4) 是 如 何 和 通常 的 非 相对 论 量子 力学 的 磁 矩 算 符 的 表 
示 式 相 联系 的 
跃迁 流 的 表示 式 (参见 第 三 卷 $115) 为 
jfi = 一 (好 一 委 V) 十 全 rot (YByi) (47.6) 
其 中 /为 粒子 的 磁 矩 , s 为 其 自 旋 . 因此 


Lfi = -2 f wtrx vdet fw (rxV)yydaz+ 六 f rxrot (pp)d. 
(47.7) 
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在 第 二 项 中 我 们 写 出 
f wtr x V)yrdz 二 一 /we x V)widsz 十 fot (rprwi)d’ 


最 后 的 积分 可 变换 成 对 无 限 远 的 面积 分 , 因而 等 于 零 . 这 样 (47.7) 式 中 的 头 两 
项 是 相等 的 . 在 第 三 项 中 , 我们 将 积分 作 如 下 变换 (临时 采用 标记 F = wy3w;): 


[rx xs= frx fx (Fx xr 
其 中 面积 分 等 于 零 , 而 在 最 后 一 个 积分 中 我 们 有 : 


(F x V)xr=—Fdivri+F = —2F. 


fr x rot Rd3z = 2 | Fass. 


因此 , wpfi 的 表示 式 变 为 


于 是 ， 


Hfi = / 洲 ( 去 十 £3) ) idaz， (47.8) 


其 中 工 = -itr x V) 为 粒子 的 轨道 角 动量 算 符 . 如 应 该 的 那样 , jy; 为 算 符 


= 一 47. 
n ed 全 (47.9) 


的 矩阵 元 , 它 包 含 粒子 的 轨道 磁 矩 算 符 和 内 店 磁 矩 算 符 . 
磁 多 极 辐 射 的 选择 定 则 和 电 多 极 辐射 相似 : 选择 定 则 (46.15)、(46.16) 对 
总 角 动 量 仍 成 立 , 但 宇 称 的 选择 定 则 为 


PP = (一 1)?+1， (47.10) 


它 是 通过 将 Mj 光子 的 字 称 书 = (-1)54+1 代入 (46.17) 式 得 到 的 . 


848 角 分 布 和 辐射 的 极 化 


846 和 847 中 所 推导 的 公式 属于 具有 一 定 角 动量 7 及 其 分 量 m 的 光子 的 
发 射 . 相应 地 , 可 以 假设 辐射 系统 (譬如 原子 核 ) 在 辐射 前 后 不 仅 具 有 一 定 的 
角 动 量 值 7, 而 且 具 有 一 定 的 极 化 , 即 一 定 的 M 值 . 

现在 我 们 来 研究 部 分 极 化 核 辐射 更 一 般 的 情形 ( 仍 假 设 核 的 线 度 比 波长 
小 ). 设 所 发 射 的 光子 仍 具 有 一 定 的 角 动 量 j, 但 可 以 是 部 分 极 化 的 . 我 们 来 求 
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作为 光子 方向 n 的 函数 的 发 射 概率 . 它 必 须 由 描述 核 和 光子 极 化 状态 的 密度 
和 矩阵 来 表示 . 
为 此 目的 , 对 初 、 终 态 原 子 核 都 具有 确定 的 JiM; 和 JsMs 值 的 情形 , 我 
们 首先 将 发 射 概率 写成 光子 方向 n 和 螺旋 性 (入 = 士 1) 的 函数 . 
发 射 jm 一 定 的 光子 的 和 矩阵 元 正比 于 原子 核 的 2 极 矩 ( 电 算 或 磁 矩 ) 的 
矩阵 元 : 
(My; mlV NM) xc CDm(TPMIIG5 ml Mi) (48.1) 


发 射 光 子 的 波 函 数 (在 动量 表象 中 ) 正比 于 YW (n) 或 YH (n). 动量 方向 为 
n、 螺 旋 性 为 和 的 光子 波 函 数 正比 于 极 化 矢量 et). 发 射 mA 光子 的 矩阵 元 由 
(48.1) 式 乘 以 状态 |jm) 的 波 函 数 在 状态 Im 和 ) 上 的 分 量 得 到 ; 


(J My; nAV IJMi) co (—D)™ (J MyIQ;, ml Ji Mi)e NN .Yjm. 
按照 (16.23) 式 , 对 于 两 种 类 型 的 光子 ， 
e( .Yjm(n) « DO (n). (48.2) 
多 极 矩 的 矩阵 元 通常 用 约 化 矩阵 元 表示 . 结果 , 我 们 得 到 跃迁 概率 幅 为 


JJ 7 J 


(J My;nAV IJMi) ec (-1) Ce 


je DY (n), (48.3) 


其 中 @ 标记 (Jr|Q) 7.). 

现在 我 们 可 以 研究 混合 极 化 态 的 一 般 情 形 ， 按照 量子 力学 的 一 般 法 则 ， 
跃迁 概率 正比 于 如 下 表示 式 多 

中 如 果 系 统 的 初 态 和 终 态 通过 倒 加 


yp 到 》 an， bf) EE SY bm pd) 


来 描述 , 那么 矩阵 元 为 
(fIVli) 一 >》， bman Vmn, 


它 的 平方 为 
HP 从 产 = VmnV, mn Onan bm’ bm. 


oo 一 


可 以 得 到 混合 态 , 因此 


[fF1Vl2) = 》， VmnV, rp 人， pu? 


nn‘mm’ 
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>》 TJM; NAV NM) (IT My nNX VM 
(m) 
x (Milp® | MI (My lp My) Xp), (48.4) 


其 中 p 中 ,pl), pm 分 别 为 初 态 核 、 终 态 核 与 发 射 光子 的 密度 矩阵 ; 求 和 号 下 
的 (m) 表示 求 和 对 所 有 重复 出 现 两 次 的 m 型 指标 (MiMi{MjyMyXAX') 进行 . 然 
后 将 (48.3) 式 代 人 (48.4) 式 . 

设 进入 立体 角 do 内 光子 的 发 射 概率 用 w(n)do 表示 . 很 明显 , 在 任何 方 
向 上 以 及 对 于 光子 和 终 态 核 的 任何 极 化 , 总 发 射 概率 和 核 的 初始 极 化 状态 无 
关 , 这 已 由 我 们 熟知 的 公式 给 出 , 这 里 不 再 去 研究 了 . 我 们 将 概率 w(n) 归 一 
化 为 1, 结果 得 到 包 


(27 + 1)(2 + 1) _Mi_M! nD) pO) 
WS 87 > 
(m) 


{7 i Jt 7 J 
—My 一 7 也 M:; -Mr —7n/ M; 
x (Milp®) MI (MtlpD |My) Np 


(下 面 我 们 将 看 到 这 个 归 一 化 是 正确 的 ). 此 公式 可 利用 两 个 D 本 数 之 积 的 级 
数 展开 (第 三 卷 (11.02) 式 ) 作 变 换 : 


DY DEN, 2 人 DO DY 


—A’—m’ 
— /1A+m J 7 L 7 7 DD 
ee 本 人 到 习 史 
(4 = 入 一 入 ,4 二 mm 一 m'; 工 为 整数 旦 L > 27). 这 样 一 来 , 我 们 就 最 后 得 到 


w(n) = (27 证 DO 十 1) >》 》 (一 站 2 -Mit+mt+1 (2L 十 1) 
L (m) 


2 7 J L 7 7 L J 7 ji 
入 一 入 一 4 m —m’ 一 人 -Mr —m Mi 
J 了 下 1PpOD) 人 Ar 
A 
x (MilpD IMs) XN Ip IN. (48.5) 


@ 在 得 出 符号 因子 时 , 应 注意 到 2_, 2Jy, 2Mi, 2My 有 相同 的 宇 称 , 并 且 7 m 为 整 
数 , 和 = 土 1. 
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和 上 面 一 样 , 》 表示 对 所 有 出 现 两 次 的 m 型 指标 求 和 . 这 里 必须 指出 , 和 , X 


与 其 它 mn 型 指标 不 同 它们 只 有 两 个 值 : 和 ,入 = 土 1, 这 两 个 值 对 应 着 光子 的 两 
种 极 化 ; 而 不 是 27 十 1 个 值 (对 给 定 的 站). 

公式 (48.5) 包含 着 所 发 射 光子 的 角 分 布 、 它 们 的 极 化 以 及 次 级 核 (发 射 
光子 以 后 的 核 ) 的 极 化 等 全 部 信息 , 这 里 我 们 假设 初始 密度 矩阵 是 给 定 的 . 


角 分 布 


光子 的 角 分 布 可 通过 对 光子 和 次 级 核 的 所 有 极 化 求 和 得 到 . 对 极 化 的 平 
均 通 过 代入 非 极 化 态 的 密度 矩阵 : 


1 
(lolIX) = 56 (Mslp DM?) = 27 dM My, (48.6) 


2Js 1 
然后 , 求 和 就 是 乘 以 2 (对 光子 ) 或 2Jy 十 1 (对 核 ). 因此 , 求 和 就 是 简单 地 作 
变换 
(Ap AN) = By, (Mylp DIM) — Smpms (48.7) 
所 以 , 角 分 布 为 
三 (m) = 二 (- 1)™ +1(2L + 1) Do (n) 


L (m) 


. J 7 LL\/i; j L Jf 7 J 
入 -和 A 0 m —m -yp -Ms -mm M: 


J j | 
3 、 | (Milp | MI). 
-MA 一 mm M 


此 公式 可 通过 对 m 型 指标 求 和 而 大 大 简化 . 首先 , 我 们 指出 


J J 7 iL 
( 一 》 =-C Ak 入 入 和 


7 了 LIL 
>- | 时 2 四 . 工 为 偶数 ， 
入 二 土 1 A -A 0 0 L 为 奇数 ， 
这 样 , 对 工 的 求 和 只 剩 下 工 为 偶数 的 项 , 即 其 中 只 包含 偶 阶 球 谐 函数 万 各. 这 
个 结果 是 可 以 预见 的 : 由 于 字 称 守恒 , 概率 必须 在 反 演 下 保持 不 变 , 即 对 变换 
n 一 一 多 保持 不 变 . 
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因此 , 我 们 有 


wn) = I+ Ot DY > 十 1) . 二 时 Dy (n) 


2 L J 了 Ji 
x > ,(- Ws a )(- A vy 
(m) oe 9 


J 7 
x ( UY | (MipGD1AM 人 人 
—My 一 ?72/ M 


在 这 里 的 归 一 化 是 很 容易 证 实 的 : 由 于 公式 
/ DI (n)S = 8ro8y0 


对 所 有 方向 积分 后 , 只 保留 工 = j= 0 项 . 利用 公式 


ar 


RL . = tp =1 
fa\-M: —m M 


就 可 证 实 此 积分 等 于 1. 
在 右 (n) 的 内 求 和 中 , 利用 第 三 卷 (108.4) 式 实现 进一步 对 mm,rm', Mjy 的 求 
和 . 光子 角 分 布 的 最 后 公式 为 





Dn) = tt tt Yi) Va tI 


L 侦 
7 7 TL\jJ: LL (is (CL) 
x Pi Do (n), 48.9 
( 人 1 p(n), (48.9) 
其 中 
pO VGLTIGATD Tm 大工 x milo ln) 
一 ji (2 五 十 1)( i 十 ) 2 ) Mi y M, xX ilp 1 
PH = (一 24P8 ,. (48.10) 


(48.9) 式 中 的 内 求 和 是 对 所 有 的 | 由 < 工 进行 的 , 而 外 求 和 是 对 所 有 满足 条 件 


L<2;, L<2. (48.11) 
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的 偶数 值 工 进行 的 (这 些 条 件 来 自 (48.9), (48.10) 式 的 37 符号 中 了 应 满足 的 
三 角形 法 则 ). 由 于 这 些 条 件 , 求 和 中 的 项 数 通常 是 很 少 的 . 例如 , 当 大 = 0 或 
1/2 时 , 只 留 下 工 =0 的 项 , 因而 辐射 是 各 向 同性 的 (不 难 证 明 , 按照 归 一 化 条 
件 , 工 = 0 的 项 应 该 等 于 1/4). 当天 =13/2 或 了 = 工时 ,对 工 的 求 和 只 留 下 
两 项 : 上 = 0,2. 如 果 密 度 和 矩阵 p 风 是 对 角 化 的 (Mi = MI), 则 jp = 0, 分 布 函数 
(48.9) 取 勒 让 德 多 项 式 的 展开 形式 (按照 (16.5) 式 和 第 三 卷 的 (58.23) 式 , 阻 数 
DD 就 是 纯 数 PL(cos0)). 最 后 , 如 果 
ee 1 
(ip )|2) Dj FI MM 

即 如 果 初 态 核 是 非 极 化 的 , 那么 除 Pio = 1 以 外 , 所 有 的 PY = 0.@ 

量 Pr 是 表征 核 极 化 态 一 个 方便 的 量 , 我 们 称 其 为 极 化 矩 , 公式 (48.10) 
通过 密度 和 矩阵 pxym' 定义 了 它 . 不 难 证 实 , 用 极 化 矩 表示 密度 和 矩阵 的 道 公 式 为 


2L++1,_r j— NM’ L J 
1 ”一 一 一 17 a ' 
PM 2 Va7rit 本 网 


设 fr 为 依赖 于 核 极 化 态 的 某 个 球 张 量 ， 按 照 一 般 法 则 (参见 第 三 卷 
(14.8) 式 ), 它 在 密度 和 矩阵 为 pw 的 状态 中 的 平均 值 等 于 


fin = >》， pum (IM' finlIM). (48.13) 
MM! 





根据 公式 
J LIL 
一 NI 


用 约 化 矩阵 元 (J 川 fi||7) 表示 fry 的 矩阵 元 , 并 根据 所 引入 的 极 化 矩 的 定义 
(48.10), 我 们 得 到 


(JM'jralJM) = 下 (CD | till 


Fo) po, 
oh /OLE OT 
实际 上 , 利用 结果 


(48.14) 


J 0 J M1 
-M 0 MI vai MM 
我 们 有 
nl 
| 1) BS 2 ) dum 
SE A J 0 J 
-Vi (i , ») (0 i 2 ) = VFI 
然后 根据 定义 (48.10) 就 可 得 出 上 述 结 论 . 
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光子 的 极 化 


当 和 拖 阵 po) 和 pf) 以 及 p 给 定 后 , 公式 (48.5) 确定 了 发 射 光子 的 跃迁 
概率 , 在 此 跃迁 中 核 处 于 确定 的 极 化 态 . 这 种 状态 实质 上 并 不 是 表征 这 种 发 射 
过 程 的 特性 , 而 是 表征 记录 光子 和 反 冲 核 并 识别 它们 确定 极 化 的 探测 器 的 特 
性 . 这 个 问题 的 另 一 种 更 自然 的 表述 是 :“ 核 + 光子 "系统 的 终 态 不 是 一 开始 
就 能 确定 的 , 只 有 在 给 定 光 子 发 射 的 方向 后 , 才能 确定 终 态 的 极 化 密度 矩阵 . 

这 个 问题 的 答案 还 可 由 同样 的 公式 (48.5) 给 出 . 如 将 其 写成 


w = Tn) 》 (Mr;nAplMy; nN (Xp MN Myo My), (48.15) 
(m) 

则 表示 式 (My;nA|p| Me; nNX) 将 是 所 求 的 密度 和 矩阵, 因为 按照 量子 力学 的 一 般 
法 则 , 跃迁 到 已 知 状态 的 概率 w 由 它 在 给 定 的 pm, pt 上 的 “投影 ”给 出 . 
在 公式 (48.15) 中 分 离 出 因子 均 (m”) 是 为 了 使 这 个 矩阵 能 够 按照 通常 的 条 件 归 
一 化 : 

》 (My;nAplMy; nN) =1. 

AMy 

如 果 我 们 想 单独 考虑 光子 的 极 化 , 则 必须 对 My = Mf 求 和 : 
(mAlplnX) = > (My;nAlplMs; nN). 
Ms 

经 过 和 公式 (48.9) 完全 类 似 的 推导 , 我 们 得 到 
(27 十 1)}v2Ji+1 


f 下 1 十 ja 十 JJ 
(mAlplnA ) = (—1) EC 


17 了 LIL 
< i) vi 二 5) 


J;: J L (i)* (EL) 
x | 0 | 2 Pi Di (n) (48.16) 
(4 = 入 一 入 ), 求 和 是 对 满足 条 件 (48.11) 的 所 有 整数 工 值 进行 的 . 
特别 是 , 圆 极 化 由 斯 托 克 斯 参量 
8 = (nllplnl) ~ (n, 一 1plm —1) 


决定 (参见 88 习题 ). 由 于 关系 式 (48.8), 在 这 个 差 中 所 有 含 偶数 工 的 项 均 为 
零 , 所 得 到 的 名 表示 式 和 (48.9) 式 的 区 别 仅仅 是 对 奇数 (而 不 是 偶数 ) 工 值 
求 和 . 
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二 次 核 的 极 化 


最 后 , 如 果 我 们 只 研究 核 的 终 态 极 化 , 必须 令 pm 一 5. 这 时 如 果 还 要 对 
光子 的 方向 积分 , 那么 终 态 核 的 密度 矩阵 将 是 


MslplM?) = f wn) Menlol Mn)do 


= (27+1 》、 Et J 3 有 


mMi:M! -Mf -—m Mi: 
J Ji ; 
Milp®|M). 
(7 —m pA BH 
用 这 个 矩阵 计算 出 的 极 化 矩 为 


pe | 
A tt Ce 人 ; 7 (48.17) 


J 


如 果 初 态 核 是 非 极 化 的 , 则 终 态 核 也 将 是 非 极 化 的 . 但 此 时 将 存在 关联 
极 化 , 即 发 射 给 定 方向 的 辐射 后 的 核 也 是 极 化 的 . 令 pt 一 5/(2 十 1) (相应 
地 , 古 (n) = 1/4r) 并 进行 和 公式 (48.9) 类 似 的 推导 , 就 得 到 描述 这 种 极 化 的 密 
度 和 矩阵 


(MrimlplMfim) = (27 + 1)(—1) tMs+1 


-Forty( i 7 


五 偶 
JJ J Lr) 
< | og (n). (48.18) 
相应 于 此 矩阵 的 极 化 矩 为 


PD 训 记 全 故人 ( 坟 二 TD)V (2 十 1D(2J7 +1) 


7 7 TLV)J J LI 
人 
只 出 现 偶数 阶 的 极 化 矩 (这 也 是 宇 称 守 恒 的 结果 ). 

如 果 二 次 核 反 过 来 发 射 光子 , 那么 由 于 它 已 经 极 化 , 将 产生 各 向 异性 的 光 
子 分 布 . 因为 极 化 矩 (48.19) 依赖 于 第 一 次 衰变 时 所 发 射 的 光子 的 方向 n, 所 
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以 此 后 发 射 的 光子 的 方 问 之 间 存 在 一 定 的 关联 (一 次 核 是 非 极 化 的 ). 级 联 发 
射 的 其 它 关联 效应 ( 极 化 等 的 ) 可 用 类 似 方 法 处 理 . 巴 


习 题 
求 极 化 矩 Pi Pz 和 角 动 量 失 量 jj 与 四 极 矩 张 量 Qik 的 平均 值 之 间 的 


关系 . 
解 : 矢量 J 和 张 量 @ 庆 的 约 化 矩阵 元 由 下 式 决 定 : 


gw 5 QI 


2 2 
2J 二 1 ” ik 2.J 十 1 


(和 第 三 卷 (107.10), (107.11) 式 比 较 ). 算 符 Qik 可 通过 第 三 卷 的 (75.2) 式 用 角 
动量 算 符 表示 : 


了 
Qir = 了 0 了 7 二 (FN + 3 8 ) 
由 此 求 出 平均 值 
DT 3 2472 3 023 +1)(27+3) 


2J(2J 一 1) 
约 化 矩阵 元 为 


(J = VI(T +1)(27 +1), 


_ [327 + (7 +1)(27+3) 
eID = a 


根据 (48.14) 式 , 极 化 算 Pi 等 于 舌 量 


3 
V4” 


的 球 分 量 , 而 极 化 抵 PpP,, 等 于 张 量 
57+TDGCT+3 9 
的 球 分 量 . 


O, 这 个 问题 的 详细 论述 可 参阅 “yy 射线 ” (“Taxma-nyun” AH CCCP, 1961) 一 书 中 
A. 3. onrusos 的 论文 ， 
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849 原子 辆 身 : 电 型 ” 


原子 外 层 (参加 光 辐 射 牙 迁 的 ) 电子 的 能 量 粗略 估计 数量 级 大 约 为 五 ~ 
rmie4/j2, 因此 所 辐射 的 光波 长 大 约 为 入 ~ hic/B ~ 有 局 /ame?. 原子 的 线 度 a ~ 
让 /me2. 所 以 在 原子 光谱 中 , 不 等 式 a/ 和 ~ a 安 1 照例 成 立 . 比值 wec~ ac 有 
同样 的 数量 级 , 这 里 v 为 光电 子 的 速度 . 

因此 , 在 原子 光谱 中 , 所 满足 的 条 件 意味 着 电 偶 极 辐射 (如 选择 定 则 容许 ) 
的 概率 大 大 超过 多 极 路 迁 的 概率 包 . 由 于 这 个 原因 , 在 原子 光谱 中 , 最 重要 的 
正 是 电 偶 极 牙 迁 . 

我 们 已 经 说 过 , 这 种 跃迁 遵从 原子 总 角 动 量 J 和 字 称 PP 的 严格 的 选择 定 
则 所 


人 (49.1) 
PP'=-1. (49.2) 


不 等 式 |J/ 一 J|< 1 意味 着 角 动 量 J 只 能 改变 0, 土 1; 而 由 于 J+J>1,0 一 0 
牙 迁 是 禁 戒 的 . 初 态 和 终 态 的 字 称 应 该 相反 .@ 

nJM 一 n'J'M' 牙 迁 的 发 射 概率 由 原子 偶 极 矩 的 相应 矩阵 元 确定 如 下 : 
(nT M'|d_m|njM)), (49.3) 


3 
wnIM — nT M') = | 


w= wn on"). 


当 M 给 定时 , 公式 (49.3) 对 M' = M -mm 的 所 有 值 求 和 , 可 以 得 到 由 原子 能 
级 nJ 发 射 已 知 频率 的 总 概率 . 求 和 时 , 利用 (46.20) 式 , 结果 为 
4w3 1 
ah 37 +1l" 
式 中 的 约 化 矩阵 元 的 模 的 平方 有 时 称 为 跃迁 谱 线 强度 , 它 对 于 初 态 和 终 态 是 
对 称 的 . 

观察 到 的 辐射 强度 等 于 w 乘 以 fiw, 再 乘 以 辐射 源 中 处 于 该 激发 能 级 上 
的 原子 数 NnJy. 所以, 在 温度 为 了 的 气体 中 ， 


Wn 一 /JJ ) = “71elmy (49.4) 


Nn & (2J +1)exp(— En /T); 


O 在 849 一 851,853 一 855 中 采用 通常 的 单位 . 

@ 在 原子 光谱 的 光学 区 域内 , 偶 极 跃迁 概率 的 典型 数值 约 为 108 s -1 

@ 现在 我 们 用 不 带 撒 和 带 撤 的 字母 分 别 表 示 初 态 和 终 态 的 量子 数 ,用 字母 ww' 表 
示 决 定 系统 状态 的 所 有 其 它 ( 除 明显 指出 的 以 外 ) 量子 数 . 

@ 宁 称 选择 定 则 是 Laporte 首先 建立 的 (O. Laporte, 1924). 
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因子 (2J 十 1) 是 角 动 量 为 7 的 能 级 的 统计 权重 . 

原子 光谱 跃迁 概率 的 进一步 推导 需要 具体 指定 原子 的 状态 . 这 里 我 们 将 
不 讨论 矩阵 元 的 计算 方法 , 因为 它 的 近似 程度 没有 明显 的 理论 意义 .我 们 将 只 
对 LS 耦合 的 大 多 数 状 态 (特别 是 在 轻 原 子 中 ) 推导 出 若干 关系 式 (参见 第 三 
卷 872). 描述 这 样 的 状态 除了 用 角 动 量 以 外 , 还 需要 轨道 角 动 量 二 和 自 旋 3 
的 确定 值 , 这 时 L 和 5 都 是 守恒 量 . 

由 于 偶 极 和 矩 是 一 个 纯 轨 道 的 量 , 所 以 它 的 算 符 与 自 旋 算 符 对 易 , 即 它 的 矩 
阵 对 于 数 9 是 对 角 化 的 , 对 于 数 工 , 偶 极 和 矩 所 遵从 的 选择 定 则 与 任意 轨道 矢 
量 相 同 (参看 第 三 卷 829). 所 以 , LS 型 各 态 之 间 的 跃迁 除 遵 从 选择 定 则 (49.1) 
和 (49.2) 外 , 还 要 遵从 以 下 选择 定 则 : 


S'—S=0, (49.5) 
-Lg<1igL+L. (49.6) 


我 们 再 次 着 重 指 出 , 这 些 定 则 是 近似 的 , 当 考 虑 自 旋 轨 道 相互 作用 时 就 不 再 
成 立 . 

我 们 看 到 , 选择 定 则 (49.5)( 它 禁止 不 同 多 重 态 之 间 的 跃迁 ) 不 仅 适 用 于 电 
偶 极 跃迁 , 而 且 适 用 于 一 切 电 型 跃迁 : 所 有 级 的 电 多 极 矩 都 是 轨道 张 量 , 因而 
它们 的 抢 阵 对 自 旋 是 对 角 化 的 . 例如 , 对 于 电 四 极 牙 迁 , 除了 一 般 的 选择 定 则 


Il1 -JIE2<J+J，PP =1 (49.7) 
外 , 在 LS 耦合 情形 下 还 有 附加 选择 定 则 
g=S=0 ID -=b<2<L4L. (49.8) 


发 射 概率 可 写成 5, J, wy 的 显 图 数 形 式 . 当 角 动量 相 加 时 , 利用 球 张 量 矩 
阵 元 的 一 般 公 式 , 就 可 直接 做 到 这 一 点 . 按照 第 三 卷 的 公式 (109.3), 我 们 有 所 


(mL'ST'ldlnLS NL 


= (27 +1)(27 +1) {’ > 4 mw radlinL). (49.9) 
将 此 式 代 入 (49.4), 我 们 得 到 
wnLSJ mLST) = < +1) 人 ” (nldlinL)l2, (49.10) 


第 三 卷 $109 的 公式 中 ,“ 子 系统 1 和 2 的 角 动 量 ” 现 在 必须 理解 成 原子 的 轨道 
角 动量 和 自 旋 , 它们 之 间 的 相互 作用 被 忽略 . 量 及 2) 用 轨道 矢量 dg 表示 
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并 且 w=wnLS 一 WLS"). 
对 这 些 概 率 可 以 导出 一 个 求 和 法 则 . 67 符号 的 平方 满足 求 和 公式 (第 三 
卷 (108.7) 式 ) 


2 
, LV Sl 
2 4 人 站 】 (49.11) 
借助 它 可 以 由 (49.10) 式 求 出 


4uo3 1 


ah oF 1 [mL lalinL)l’, (49.12) 





> _w(nLSJ = LT) 
J’ 


我 们 看 到 , 这 个 量 与 J 的 初 值 无 关 . 

对 于 气体 辐射 , 如 果 气 体 的 温度 比 原子 项 nSL 的 精细 结构 间隔 大 得 多 ， 
那么 , 不 同 J 的 状态 被 均匀 占据 , 即 所 有 的 J 值 都 是 等 概率 的 . 在 这 种 情况 下 ， 
原子 处 在 某 个 确定 J 值 能 级 上 的 概率 等 于 


2J+1 


(2 区 十 1)(25S 十 1) C39 


即 等 于 这 个 能 级 的 统计 权重 与 原子 项 nSL 的 总 统计 权重 之 比 . 表达 式 (49.10) 
或 它们 的 和 (49.12) 对 这 些 概 率 的 平均 归结 为 乘 以 因子 (49.13), 这 个 平均 用 字 
母 上 加 一 短 横 表示 . 光谱 多 重 线 中 所 有 谱 线 (由 两 个 原子 项 nSL 和 n'5L' 的 
精细 结构 分 量 之 间 的 一 切 可 能 跃迁 所 形成 ) 的 总 发 射 概率 为 


TnLS = LS5)= 》 》 TnLsT — WLST). (49.14) 
J J! 


自然 , 由 于 》 (2J 二 1) = (25 +1)(2 二 1), 所 得 的 总 概率 表达 式 与 (49.12) 式 
J 
一 致 . 所 以 , 一 条 单线 的 相对 概率 ( 即 相 对 强度 ) 为 


2 
TnLSJ LST) (2 +1)(27' +1) | Lr 1 5 | 


J 了 工 1 


而 RDS smi 25 二 了 (49:15) 


分 析 这 个 公式 所 给 出 的 数值 , 可 以 看 出 : 多 重 谱 线 中 AJ = AL 的 那些 谱 
线 最 强 (叫做 主线 , 其 余 的 叫做 伴 线 ). J 的 初 值 越 大 , 则 主线 的 强度 越 大 . 


包 计算 矩阵 元 时 忽略 自 旋 轨 道 相互 作用 , 还 可 以 忽略 频率 对 J 和 的 依赖 关系 ， 
即 忽 略 原子 初 态 和 终 态 能 级 的 精细 结构 . 
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量 (49.15) 对 J 和 7' 求 和 分 别 给 出 
>》 wnLSJ — WLSI) 
J’ 


2J 十 1 
TnLSs 一 WLS (2L+1)(25+1)’ 
( ) ( )( ) (49.16) 
>》 TnLSJ = nL'ST) 
J a 2 十 1 
WnLS os) (25+125+1 


由 此 可 见 , 具有 同一 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 光谱 多 重 线 中 , 所 有 谱 线 的 总 
强度 和 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 统计 权重 成 正比 . 

我 们 还 可 以 考虑 原子 光谱 线 的 超 精细 结构 . 我 们 知道 , 原子 能 级 的 超 精 
细 分 裂 是 电子 与 原子 核 的 目 旋 (假如 它 不 为 零 ) 相互 作用 的 结果 (参见 第 三 卷 
8122). 原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 量 FF 等 于 电子 的 总 角 动 量 J 和 原子 核 的 
总 角 动 量 了 的 全 加 . 能 级 nJ 的 每 一 个 超 精细 结构 分 量 都 可 用 一 个 量子 数 FF 
表征 . 

现在 , 角 动 量 的 严格 守恒 导致 关于 总 角 动 量 FF 的 严格 的 选择 定 则 : 对 于 
电 偶 极 辐射 ， 

IF -Fl<l1g<F+F.. (49.17) 


但 是 , 由 于 电子 与 原子 核 自 旋 的 相互 作用 极其 微弱 , 在 计算 原子 中 电子 充 层 的 
电 托 (和 磁 矩 ) 的 矩阵 元 时 , 完全 可 以 忽略 . 所 以 , 电子 角 动 量 J 和 电子 宇 称 的 
选择 定 则 也 仍然 成 立 . 特别 是 , 电子 宇 称 的 选择 定 则 禁止 同一 项 的 超 精细 结构 
各 分 量 间 的 电 偶 极 跃迁 : 这 些 能 级 有 相同 的 宇 称 , 而 这 种 跃迁 只 可 能 发 生 在 不 
同 宇 称 的 状态 之 间 . 

由 于 偶 极 矩 算 符 和 原子 核 自 旋 算 符 对 易 ,所 以 ,路 迁 矩 阵 元 对 量子 数 工 己 
下 的 依赖 关系 可 以 写成 明显 的 形式 ; 这 些 计算 与 上 面 对 LS 耘 合 所 进行 的 计 
算 的 区 别 , 只 是 符号 上 的 明显 改变 而 已 , 通过 对 总 角 动 量 F 的 终 态 分 量 求 和 ， 
就 得 到 发 射 概率 

3 

ap il TIF anIIF) a 


w=wn nn), 


wnJIF — nT IF)= 


而 约 化 矩阵 元 的 平方 为 


J FF I 


2 
mp/ ldlln7)2. 
i | [nm J lallny)| 


(49.19) 


I TIF lanIIF) = (2F + 1)(2F’ +1) | 
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碱 金 属 光 谱 中 的 大 部 分 谱 线 可 以 描述 成 一 个 外 层 电 子 (光电 子 ) 在 原子 
的 其 余部 分 (形成 闭合 组 态 ) 的 自 洽 场 中 跃迁 的 结果 , 原子 的 状态 按 LS 耦合 
决定 . 在 这 些 条 件 下 , 试 确定 光谱 线 精 细 结 构 分 量 的 相对 强度 . 

解 : 原 于 的 总 角 动 量 工 和 5 一 3 等 于 光电 子 的 轨道 角 动 量 和 自 族 . 所 以 ， 
状态 的 字 称 等 于 (-1)Z (原子 其 余部 分 闭合 组 态 的 宇 称 为 正 ). 所 以 , 字 称 选择 
定 则 禁止 有 /= 工 的 偶 极 跃迁 , 因而 只 可 能 发 生 了 -五 = 士 ] 的 跃迁 . 由 于 JJ 的 
选择 定 则 , 双 线 能 级 1 卫 和 妈 ) 开 一 1 间 的 跃迁 共 给 出 三 条 谱 线 (图 1), 它们 的 
相对 强度 ( 记 作 @,b,c) 可 根据 (49.16) 确定 (而 不 直接 采用 公式 (49.15)) , 按 初 
态 (或 终 态 ) 划分 谱 线 , 不 同 初 态 (或 终 态 ) 谱 线 的 总 强度 之 比 给 出 两 个 方程 : 


b+e 2L a+b 2 
a -L292 G7 DD.=2 














a:b:c={[(L+1)(2L 1) :1:[(L -1)(2L+1). 


如 果 工 二 1, 较 低能 级 不 分 异 , 谱 线 c 不 会 出 现 , 因而 , a/b = 2. 


J]=L+1/2 
n,L 
J = 了 一 1/2 
[9 
J=L-1/2 
nL—1 
J=L-3/2 
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原子 磁 和 矩 的 数量 级 等 于 玻 尔 磁 子 :1 = efi/mce, 它 和 电 侦 极 矩 (d ~ ea ~ 
局 /me) 的 数量 级 相差 一 个 因子 a (因为 wec ~ a 所 以 , p ~ dje 这 正 是 所 期 
竺 的 ). 由 此 得 出 , 原子 的 磁 偶 极 (M1) 辐射 的 概率 大 约 是 同 频率 的 电 偶 极 发 
射 概率 的 1/o?. 所 以 , 实际 上 只 对 那些 电 辐 射 选择 定 则 所 禁 戒 的 跃迁 , 磁 辐 身 
才 是 重要 的 . 
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至 于 电 四 极 (82) 辐射 , 它 的 概率 和 M1 辐射 概率 之 比 的 数量 级 为 

E2 (ea) /ee atm2w? AEN\” 
(和) 

(四 极 矩 ~ ea2, 五 ~ 让/rna2 为 原子 能 量 , AE 为 跃迁 时 能 量 的 变化 ). 我 们 看 

到 , 对 于 平均 原子 频率 ( 即 AE ~ 忆 时 ), B82 和 M1 辐射 的 概率 有 相同 数量 级 

(当然 , 假定 两 者 都 是 选择 定 则 所 容许 的 ). 然而 , 如 果 AE 之 EE (例如 , 对 于 同 

一 原子 谱 项 的 精细 结构 组 分 之 间 的 跃迁 ), 则 M1 辐射 的 概率 比 五 2 辐射 的 概 

率 大 . 


(50.1) 


磁 偶 极 牙 迁 服从 如 下 严格 的 选择 定 则 
| 了 一 JJ 和 过 1 入 了 + (50.2) 
PP’'=1. (50.3) 


对 于 LS 看 合 , 有 比 电 情 形 更 具 约束 性 的 附加 选择 定 则 . 这 种 情形 和 原子 
磁 矩 的 一 个 特殊 性 质 有 关 , 此 性 质 是 由 于 系统 中 所 有 粒子 (电子 ) 的 全 同性 产 
生 的 : 即 原子 的 磁 和 矩 算 符 可 通过 其 总 轨道 角 动 量 与 自 旋 角 动 量 算 符 表示 : 


应 = -po( 卫 十 28) = -po(T + 5), (50.4) 


其 中 po = |el 有 /2mc 为 玻 尔 磁 子 (参见 第 三 卷 8113). 由 于 总 角 动 量 守 恒 , 算 符 
了 对 能 量 一般 没 有 非 对 角 和 矩阵 元 ; 因此 在 辐射 理论 中 仅 需 写 出 产 = 一 jo5 就 
够 了 .中 

当 忽略 自 旋 轨道 相互 作用 时 , 角 动 量 王 和 8 分别 都 是 守恒 的 . 因而 , 自 
旋 算 符 对 表征 非 分 裂 项 的 所 有 量子 数 mn 5S, 工 都 是 对 角 化 的 . 为 了 使 跃迁 发 生 ， 
必须 改变 量子 数 J. 因此 , 我 们 有 选择 定 则 : 


n=n, $=5, LL=L, J-J=+l, (50.5) 


也 就 是 说 , 跃迁 只 可 能 发 生 在 同一 原子 谱 项 的 精细 结构 组 分 之 间 . 
在 这 种 情形 下 , 发 射 概率 可 以 精确 地 计算 . 适当 改变 公式 (49.10) 中 的 标 
记 , 我 们 有 


2 
4w310 ,oy Ss J LIL . 
一 一 一 1 1995)| 
cE 


@ 例外 发 生 在 原子 的 电子 角 动 量 了 不 守恒 的 一 些 情形 中 , 即 : 当 考 虑 超 精细 结构 
时 , 还 有 当 有 外 场 时 , 等 等 (参见 习题 ). 


wnLSJ — nLST) = 
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这 里 所 包含 的 自 旋 对 其 本 征 函 数 的 约 化 矩阵 元 为 
(5S15ll5s》 = VS(S + 1)(2S + 1) (50.6) 
(参见 第 三 卷 (29.13) 式 ) . 我 们 所 需要 的 67 符号 等 于 


5 J-1 LY (LHS+ITIDL+S-JI+IEL-S+NS-L+) 
J 9 1[ S(2S + 1)(2S + 2)(27 — 1)27(2J7+1) 
(50.7) 
(参见 第 三 卷 8108 的 表 10). 于 是 得 到 结果 为 
2J 十 1 
2 三 
-ww (IF+S+JTDUC+S_J+H 
3fic3(2J + 1)J 


x(J+S—D(I+L-5). (50.8) 


同一 能 级 的 超 精细 结构 各 组 分 之 间 的 跃迁 (其 频率 在 无 线 电波 范围 内 ) 
一 般 是 不 可 能 作为 电 偶 极 跃迁 出 现 的 , 因为 这 些 组 分 具有 相同 的 宇 称 . 五 2 与 
M1 跃迁 都 不 需要 改变 宇 称 . 但 是 由 于 超 精细 结构 间隔 非常 小 , E2 辐射 的 概 
率 要 比 M1 小 得 多 (比较 (50.1) 式 ), 因此 , 这 些 了 跃迁 是 作为 磁 偶 极 哮 迁 实现 的 . 
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1. 求 单一 能 级 的 超 精 细 结 构 组 分 之 间 M1 路 迁 的 概率 . 

解 : 跃迁 概率 由 公式 (49.18) 和 (49.19) 给 出 . 在 此 二 公式 中 会 出 现 磁 和 矩 的 
对 角 化 的 约 化 矩阵 元 (mJ||jpl|nJ), 其 值 可 以 直接 写 出 来 , 因为 总 的 ( 非 约 化 的 ) 
答 阵 元 (nJMM|pzImnJM) 正好 决定 了 该 能 级 在 塞 曼 效应 中 的 分 型 (参见 第 三 卷 
8113) 且 等 于 一 jyJogM(g 为 朗 德 因 子 ). 约 化 矩阵 元 为 ( 见 第 三 卷 (29.7)) 


a VN FQITInIMIps InIM) = pogV TT TIGI TI. 


结果 , 我 们 得 到 所 求 的 概率 为 中 : 
2F+1 
2F—1 

@ 氢 原 子 的 基态 能 级 (1s3 ) 的 超 精 细 结 构 分 量 之 间 的 跃迁 是 一 个 有 趣 的 例子 . 这 
里 , EB1 跃迁 和 E2 跃迁 是 严格 禁 戒 的 (后 者 是 由 于 J 上 + =1 的 四 极 既 迁 禁 戒 的 选择 定 
则 ). 这 个 财 迁 的 频率 为 w = 2r x1.42x109s-1( 波 长 和 = 21 cm), 设 =2 了 = :， J = ， 
FF 二 1, F'=0 我 们 得 到 


wnLSJ — nLS,J—1)= 





wnL5,—1— nLS)) 





WnJIF —o nT,F—1)= wnJl,F—1 onJIF) 


_ 4w3p8 
二 


= 2. 10~156—1. 
Ww Fe3 85 x 10 ”8 
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= OH IFFTINIHI-FP+I 
~ 3hc(2F + 1)F i 


x(F+J—T(F—J+71). 
此 式 和 (50.8) 式 的 区 别 仅仅 是 标记 的 变化 , 并 多 了 一 个 因子 gz?. 
2. 求 单 一 原子 能 级 的 塞 曼 组 分 之 间 JM1 跃迁 的 概率 ， 
解 : 这 是 指 n,J 值 都 不 变 时 的 M 一 M 一 1 跃迁 . 跃迁 频率 为 (参见 下 面 
的 (51.3) 式 ): fiw = jo9H (g 为 朗 德 因子 ). 秋 量 包 的 球 分 量 jy_1 的 矩阵 元 为 


(J— M+1)(J+M) 
Ed 


= -pogv/ 3(7 — M+ (I+M) 


(参见 第 三 卷 (27.12) 和 上 题 ). 跃迁 概率 为 


jy — 1lp-ilnyM)| = 


2u3 HS 
3h4c3 





Aw3 
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在 外 磁场 有 (假定 它 很 弱 ) 中 , 每 一 个 总 角 动 量 为 7 的 原子 能 级 分 裂 为 
2J 十 1 个 能 级 
Ex = EW + yogMH, (51.1) 
式 中 EB(0 为 非 微 扰 能 级 , yo 为 玻 尔 磁 子 , 9 为 朗 德 因子 , M 为 角 动 量 J 在 磁 
场 方 向 上 的 分 量 (参见 第 三 卷 8113). 因此 , 角 动 量 方向 上 的 简 并 被 完全 解除 . 
由 两 个 分 裂 能 级 之 间 的 跃迁 而 产生 的 谱 线 也 相应 地 发 生 分 裂 . 谱 线 的 组 
分 数 由 量子 数 M 的 选择 定 则 决定 . 按照 这 个 定 则 , 对 偶 极 辐射 必定 有 


m= M— M’=0,+1. (51.2) 


除 此 定 则 外 , 如 了 = J 则 MM = M'=0 的 跃迁 也 是 被 禁 戒 的 . 这 一 点 可 
从 第 三 卷 中 任意 矢量 的 矩阵 元 的 一 般 表 达 式 (29.7) 直接 看 出 . 

由 m=0 与 m= 二 土 ] 的 跃迁 所 产生 的 组 分 分 别称 为 7 组 分 与 o 组 分 , 它 
们 的 频率 为 


fiwr = fw) 十 poH(g — 9')M, 


(51.3) 
fiwe = hw) + poH[lgM —g'(M + 1)]. 


851 原子 辐射 : 塞 曼 效应 和 斯 塔 克 效 应 . 187 . 


在 g=g' 的 特殊 情形 下 , 不 管 M 值 是 多 少 , 我 们 有 
hr = wD), 大 vv = iw) 4 pogH, (51.4) 


所 以 在 此 情形 下 , 谱 线 分 裂 成 三 重 线 : fr 组 分 在 原来 位 置 , 而 两 个 o 组 分 则 对 
称 地 分 布 在 其 两 边 (所 谓 正 常 塞 曼 效应 ). 

在 所 有 方向 上 辐射 的 总 概率 正比 于 模 的 平方 |(mwJM'|d_minJM)|?. 所 
以 , 利用 7 = 1 的 公式 (46.19) 可 知 , 光谱 线 的 每 个 塞 曼 分 量 的 相对 辐射 概率 


等 于 ， 
(2 = ) (51.5) 
M’ mm 一 AM 


在 “正常 ” 塞 曼 效 应 的 特殊 情形 下 , 总 共 只 有 三 个 组 分 , 每 一 个 组 分 都 是 
在 m 给 定 的 条 件 下 由 M 的 所 有 初 值 的 路 迁 产生 的 . 由 于 


江 汶 1 
3 [ 2 ) = 了 (51.6) 
(参见 第 三 卷 (106.12) 式 ), 所 以 , 在 此 情形 下 , 三 个 组 分 的 发 射 是 等 概率 的 . 

然而 , 当 在 特定 方向 (相对 于 辐射 源 的 外 磁场 方向 ) 上 进行 观察 时 , 我 们 
最 感 兴趣 的 是 塞 曼 组 分 的 相对 强度 . 按照 (45.5) 式 , 在 已 知 方向 mn 上 的 发 射 概 
率 (也 是 相应 的 谱 线 强度 ) 和 》 |e* .dysj? 成 正比 , 其 中 , 求 和 是 对 已 知 m 的 两 
个 独立 的 极 化 e 进行 的 . 

当 沿 着 场 (z 轴 ) 观察 时 , 这 个 求 和 为 


(dz) rib? + |(dy) rial. 


或 写成 球 分 量 
(dn) ps) + |(di) pal’. 


这 意味 着 在 纵 的 ( 沿 着 场 ) 方向 上 只 能 观察 到 两 个 o 分 量 (m = 土 1). 它们 的 


强度 正比 于 
-ee 51.7 
Ml +l1 -MI/ (817) 


这 两 条 谱 线 具有 确定 的 m 值 ( 角 动 量 在 传播 方向 上 的 投影 ), 或 为 右 旋 (rm = 1) 
圆 极 化 , 或 为 左旋 (m = -1) 圆 极 化 ( 见 88). 
在 垂直 于 场 的 方向 (例如 沿 z 轴 ) 观察 时 , 谱 线 强 度 正比 于 求 和 


I(dz) pil + (dy)yil? = (do)z 2 十 {lds 十 |(d-1)7i| 


- 188 ， 第 五 章 辐 射 


因此 , 在 横 的 方向 上 观察 到 两 个 c 分 量 和 一 个 7 分量, 它们 的 强度 分 别 正比 于 
2 
EE 1 J J' 1 J 
(人 十 1 由 (7 0 


(c 组 分 的 强度 是 纵向 观察 时 的 5). 7 组 分 沿 z 轴 极 化 , 而 在 这 个 方向 上 观察 
到 的 c 组 分 是 沿 y 轴 极 化 的 . 

我 们 看 到 , 塞 曼 组 分 的 相对 强度 完全 取决 于 J 和 MM 的 初 值 与 终 值 , 而 和 
能 级 的 其 它 性 质 无 关 . 

选择 定 则 禁止 同一 能 级 的 塞 曼 组 分 之 间 的 电 偶 极 跃迁 , 因为 它们 具有 相 
同 的 宇 称 . 这 些 唉 了 迁 是 通过 磁 偶 极 跃迁 实现 的 , 其 原因 和 上 节 末 对 能 级 超 精细 
结构 组 分 之 间 的 跃迁 讨论 结果 相同 . 由 于 M 的 选择 定 则 , 跃迁 只 发 生 在 相 邻 
的 组 分 之 间 (MI 一 M = 土 1).2 

原子 能 级 在 弱电 场 中 的 分 裂 (斯 塔 克 效 应 ) 不 同 于 在 磁场 中 的 分 裂 , 它 不 
能 完全 解除 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 除了 M =0 以 外 的 所 有 能 级 仍然 是 二 重 简 
并 的 : 每 一 能 级 都 有 角 动 量 分 量 为 M 和 一 1M 的 两 个 状态 . 

一 条 光谱 线 的 斯 塔 克 组 分 的 相对 强度 的 计算 和 上 面 对 塞 曼 效 应 给 出 的 计 
算 完 全 类 似 台 . 这 时 必须 注意 , r 分 量 的 强度 中 包含 着 (M 关 0 时 ) M 一 M 和 
-MM 一 -M 跃迁 的 贡献 , c 组 分 的 强度 中 包含 着 (M 关 0 时 ) M 一 M 士 1 和 
-M 一 (MM 土 1) 跃迁 的 贡献 . 因此 , 当 对 这 个 效应 进行 横向 观察 时 , r 组 分 的 


强度 正比 于 
2 
2 7 1 J 
M0 -MI 
而 o 分 量 的 强度 正比 于 


(2 1 本 | JJ 1 7”) -(2 1 .) 
十 一 一 
2\MtL+tl1 Fl1 -M) 2\-MF+1 二 M Mi1 1 一 M 
(请 记 住 , 第 二 行 的 所 有 量子 数 改 变 符号 时 , 37 符号 只 可 能 变 号 , 因而 它们 的 平 
方 不 变 ). 
在 外 场 中 (哪怕 是 很 弱 的 外 场 ), 总 角 动 量 .J 不 再 严格 守恒 ; 在 均匀 场 中 ， 
只 有 角 动 量 分 量 M 是 严格 守恒 的 . 所 以 , 在 弱 场 中 发 生 辐 射 牙 迁 时 , 角 动 量 
@ 这 些 跃 迁 的 频率 一 般 在 厘米 波段 , 可 以 在 吸收 和 受 激 辐射 (电子 顺 磁 共振 ) 中 观 
察 到 ; 吸收 原子 处 于 恒定 强 磁场 (产生 塞 曼 分 裂 的 磁场 ) 和 共振 频率 的 弱 射 频 场 中 . 


@ 这 里 所 指 的 是 一 切 原 子 ( 除 氨 以 外 ) 所 固有 的 二 次 斯 塔 克 效 应 (参见 第 三 卷 $76). 
假定 场 很 弱 , 它 所 引起 的 能 级 分 裂 甚至 比 精细 结构 间 阳 还 小 . 
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守恒 不 是 严格 遵守 的 , 在 原子 光谱 中 可 能 出 现 通常 的 选择 定 则 所 禁 戒 的 一 些 
谱 线 . 
这 些 谱 线 强 度 的 计算 , 等 价 于 计算 偶 极 矩 矩 阵 中 的 修正 , 这 又 要 求 确定 对 
征 态 波 畏 数 的 修正 . 在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 中 (对 弱 外 场 而 言 ), 波 图 数 中 出 现 
了 由 非 零 微 扰 和 矩阵 元 (在 电场 中 为 - 吾 .dq) 与 初 态 相 联系 的 一 些 态 的 “混合 ”: 
在 一 个 态 册 中 混 人 了 为 一 个 态 如: 
—E.d2l 
Ei— EE» 


结果 , 在 “ 禁 戒 ”跃迁 的 矩阵 元 中 出 现 了 一 项 


—(E. dz1)d32 
EE 


如 果 由 “中 间 态 ”2 路 迁 到 初 态 1 和 终 态 3 是 容许 的 , 这 一 项 便 不 等 于 零 . 


Yo. 
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氧 原子 是 跃迁 矩阵 元 能 够 完全 用 解析 方法 计算 的 唯一 例子 (W. Gordon， 
1929). 

氨 原 子 状态 的 宇 称 为 (--1)!, 也 就 是 说 , 它 可 以 由 电子 的 轨道 角 动 量 唯一 
地 确定 (确定 状态 字 称 的 量子 数 1 在 精确 的 相对 论 性 波 函 数 中 , 即 考虑 自 旋 加 
道 相 互 作 用 时 , 仍然 是 有 意义 的 ). 所 以 , 宇 称 选 择 定 则 严格 禁 戒 ! 不 变 的 电 偶 
极 跃迁 , 只 有 ! 一 ! 土 1 的 跃迁 才 是 可 能 的 . 主 量子 数 n 的 改变 则 不 受 限制 . 

氨 原 子 的 偶 极 矩 等 价 于 电子 的 径 矢 :d = er. 由 于 和 氢 原 子 中 电子 的 波 函 数 
是 角度 部 分 和 径 向 函数 RR 的 乘积 , 所 以 , 位 矢 的 约 化 矩阵 元 也 可 以 写成 积 的 
形式 : 

(nl lrlind) = 4 vl | ee 


其 中 《4 一 1llvlli) 是 7 方向 上 的 单位 矢量 > 的 约 化 矩阵 元 , 它 等 于 
(1—1lvll) = Wllvli— 1)* =iVl 
(参见 第 三 卷 (29.14) 式 ). 所 以 ， 


(n,7— 1|rlnt) = 一 人 ilrlln i — 1) = ivV / Rt_iRmuridr. (52.1) 
0 
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氨 原 子 离散 谱 的 非 相 对 论 性 径 向 函数 由 第 三 卷 的 (36.13) 式 给 出 9: 


2 ( 邑 十 7) 


ln maa tN mi 


(2r)ie-r/" xF (n+ i+1,2l+2, ) 
(52.2) 
含有 两 个 合流 超 几 何 函 数 之 积 的 积分 (52.1), 可 以 利用 第 三 卷 5f 中 的 公式 计 


算 @, 结果 是 


(二 _ 1 (~1)™-! (n+ Dn + 1) (4nn) Ti(n 一 n’)™t™n 一 2 一 2 
(nL— 1llrllni) = vis i 


dnn’ 
x {P (ntlthn 十 21, i < 


2 
_({?*—" ee nn 
人 人 ( n+l—1,—n 十 7 27， Re eza 


其 中 Fla, B,”Y,z) 为 超 几 何 函 数 , 由 于 参量 a, 8 在 此 情形 为 负 整 数 或 零 , 这 些 
函数 就 简化 为 多 项 式 @. 

为 引用 方便 ,下面 列 出 一 些 在 特殊 情形 下 , 由 (52.3) 式 得 到 的 表示 式 (1 值 
用 光谱 符号 s,p,d,…… 表示 ): 








nC— 2n—5 
shinlinp)l = 2 
YY 2 DAN27 一 6 
(eslrlnpjP = 一 i —— 
219n9(n2 — 1)(n — 2)2-7 
|(2pllrlnd)| = EE 


215n9 (nn, 2) OD 
2 = 


(52.3) 式 不 适用 于 主 量子 数 n 不 变 的 跃迁 (能 级 的 精细 结构 组 分 之 间 的 
跃迁 ). 为 了 在 此 情形 下 (n = mn') 进行 积分 , 我 们 将 径 向 函数 表示 成 广义 拉 盖 


尔 多 项 式 : 
一 一直 -rn 2 27 
Ru a (F) 9 


@ 本 节 采 用 原子 单位 . 在 通常 的 单位 中 , 下 面 所 写 出 的 坐标 矩阵 元 的 表达 式 应 该 
乘 以 大 /me2 (如 果 是 原子 序数 为 2 的 类 和 氨 离 子 , 则 应 乘 以 局/m2e?). 

@ 在 那里 所 用 的 标记 中 ， 必须 计算 积分 J3742(—n 十 1 十 1 一 nm 十 小 完成 这 个 积分 用 
到 了 公式 (f.12) 一 (f.16). 

® 和 氨 的 跃迁 和 矩阵 元 和 有 哮 迁 概率 的 数值 可 以 在 下 列 书 中 找到 : H. A. Bethe， E. E. 
Salpeter, Handbuch der Physik 35, 88-—436, Springer, Berlin, 1957. 
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在 积分 
[ Ri_1 Roar3dr ox / e-op2iH2L2ttL(p)L2L-L , (pdp 


中 , 我 们 把 其 中 的 一 个 多 项 式 用 其 母 函数 表示 (参见 第 三 卷 8d): 


十 人 TN 
L2I41(p 二 (n erp-2-1 人 一 e—Pp™tl. 
(一 1 一 1 dp 


作 (n 一 1 一 1) 次 分 部 积分 后 , 我 们 得 到 如 下 形式 的 积分 : 
和 0 
| ep (总 pLn+i-i(p)dp， 
在 此 积分 中 , 可 将 拉 盖 尔 多 项 式 写 成 其 显 函数 形式 : 
L™(p) = 全 we > "i nn jj 所 由 
在 求 和 中 进行 微分 后 , 只 剩 下 三 项 初等 积分 . 给 出 简单 的 结果 为 : 
(n,l— 1lrlinl) = iVi. SnVn 一 ?2. (52.6) 





积分 OO Oo 
上 Ri-1Rmr dr = / Xn',t1(TXni)dr 
0 0 


(其 中 Xni 二 7Rn) 是 图 数 TXnl 按照 正 交 了 明 数 系 Xn',l—1 (和 到 1 2, …) 展开 的 
系数 . 这 些 系数 的 模 的 平方 和 等 于 被 展 函 数 平方 的 积分 @. 所 以 
>» [nL — 1lrlnD)l? = 用 r2x2 dr. (52.7) 
oe 0 


利用 态 nl 中 7 的 平方 平均 的 熟知 的 表示 式 (参见 第 三 卷 (36.16) 式 ) , 我 们 求 
出 如 下 求 和 法 则 : 


Sn 1lrlni)l? = [on? +1- 3 二 1]. (52.8) 


在 给 定 n,l 值 且 n' 值 较 大 的 条 件 下 , ni 一 m1 的 跃迁 矩 阵 元 按 如 下 规律 
衰减 : 
(nvrinD)P ec -号 ， (52.9) 
这 既 可 以 从 特殊 表示 式 (52.4) 看 出 , 也 可 以 从 一 般 公 式 (52.3) 看 出 来 . 这 个 结 
果 是 理所当然 的 : 当 w' 值 较 大 时 , 库仑 能 级 BF' = -1/2n/52 的 分 布 几乎 是 连续 
巴 求 和 既 可 对 离散 谱 状态 进行 ,也 可 对 连续 谱 状 态 进行 . 
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的 , 跃迁 到 间隔 dg’' 内 的 能 级 上 的 跃迁 概率 和 这 些 能 级 的 分 布 密度 成 正比 , 而 
能 级 的 分 布 密度 又 正比 于 m5. 

我 们 知道 , 氨 中 的 斯 塔 克 效 应 是 独特 的 ( 见 第 三 卷 877): 能 级 分 裂 和 电场 
的 一 次 寡 成 正比 . 这 里 假定 场 足 够 弱 可 应 用 微 扰 论 ,但 又 能 使 能 级 分 裂 比 精细 
结构 要 大 . 在 这 种 条 件 下 , 角 动 量 的 大 小 一 般 是 不 守恒 的 , 能 级 将 按照 抛物 线 
量子 数 n1,nz,m 分 类 . 磁 量 子 数 m 仍然 用 来 确定 轨道 角 动 量 在 z 轴 ( 场 的 方 
向 ) 上 的 分 量 , 当 忽 略 自 旋 轨 道 相互 作用 时 , 这 个 分 量 是 守恒 的 . 因此 , 对 磁 量 
子 数 m 仍 有 通常 的 选择 定 则 


0 一 人 一 0， 土 1. (52.10) 


对 mi 与 mn 的 改变 则 没有 限制 . 
偶 极 矩 的 矩阵 元 在 抛物 坐标 系 中 还 可 以 解析 地 计算 .但 是 , 所 得 到 的 公式 
很 繁 , 这 里 就 不 给 出 了 巴 . 


习 题 
1. 求 所 能 级 的 斯 塔 克 分 型 , 假设 分 裂 比 精细 结构 的 间隔 小 (但 又 比 兰 姆 


移 位 大 ). 
解 : 在 所 给 条 件 下 , 只 剩 下 1 二 j 土 - 非 微 扰 能 级 的 二 重 简 并 , 并 且 , 斯 塔 

克 分 裂 在 场 中 仍 为 线性 的 . 分 裂 的 大 小 A 由 如 下 久 期 方程 确定 : 
一 人 一 瓦 (dz>)12 


一 0， A= 土 E|(d;2)i2| 
一 五 (dz)21 一 人 


(指标 1,2 对 应 1 二 j 寺 3 与 给 定 磁 量 子 数 mn 的 状态 , 微 扰 VV 二 -Bds 对 于 m 是 
对 角 化 的 , 对 于 1 则 没有 对 和 角 元 素 ). 轨道 量 ds 的 算 阵 元 可 利用 第 三 卷 的 (29.7) 
与 (109.3) 式 计算 : 


(Gj,l— 1,mldzljim) = ,1— 1lalljd, 


VI(j 十 er +1) 


| > ho- tlallt) 


ee l= 1+ (1 一 1lldlli) 根据 (52.6) 式 取 值 . 结果 我 们 得 到 
= oe > i 
A=+7Vn (7 + 1/2)? i E. 


Q@ 这 些 公 式 和 相应 的 数 表 , 可 在 前 面 引用 过 的 H. A. Bethe 和 E. E. Salpeter 的 书 中 
找到 . 
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2. 试 求 所 原子 在 跃迁 2s} 一 1s3 中 发 射 光子 的 概率 (G. Breit, E. Teller, 
1940). 

解 : 对 El 跃迁 , 这 个 过 程 是 宇 称 选择 定 则 严格 禁 戒 的 ; 对 EB2 跃迁, 这 个 
过 程 是 选择 定 则 (46.15) 严格 禁 戒 的 . 因此 , 我 们 必须 计算 MI 跃迁 的 概率 , 这 
由 (47.5) 式 给 出 . 但 是 , 在 现在 的 情形 下 (! = 0), 磁 矩 是 纯粹 的 自 旋 量 , 当 忽 略 
自 旋 轨道 相互 作用 时 , 其 和 矩阵 元 为 零 , 由 于 不 同 主 量子 数 的 轨道 波 函 数 互 相 正 
交 . 这 意味 着 为 了 得 到 非 零 的 结果 , 泡 利 方程 近似 已 经 显得 不 够 了 , 必须 从 完 
整 的 犹 拉克 方程 出 发 讨论 ， 

在 波 通 数 的 标准 表示 中 , 跃迁 流 为 包 


jfi = WFOWi = JIXi 十 XI 


: 、 1 
按照 (35.1), (24.2) 与 (24.8) 式 , 1 = 0,7 = 5 态 的 波 函 数 为 


,人 人] 人 oem ) 
x) -ig(r)(o -nw(m)) 
其 中 n= 二 7?fr, 而 w(m) 为 三 维 单位 旋 量 , 和 自 旋 投 影 值 m 相对 应 . 因此 


1 
JP = zt{fr9iw 0 (0 mi — gifiws (on)owi}. 
将 此 式 代 入 (47.4) 并 对 方向 ni 积分 , 我 们 得 到 
€ 


内 Fa = WA x o)wiT = -wowil 


(根据 泡 利和 矩阵 的 对 吻 法 则 : g x o 二 2ig); 这 里 








r= 人 rot figr)rar (1) 
光子 的 发 射 概率 (47.5), 对 my 求 和 后 为 
4ew 2 2 4e2u” 2 
W = 5 Wio” iT = 0 1 (2) 
根据 (35.4) 式 , 我 们 有 ( 当 x = 一 1 时 ) 
f aN 忌 
A et+mt+afr 2m (sm drm2 


在 第 二 项 中 , 精确 函数 有 换 成 非 相 对 论 性 的 径 向 函数 RR 如 果 取 近似 g = 
R'/2m, 由 于 函数 Rj 和 Ri 正 交 , 积分 为 


| WE 8 .1 
7 = 一 一 RRi)ridr 一 一 一 2djr 一 
zx | (RRi) rdr a RrRir’dr =0 (3) 


@ 本 题 中 我 们 采用 相对 论 单位 . 
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在 下 一 级 近似 中 , 考虑 到 (3), 我 们 求 出 
oN fi 1 / 
了 二 人 (frfi) 7r3dr 十 ma (有 Re 一 Ef) 一 ~(RjR:) | radr (4) 
由 精确 泡 数 和 的 正 交 性 , 当 axi = 一 zf 时 , 我们 有 
/ (fiff + gi91)7*dr =0, 


分 部 积分 后 , (4) 中 的 第 一 项 可 写成 


在 计算 积分 中 利用 函数 


Ri=2(ma)e me Ri:= (1 一 -| Ee 





(参见 第 三 卷 836), 以 及 能 量 差 


给 出 了 = 23/2a2/9m. 因此 跃迁 概率 为 (用 通常 的 单位 ) 


2505f2w3 moa es 
WwW= "mm = nxn™ xX S “ ， 

对 应 的 28 态 的 寿命 是 很 长 的 , 实际 上 , 同时 发 射 两 个 光子 的 概率 还 要 大 
得 多 (参见 859 的 注 ). 
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分 子 光谱 的 特征 , 主要 是 由 于 分 子 能 量 分 为 电子 能 量 、 振 动能 量 和 转动 
能 量 三 部 分 , 并 且 , 每 个 后 一 部 分 都 比 前 一 部 分 小 . 双 原 子 分 子 的 能 级 结构 在 
第 三 卷 第 十 一 章 中 已 经 详细 研究 过 了 . 这 里 我 们 将 研究 这 种 能 级 结构 所 产生 
的 光谱 图 , 并 计算 谱 线 强度 .中 

我 们 先 讨论 一 般 情形 , 其 中 分 子 的 电子 态 在 跃迁 时 改变 (一 般 来 说 , 同时 
还 伴 有 振动 态 和 转动 态 的 改变 ). 这 种 跃迁 的 频率 处 于 光谱 的 可 见 区 和 紫外 区 . 

@ 下面 的 讨论 基于 第 三 卷 的 878,882-88. 为 简洁 起 见 , 下 面 我 们 将 不 再 列 出 对 这 些 
章节 的 引用 . 
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它们 的 总 体 叫做 分 子 的 电子 光谱 . 我 们 将 总 是 考虑 电 偶 极 唉 迁 , 其 它 类 型 的 路 
迁 在 分 子 光谱 中 一 般 是 不 重要 的 . 
和 任何 系统 中 的 偶 极 跃迁 一 样 , 分 子 的 总 角 动 量 J 遵从 如 下 选择 定 则 : 


I -J<1gJI+. (53.1) 


在 现在 这 个 情形 , 系统 宇 称 的 严格 选择 定 则 对 应 于 符号 的 选择 定 则 .用 分 

子 光 谱 学 中 常用 的 术语 来 说 , 在 反 演 时 ( 即 电子 或 原子 核 的 坐标 改变 符号 时 ) 

波 函 数 不 改 变 符号 的 状态 称 为 正 状 态 , 改变 符号 的 叫 负 状态 . 因此 , 有 严格 的 
选择 定 则 : 

ee (53.2) 


如 有 果 分 子 由 全 同 原子 (其 核 为 相同 同位 素 ) 组 成 , 按 交换 原子 核 坐 标 时 波 
果 数 的 对 称 性 质 , 能 级 可 分 为 对 称 能 级 (s) 和 反对 称 能 级 (a). 前 者 的 波 函 数 
对 这 种 变换 不 改变 符号 , 而 后 者 的 波 函 数 改 变 符 号 . 由 于 电 偶 极 矩 算 符 不 受 这 
种 变换 的 影响 , 所 以 只 对 不 改变 这 种 对 称 性 的 跃迁 : 


S58, Q 一 0 (53.3) 


其 矩阵 元 才 不 为 零 . 但 是 , 由 于 能 级 的 对 称 性 取决 于 分 子 中 核 的 总 自 旋 了 的 
取 值 , 这 个 法 则 并 非 绝 对 严格 的 . 尽管 原子 核 的 自 旋 和 电子 的 相互 作用 十 分 微 
弱 , 因而 很 好 地 保持 了 总 自 旋 了 工 的 守恒 , 但 是 , 仍然 不 是 严格 的 . 当 考 虑 这 种 相 
互 作 用 时 ,了 工 将 不 再 具有 确定 值 , 对 称 性 (s 或 a) 不 再 保持 , 选择 定 则 (53.3) 也 
不 再 适用 . 

由 相同 原子 组 成 的 分 子 的 电子 谱 项 也 可 以 用 它们 的 宇 称 (9 或 ww) 描述 ， 
即 用 核 坐 标 保持 不 变 而 电子 坐标 (由 分 子 中 心算 起 ) 变 号 时 波 函 数 的 行为 搞 
述 . 电子 谱 项 的 这 种 性 质 一 方面 和 原子 核 的 对 称 性 密切 相关 , 另 一 方面 又 和 这 
个 电子 谱 项 转动 能 级 的 符号 有 紧密 的 联系 . 属于 偶 (9) 电子 谱 项 的 能 级 可 以 
是 s+ 或 a--, 而 属于 奇 (w) 电子 谱 项 的 能 级 可 以 是 s- 或 ao+. 因而 , 由 选择 定 
则 (53.2) 或 (53.3) 还 可 以 得 到 如 下 选择 定 则 


guU LU 9. (53.4) 


对 于 由 同 种 元 素 的 不 同 同位 素 组 成 的 分 子 , 选择 定 则 (53.4) 依然 近似 成 

立 . 由 于 核电 荷 相 等 , 在 研究 不 动 核 的 电子 谱 项 时 , 所 处 理 的 是 一 个 处 在 具有 

对 称 中 心 (位 于 原子 核 连 线 的 中 点 ) 的 电场 中 的 电子 系统 . 电子 波 函 数 在 空间 

反 演 下 的 对 称 性 确定 该 电子 谱 项 的 宇 称 . 由 于 电 偶 极 矩 矢量 在 这 种 变换 下 变 
@ 显然 , 这 一 法 则 也 适用 于 任 一 多 极 牙 迁 . 
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号 , 于 是 我 们 得 到 选择 定 则 (53.4). 但 是 , 用 这 种 方法 得 到 的 选择 定 则 是 近似 
的 , 因为 必须 把 原子 核 看 成 是 不 动 的 . 因此 , 当 考 虑 电子 态 和 分 子 转动 之 间 的 
相互 作用 时 , 这 个 选择 定 则 将 不 再 适用 . 

进一步 的 选择 定 则 有 赖 于 对 分 子 中 各 种 相互 作用 的 相对 大 小 ( 即 分 子 的 
耦合 模型 ) 做 某 种 具体 的 假设 , 因而 这 些 选择 定 则 只 能 是 近似 的 . 

双 原子 分 子 的 大 多 数 电子 谱 项 属于 a 型 耦合 或 型 耦合 . 这 两 种 耦合 类 
型 的 特点 是 : 轨道 角 动 量 和 轴 的 耦合 (分 子 中 两 个 原子 的 电 相 互 作用 ) 比 所 有 
其 它 的 相互 作用 都 大 , 所 以 存在 量子 数 4 和 5( 电 子 的 轨道 角 动量 在 分 子 轴线 
上 的 分 量 和 电子 的 总 自 旋 ). 轨道 量 (电子 的 轨道 角 动 量 ) 算 符 和 自 旋 算 符 对 
易 , 因而 

9' -SS=0 (情形 a 和 和 惨 ). (53.5) 


量子 数 4 的 改变 必须 满足 如 下 选择 定 则 
涉 --4=0， 二 1 (情形 a 和 bb), (53.6) 
对 于 4 =0 的 状态 (区 谱 项 ) 之 间 的 跃迁 , 还 有 一 个 附加 的 选择 定 则 : 
+ D+， 罗 - 一- (情形 a 和 b). (53.7) 


( 态 2+ 和 2- 对 于 分 子 轴线 的 平面 内 的 反射 变换 的 性 质 不 同 ). 选择 定 则 
(53.6)、(53.7) 是 在 固定 于 核 上 的 坐标 系 中 研究 分 子 时 得 到 的 (参见 第 三 卷 
$87); 选择 定 则 (53.6) 类 似 于 原子 中 磁 量子 数 的 选择 定 则 . 
a 型 耦合 和 2 型 耦合 的 区 别 是 “ 自 旋 - 轴 ” 相 互 作 用 能 和 转动 能 (转动 能 
级 之 差 ) 之 间 的 关系 不 同 . 前 者 在 a 型 耦合 中 比较 大 , 而 在 "型 耦合 中 则 小 得 
多 . 下 面 我 们 来 分 别 研 究 这 两 种 情形 . 
情形 a， 这 时 存在 量子 数 刀 一 一 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 (以 及 量子 数 
二 了 十 4 一 一 总 角 动 量 的 分 量 ). 如 果 初 态 和 终 态 二 者 都 属于 情形 a, 就 有 
选择 定 则 
2' 一 思 二 0 (情形 ao)， (53.8) 
它 是 根据 偶 极 矩 和 自 旋 算 符 的 对 易 性 得 出 的 , 这 种 对 易 性 已 在 前 面 指出 过 . 由 
(53.6) 和 (53.8) 式 得 出 马 : 
2 -9 = 0, 土 1. (53.9) 


@ 在 情形 。 (轨道 角 动 量 和 轴 的 耦合 比 “ 自 旋 轨 道 ” 耦 合 小 ) 时 , 这 个 选择 定 则 仍 
成 立 , 尽管 量子 数 4 和 确 不 能 分 别 单独 存在 . 
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如 f= 02' =0, 则 除了 一 般 选 择 定 则 (53.1) 外 , 7 = J 的 跃迁 也 是 被 禁 戒 的 从: 
J 一 J = 十 ] 当 f= 人 2 =0 (情形 o). (53.10) 


现在 研究 属于 两 个 不 同 电 子 谱 项 (a 型 ) 的 任意 两 个 给 定 的 振动 能 级 之 
间 的 哄 迁 . 当 考 虑 电子 谱 项 的 精细 结构 时 , 这 两 个 能 级 都 分 裂 为 若 于 个 组 分 . 
根据 (53.5) 式 , 这 两 个 能 级 的 分 裂 数 (25 +1) 相同 . 按照 选择 定 则 (53.8), 一 个 
能 级 的 每 一 个 组 分 只 和 相同 忆 值 的 另 一 能 级 的 一 个 组 分 结合 . 

其 次 , 我 们 取 具 有 相同 呈 的 一 对 能 级 . 它们 的 了 和 82' 值 (和 A4 和 4' 一 
样 ) 相差 0 或 士 1. 当 考 虑 转动 时 , 其 中 的 每 一 个 都 分 裂 成 一 系列 能 级 , 每 个 能 
级 有 不 同 的 了 值 和 风 值 .J 和 > 的 取 值 范围 为 了 >|2, wy > |2|. 跃迁 概率 对 
这 些 量子 数 的 依赖 关系 可 以 按照 一 般 的 方法 推出 (H. Hanl, F. London, 1925). 

跃迁 nA48JMj 一 nA'822'T'M5 (其 中 代表 除 8 和 4 以 外 的 电子 谱 项 特 
征 ) 的 和 矩阵 元 为 


[nA YT MI ld nANIM))| 
“ 了 Jj 1 
= V(2J 十 1)(2.7 十 ]) 人 
-1 9 1 —M; qa M 
x|(n’'A’'ldy |nA)), (53.11) 


其 中 dg 与 dg 分 别 为 偶 极 矩 矢量 在 静止 坐标 系 zyz 与 动 坐 标 系 上 IC (( 轴 
沿 分 子 轴线 ) 中 的 球 分 量 . 这 个 公式 是 用 第 三 卷 (110.6) 式 推出 的 ， 和 矩阵 元 
(4arln4) 和 转动 量子 数 J，J' 无 关 , 而 仅仅 依赖 于 电子 谱 项 的 特征 (并 
且 在 此 情形 下 也 不 依赖 于 量子 数 允 多 ), 所 以 在 矩阵 元 的 标记 中 上 略 去 了 指标 
1 = 水 十 开 和 有 = 4 十 也 . 

著 迁 nA48J 一 mm 42 的 概率 和 和 矩阵 元 (53.11) 对 My 求 和 后 的 平方 成 
正比 . 利用 第 三 卷 的 公式 (106.12): 


2 
>( 7 1 JY 1 
M; -M) 9 M 2J +1 


@ 这 个 选择 定 则 类 似 于 原子 情形 下 当 M = M' =0 时 禁 戒 J= 的 跃迁 (851), 不 
过 在 那里 只 有 在 存在 外 场 时 才 有 意义 . 而 在 这 里 此 选择 定 则 直接 来 源 于 (53.12) 式 . 由 
于 J1+J+1 为 奇数 , 当 二 J 时 ,3; 符号 (2) 为 夫 

@ 这 一 点 的 证 明 类 似 于 第 三 卷 829 开关 导 宗 量 f 所 做 的 证 明 . 在 现在 这 个 情形 , 撩 
量 4 的 算 符 和 守恒 的 矢量 5 的 算 符 对 易 , 而 了 是 S 在 转动 坐标 系 中 < 轴 上 的 分 量 , 在 
这 个 转动 坐标 系 中 , 必须 考虑 d 和 5S 的 对 易 性 . 
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我 们 求 出 


之 
和 2 B(n',n: 4 4), 
-1 7- 0 
(53.12) 

其 中 系数 B 不 依赖 于 J 与 (当然 , 我 们 忽略 了 不 同 JJ 的 跃迁 概率 的 差 
别 , 这 些 差别 相对 而 言 是 非常 小 的 ). @ 

如 果 将 (53.12) 式 对 J 求 和 , 则 由 于 37 符号 的 正 交 性 (第 三 卷 (106.13) 
式 ), 结果 简单 地 是 B(n',n; 4', 4). 因此 , 从 8 态 的 转动 能 级 了 跃迁 到 8 态 的 
所 有 能 级 J' 的 总 概率 和 .J 无关 . 

情形 b. 这 里 , 除 总 角 动 量 J 外, 还 存在 一 个 量子 数 KK, 它 是 不 考虑 自 旋 
时 分 子 的 角 动 量 . 这 个 量子 数 的 选择 定 则 和 任何 轨道 矢量 (例如 电 偶 极 矩 ) 的 
一 般 选 择 定 则 相同 : 


(42 on MR T) = (27 十 1) ( 


IK' 一 K|<1< K+K' (情形 分 ， (53.13) 
另外 当 4 = Ah' =0 时 还 禁止 KK = K' 的 跃迁 (对 应 (53.10)): 
K'’—K=+tl 当 A=A’=0. (53.14) 


对 属于 "型 的 两 个 电子 态 的 确定 的 振动 能 级 , 我 们 来 研究 它们 的 转动 分 
量 之 间 的 跃迁 . 这 种 跃迁 的 概率 由 公式 (53.12) 决定 , 只 是 其 中 的 J 了 .88 由 KK、4 
代替 . 当 考 虑 精细 结构 时 (对 于 $ 取 0), 每 一 个 转动 能 级 KK 分 裂 成 29 + 1 个 组 
分 :J = |K 一 5|,… ,KK 十 5, 结果 , J 一 J' 不 再 是 一 条 谱 线 , 而 是 多 重 谱 线 . 由 
于 在 此 情形 下 , 我 们 将 K 和 5S 这 两 个 自由 的 (未 与 分 子 轴 线 耦 全 的) 角 动 量 
相 加 , 多 重 线 中 不 同 谱 线 的 相对 牙 迁 概率 公式 与 原子 光谱 中 精细 结构 组 分 的 
对 应 公式 (49.15) 相同 , 在 那里 , 相应 的 角 动 量 (在 LS 耦合 中 ) 为 工 与 5. 

这 样 , 我 们 对 双 原 子 分 子 中 可 能 出 现 的 各 种 基本 情形 考察 了 选择 定 则 , 这 
些 选择 定 则 支配 着 在 各 种 情形 中 会 出 现 怎 样 的 光谱 线 . 

两 个 给 定 的 电子 -振动 能 级 转动 分 量 之 间 的 跃迁 产生 的 谱 线 群 , 在 光谱 
学 中 叫 光谱 带 . 由 于 转动 能 级 的 间隔 很 小 , 带 中 的 谱 线 分 布 很 密 . 这 些 谱 线 的 
频率 由 下 式 给 出 : 


fiwyy = const+ BJ(J+1)— BJT(T'+1), (53.15) 


@ 当 考 虑 4 加倍 时 , 每 一 个 转动 能 级 还 要 分 裂 为 两 个 能 级 ,其 中 一 个 是 正 的 , 另 一 
个 是 负 的 . 这 样 根据 选择 定 则 (53.2), 将 有 两 个 跃迁 (而 不 再 只 是 J 一 一 个 牙 迁 ): 一 
个 是 由 能 级 J 的 正 组 分 跃迁 到 能 级 7 的 负 组 分 , 另 一 个 是 由 能 级 7 的 负 组 分 跃迁 到 
能 级 ,7 的 正 组 分 . 这 两 个 跃迁 的 概率 相等 . 
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式 中 B 与 B' 为 两 个 电子 态 中 的 转动 常数 (为 避免 不 必要 的 复杂 , 电子 谱 项 假 
设 是 单 态 的 ). 当 J 了 /= 也 JJ 士 1 时 , (53.15) 式 由 三 条 抛物 线 分 支 表示 (图 2), 曲线 
上 和 整数 J 对 应 的 点 决定 频率 的 数值 (图 2 中 三 条 曲线 的 分 布 对 应 着 召 ' < 了 召 
的 情形 . 当 B' > B 时 , 曲线 的 开放 端 指向 w 值 小 的 方向 , 而 且 最 上 面 的 曲线 
为 = J 一 1). 由 图 可 见 , 弯曲 分 支 的 存在 使 得 谱 线 越 来 越 密 地 趋 于 茶 个 极 
限 位 置 ( 谱 带 头 ). 


oL uN 
WE FLU DS ad LL EA w 


II 这 | ， 
图 2 


和 谱 线 强度 相 联 系 , 还 应 该 提 及 在 相同 同位 素 双 原子 分 子 的 电子 光谱 中 
一 种 奇特 的 强度 交 变 效应 (W. Heisenberg, F. Hund, 1927). 由 核 目 旋 固 有 的 对 
称 性 条 件 得 到 如 下 结果 , 在 电子 的 忆 谱 项 中 , K 值 为 偶数 和 奇数 的 转动 组 分 
相对 于 核 的 对 称 性 是 相反 的 , 因此 有 不 同 的 核 统 计 权 重 gs 和 ga (参见 第 三 卷 
886). 按照 选择 定 则 (53.14), 两 个 不 同 的 允 谱 项 之 间 的 跃迁 ,只 有 了 = J 土 1 
是 允许 的 , 并 且 由 于 (53.4), 一 个 允 谱 项 应 该 是 偶 的 , 另 一 个 是 奇 的 . 其 结果 
是 , 对 给 定 的 J 一 J 值 ,在 两 个 对 称 能 级 和 两 个 反对 称 能 级 之 间 交 蔡 地 发 生 J 
相继 取 值 的 跃迁 (图 3 给 出 了 中 态 和 于 态 的 例子 ). 另 一 方面 , 所 观察 到 的 
谱 线 强度 正比 于 该 初 态 中 的 分 子 数 , 因而 正比 于 它 的 统计 权重 . 这 样 , 相继 谱 
线 (J = 0,1,2,…) 的 强度 将 大 小 交替 地 改变 , 交替 地 正比 于 gs 和 ga( 此 行为 
个 加 在 由 (53.12) 式 所 给 的 单调 变化 上 ). 多 

当 两 个 不 同 的 电子 谱 项 之 间 发 生路 迁 时, 振动 量子 数 的 改变 没有 任何 严 
格 的 选择 定 则 . 但 有 一 个 定 则 (弗兰克 - 康 登 原理 ) 可 以 用 来 预言 振动 态 最 可 
能 的 改变 . 其 根据 是 : 因为 原子 核 的 质量 比较 大 , 其 运动 是 准 经 典 的 (比较 第 
三 卷 890 中 对 预 离 解 所 作 的 讨论 多 ). 

在 确定 电子 谱 项 为 U(r) 和 U'(7r) 振动 能 级 和 E' 之 间 的 跃迁 矩阵 元 的 
积分 中 7 = ro 的 邻 域 的 贡献 最 为 重要 , 在 此 邻 域 ， 


Urlro) —U'(ro)=E-E (53.16) 


四 和 跃迁 了 =J+1,JJ--1 所 对 应 的 一 族 曲 线 分 别 叫 P、Q 和 下 分 支 . 
@ 这 里 假定 总 核 自 旋 值 不 同 的 所 有 状态 是 均匀 占据 的 . 
@ 严格 来 说 , 还 需要 振动 量子 数 足够 大 . 
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( 即 在 两 个 状态 中 原子 核 相对 运动 的 动量 相等 : p =? 刀 ), 对 于 给 定 的 忆 值 , 跃迁 
概率 作为 终 态 能 量 E' 的 隆 数 在 差 -UV 与 B' 一 UV' 减 小 时 将 增 大 , 并 在 


E-—U(ro)=E -U(ro0)=0 (53.17) 


时 , 即 当 “转变 点 ”ro (方程 (53.16) 的 根 ) 和 核 的 经 典 转 折 点 重合 时 , 跃迁 概率 
达到 最 大 值 (图 4 画 出 了 和 最 概 然 的 B' 之 间 的 这 个 关系 ). 更 直观 地 可 表 
述 为 , 在 核 的 经 典 转 折 点 附近 , 跃迁 是 概率 最 大 的 , 核 在 那里 的 停留 时 间 相 对 
来 说 比较 长 . 


U(r7) 


U'(r) E 


图 4 
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对 于 分 子 的 电子 态 不 变 的 跃迁 , 上 节 所 给 出 的 选择 定 则 和 牙 迁 概率 公式 
仍然 成 立马. 这 里 我 们 仅 讨 论 这 些 唉 迁 的 若干 特点 . 

首先 , 在 由 相同 原子 组 成 的 分 子 中 , 选择 定 则 (53.4) 禁 戒 所 有 电子 态 不 变 
的 偶 极 跃迁 , 因为 在 这 种 跃迁 中 , 电子 谱 项 的 宇 称 保 持 不 变 . 由 853 中 的 讨论 


@ 振动 态 (以 及 转动 态 ) 改变 的 跃迁 构成 分 子 的 振动 光谱 ; 它 处 于 近 红 外 区 域 ( 波 
长 < 20pm). 而 仅 有 转动 态 改 变 的 跃迁 构成 转动 光谱 , 它 处 于 远 红外 区 (波长 > 20km). 
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可 知 , 只 有 当 考 虑 核 自 旋 和 电子 的 相互 作用 时 , 或 者 分 子 是 由 同一 元 素 的 不 同 
同位 素 组 成 时 , 由 于 转动 对 电子 态 的 影响 , 这 样 的 跃迁 才 是 允许 的 . 

偶 极 和 矩 和 矩阵 元 的 计算 可 以 在 随 分 子 一 起 转动 的 坐标 系 中 得 到 简化 (按照 
第 三 卷 887 的 公式 ), 在 此 坐标 系 中 , 分 子 的 波 函 数 为 两 部 分 之 乘积 : 一 部 分 是 
核 间 距离 > 给 定时 电子 的 波 函 数 , 太一 部 分 是 在 电子 和 核 的 有 效 场 UV(7) 中 核 
的 振动 波 项 数 . 当 完 全 忽略 原子 核 运 动 对 电子 态 的 影响 时 , 所 研究 的 跃迁 中 ， 
初 态 和 终 态 的 电子 波 陋 数 是 相同 的 . 因而 , 对 电子 坐标 的 积分 在 矩阵 元 中 只 给 
出 分 子 的 平均 偶 极 矩 d (显然 , 它 沿 着 其 轴线 方向 ), 它 是 距离 7 的 函数 . 由 于 
振动 很 小 , 函数 dr) 可 以 展开 成 振动 坐标 g = 二 "一 ro 的 车 级 数 . 当 跃 迁 包 括 振 
动态 的 改变 时 , 由 于 同一 个 场 U(q) 中 的 振动 波 函 数 互相 正 交 , 矩阵 元 中 不 会 
出 现 级 数 的 零 次 项 , 因而 只 剩 下 和 4 成 正比 的 项 . 如 将 振动 看 成 谐振 动 , 则 按 
照 线性 振子 的 已 知性 质 (第 三 卷 823), 只 有 相 邻 振动 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 不 
为 零 . 所 以 , 对 于 振动 量子 数 w 将 有 选择 定 则 


v 一 4 一 土 1. (54.1) 


然而 , 在 考虑 到 振动 的 非 简 谐 性 和 函数 d(q) 的 高 次 项 时 , 这 个 选择 定 则 将 不 
再 成 立 . 
对 于 纯粹 的 转动 跃迁 (振动 态 也 不 改变 ), 可 以 认为 , 偶 极 矩 沿 动 坐标 轴 《 
的 分 量 的 矩阵 元 等 于 分 子 的 平均 偶 极 矩 d = d(0).@ 结果 , 对 J 一 J 一 1 跃迁 
的 概率 , 我 们 得 到 公式 
4w3 -2 ,72 -122 


一 3 JTJ 十 1 (54.2) 


由 此 公式 我 们 不 仅 可 以 计算 相对 概率 (如 在 (53.12) 式 中 ), 而 且 可 以 用 来 计算 
绝对 概率 . ((54.2) 式 是 对 情形 a 写 出 的 ; 在 情形 b 中 , J 与 Q 必须 换 成 天 与 
4.) 

纯 转 动 跃 迁 的 频率 由 转动 能 量 BJ(J 二 1) 之 差 给 出 : 


hw -1 = 2BJ. (54.3) 
相 邻 两 条 谱 线 的 间隔 相等 , 为 2B. 
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对 于 核 的 ?7 辐射 , 通常 系统 的 线 度 ( 核 的 半径 R) 确实 比 光子 波长 小 . 但 
是 , 核 的 能 级 间 的 间隔 (因此 也 是 7 量子 的 能 量 ) 一 般 要 比 核 中 每 个 核子 的 能 
包 在 相同 原子 组 成 的 分 子 中 , 由 于 对 称 性 , 很 明显 4=0. 


Wn 一 7 一 1]1) 
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量 小 . 所 以 , 量 RR/ 和 并 不 直接 和 核子 在 核 中 的 速度 vjc 相 联 系 , 并 且 , 它 一 般 要 
比 vf/c 小 得 多 . 因此 , Mi 辐射 的 概率 通常 比 五 ,!+1 辐射 的 概率 大 (比较 850 
的 开头 }. 

对 于 核 辐射 , 总 角 动 量 (“ 自 旋 ”) 和 宇 称 的 一 般 选 择 定 则 , 和 任何 系统 的 
辐射 是 一 样 的 . 核 辐 射 的 特征 在 于 其 通常 会 发 生 高 阶 多 极 跃 迁 . 和 原子 辐射 
一 般 是 电 偶 极 辐射 不 同 , 在 核 辐射 中 , 由 于 选择 定 则 的 存在 , 低能 级 的 电 偶 极 
跃迁 比较 少 . 

如 果 可 以 将 核 的 辐射 跃迁 看 成 单 粒 子 跃迁 一 一 核 中 一 个 核子 的 状态 改 
变 时 , 其 余部 分 的 状态 不 变 , 那么 对 这 个 核子 的 角 动 量 有 附加 的 选择 定 则 . 不 
过 , 这 样 的 “ 单 粒 子 ” 选 择 定 则 实际 上 只 是 近似 成 立 的 . 

同位 旋 的 选择 定 则 是 核 所 特有 的 . 同位 旋 分量 Ts 由 原子 量 和 核电 衔 数 
决定 : 

sp (ZN)=2-5 


在 给 定 Ts 值 后 , 同位 旋 的 绝对 值 可 取 工 > | 号 | 的 任何 值 . 在 辐射 跃迁 中 将 出 
现 关于 量子 数 了 的 选择 定 则 , 这 是 因为 当 用 核子 的 同位 诈 算 符 表 示 时 , 核 的 
电 矩 和 磁 和 矩 算 符 是 一 个 标量 与 一 个 矢量 在 同位 旋 空 间 中 的 rs 分 量 之 和 (参见 
第 三 卷 8116), 因此 它们 的 矩阵 元 只 在 


T'—T=0,+1 (55.1) 


时 才 不 为 零 . 但 是 这 个 选择 定 则 并 没有 对 轻 核 中 的 跃迁 加 以 任何 特别 的 限制 
(只 有 对 于 轻 核 才能 以 合理 的 精确 度 讲 同位 旋 守 恒 ); 问题 在 于 这 些 核 的 低能 
级 中 实际 上 就 没有 T > 1 的 能 级 . 

但 是 , 对 于 El 跃迁 , 还 有 一 附加 的 选择 定 则 . 这 是 因为 电 侦 极 矩 中 没有 
同位 旋 标 量 部 分 , 其 算 符 简单 地 只 是 同位 旋 矢 量 的 za 分 量 (参见 第 三 卷 8116). 
所 以 , 车 T=0, 则 AT =0 的 跃迁 也 是 禁 戒 的 . 换 句 话说 , 在 中 子 数 和 质子 数 
相等 的 核 中 (N = 2Z, 4 = 22), 只 有 当 


T'-T=+1 (T=0) (55.2) 


时 , El 跃迁 才 是 可 能 的 . 当然 , 遵守 这 个 选择 定 则 的 准确 度 取决 于 核 同位 旋 守 
恒 的 精确 度 . 

核 中 El 跃迁 的 概率 大 小 , 还 要 受到 一 个 特定 核子 运动 时 核 的 其 余部 分 
反 冲 效应 的 影响 . 这 种 反 冲 效应 使 得 质子 的 有 效 电荷 变 为 e(1 一 Z/A) 而 不 是 
e, 中 子 的 有 效 电 荷 为 -eZ/Ah 而 不 是 0 (参见 第 三 卷 8118). 质子 有 效 电荷 的 减 
小 将 使 EB1 跃迁 的 概率 有 所 减 小 . 
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非 球形 核 的 能 级 具有 转动 结构 , 因而 这 种 核 的 7 辐射 谱 将 显示 出 一 种 特 
有 的 转动 结构 . 

核子 在 “固定 的 ” 非 球形 ( 轴 向 ) 核 中 运动 时 场 的 对 称 性 , 和 电子 在 “固定 
的 ” 同 核 双 原 子 分 子 中 运动 时 场 的 对 称 性 是 相同 的 (点 群 Coon). 因此 , 非 球形 
核能 级 的 对 称 性 (以 及 与 之 相关 的 矩阵 元 的 选择 定 则 ) 和 双 原 子 分 子 能 级 的 
对 称 性 相似 (参见 第 三 卷 $119). 特别 是 , 和 同 核 双 原子 分 子 一 样 , 同一 转动 谱 
带 内 的 电 偶 极 跃 迁 ( 即 核 的 内 豪 状 态 不 变 的 跃迁 ) 是 禁 戒 的 (比较 854). 所 以 ， 
这 时 的 跃迁 是 作为 BE2 或 M1 跃迁 出 现 的 . 在 第 一 种 情形 下 , 原子 核 的 总 角 动 
量 J 可 以 改变 2 或 1, 而 在 第 二 种 情形 下 改变 1. 

按照 (46.9) 式 , 四 极 跃 迁 概 率 对 终 态 核 总 角 动 量 的 分 量 值 M' 求 和 结果 
为 


cj / /| 门 (也 ) 2 
up = -|(7OMI9 加 | TOM 
15jic ”47 


(7 为 核 的 总 角 动 量 , 9 为 总 角 动 量 在 核 轴 线 上 的 分 量 , m = M-M)). 利用 第 三 
卷 (110.8) 式 , 这 个 求 和 可 以 表示 为 给 定量 的 平方 , 这 个 给 定 的 量 为 对 核 的 内 赴 
态 对 角 化 的 跃迁 四 极 矩 Q,、, @。、 是 对 核 坐 标 轴 nc 定义 的 . 这 里 , 入 = 2 一 02， 
所 以 , 在 所 考虑 的 情形 (f2' = 人) 下 出 现 的 只 有 分 量 Qo. 按照 定义 , 量 


eQo=e / pi(26 — E22 — mT )dédndC = 一 2e(G20)a 
简单 地 称 为 核 的 四 极 矩 . 因此 得 到 


2 
5 / 9 
wg2( (QT — 7) = DF Q3(27 + 1) ( , (55.3) 





-2 0 1 


写成 明显 形式 为 
wsS aa 12(J2 — 12) 
20hc5 ?J —1)J(T + 1)(27 +1)’ 
ww -OT 1) -09 
40fics “°° (J 一 1)J(2J ~ 1)(27+1). 


wgE2(QT — 1,J—1)= 





wgE2(fJ = 10,7 —2)= 
但 是 , 对 这 些 公式 必须 作 如 下 说 明 . 这 些 公式 中 的 矩阵 元 是 用 形 如 


WnM = const : xQDSGY(n) 


的 波 明 数 计算 的 (zg 为 核 内 熹 态 的 波 函 数 ). 这 些 函 数 和 角 动 量 在 5 轴 上 的 分 
量 的 确定 值 (大 小 与 符号 都 确定 ) 相对 应 . 但 是 , 在 核 中 , 只 有 状态 的 宇 称 和 角 
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动量 的 分 量 值 是 确定 的 (后 者 通常 取 为 9). 所 以 当 2 关 0 时 , 初 态 和 终 态 的 波 
函数 应 该 是 如 下 形式 的 组 合 : 

-万 (bzow 士 荡 7 一 ph)， 已 
第 一 项 的 乘积 与 第 二 项 的 乘积 将 给 出 和 前 面 对 四 极 矩 矩阵 元 相同 的 值 ; 但 是 
若 20 < 2 截面 将 给 出 非 零 的 积分 .@ 因此 , 严格 来 说 , 当 2 一 或 1 时 , (55.3) 
式 并 非 精确 成 立 的 . 在 这 些 情形 下 , 唉 迁 概率 中 将 出 现 一 个 附加 项 , 它 是 不 可 
能 用 四 极 矩 平均 值 表 示 的 .@ 

由 类 似 于 (55.3) 式 的 推导 , 我 们 对 M1 路 迁 概率 得 到 


(Broam’' tw,n,m'). 


人 0 上 
wmai(QT = 0,7 -1) = Sse(27 一 1 ( 二 由 
4w3 .12 一 有 2 
385/ TG7TTT Be 
其 中 为 核 的 磁 矩 (此 公式 在 8 = 5 时 不 成 立 ). 
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在 849 一 852 中 , 我 们 研究 了 离散 谱 原 子 能 级 之 间 的 辐射 跃迁 ( 带 有 光子 
发 射 或 吸收 ). 光电 效应 和 这 种 光子 吸收 过 程 的 区 别 只 是 其 终 态 是 属于 连续 谱 
的 . 

对 氢 原 子 和 类 和 氢 离 子 (核电 荷 数 Z & 137), 光电 效应 的 截面 可 以 用 解析 
方法 精确 计算 . 

在 初 态 中 , 电子 在 离散 能 级 e; = -7 (其 中 了 工 为 原子 的 电离 势 ) 上 , 光子 具 
有 确定 的 动量 k. 在 终 态 , 电子 具有 动量 p (和 能 量 ey = e). 由 于 pp 取 一 系列 
连续 值 , 所 以 光电 效应 的 截面 公式 为 


do = 2x|Vyi| 68(—T+w—e (56.1) 


人 
On) 
Q@ 对 于 站 极 矩 的 矩阵 元 , 被 积 函 数 中 将 包含 乘积 


(Oo DW DOD . 
DD DD, 


当 9 = 一 28 时 ， 角度 积分 将 不 为 堆 ， 而 且 gq' 只 能 取 -1 到 1 的 值 . 所 以 必定 有 2 <1. 
@ 事实 上 , 只 有 在 2= 5 1 时， 核 的 转动 和 内 京 态 之 间 的 耦合 特别 大 , 这 一 项 才 给 出 


较为 重要 的 修正 (参见 第 三 着 §119). 
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(和 (44.3) 式 比 较 ), 并 且 电 子 终 态 的 波 函 数 归 一 化 为 在 体积 V = 1 中 有 一 个 粒 
子 . 光子 波 函 数 仍然 按 以 前 的 方式 归 一 化 ; 为 得 到 截面 do, 概率 dw 应 该 除 以 
光子 的 通 量 密度 (等 于 e/Y = oc), 但 是 当 用 相对 论 单位 时 , 将 不 影响 (56.1) 式 
的 形式 . 
和 (45.2) 式 一 样 , 我 们 取 光 子 的 三 维 横向 规范 . 这 时 
1 
VFi = —eA .jfi= -eV Mr 

其 中 

Ms: = / po. ej)er rydz (56.2) 


(三 ;和 WW 三 是 电子 的 初 态 和 终 态 波 防 数 )}. 在 (56.1) 式 中 令 dp 一 
Pp?d|pldo = elpldedo, 并 对 de 积分 消去 8 函数 , 这 个 公式 可 改写 为 


eslp| ,12 
da 一 ez5 |MHil?do， (56.3) 


我 们 将 对 以 下 两 种 情形 进行 计算 , 这 两 种 情形 的 区 别 在 于 光子 的 能 量 大 
小 不 同 , 即 忆 污 1 与 w 之 mm. 由 于 了 ~me422 & mm 所 以 , 这 两 个 区 域 部 分 重 
登 ( 当 I 了 wm 时), 因此 , 研究 了 这 两 种 情形 , 实质 上 就 给 出 了 光电 效应 的 
完全 描述 . 
首先 我 们 来 研究 
wm (56.4) 


的 情形 . 这 时 无 论 在 初 态 还 是 在 终 态 ,电子 速度 都 很 小 , 因而 对 电子 而 言 , 完 
属于 非 相 对 论 问 题 . 所 以 , 我 们 可 以 用 速度 的 非 相对 论 算 符 人 = -iV/m 代替 
(56.2) 式 中 的 a (比较 845). 此 外 , 我 们 还 可 以 取 偶 极 子 近似 , 令 e*7 必 1, 即 
和 电子 动量 相 比较 忽略 光子 的 动量 . 于 是 ， 


do = am ‘vpil do, vipi = |/ VV dr. (56.5) 


我 们 将 从 氢 原 子 (或 类 氧 离子 ) 的 基态 能 级 研究 光电 效应 . 这 时 
(Ze2rm)2/2 

= 一 

(在 通常 的 单位 中 , me? 一 1/ao, 这 里 ao = 让 /rne2 为 玻 尔 半径 ). 


波 函 数 光 必须 取 为 使 其 渐 近 形式 包含 一 个 平面 波 eip* 与 一 个 人 射 的 球 
面 波 (参见 第 三 卷 8136, 在 那里 这 个 函数 标记 为 好 )). 由 于 1 的 选择 定 则 , 以 


-Ze mr (56.6) 


ee 第 五 章 辐 和 冉 
s 态 为 初 态 的 跃迁 只 可 能 以 p 态 为 终 态 ( 偶 极 子 情形 ). 于 是 , 在 展开 式 @ 
ph = 1 > i (27 下 1)ei: Ryi(7?)P (n 。 了 1 ) (56.7) 


Fé 


们 有 es 
Vw' = pe ‘nN1) Rp (7). (56.8) 
采用 (56.6) 和 (56.8) 式 给 出 的 函数 仇 和 光 , 我 们 有 
27n)5/2 
e.ufi = 3( 3 jj Ni)(n1: eje 一 Ze ootr)dol .7 2dr 
5/2 ce 
== Se) af r2 ee 一 Ze (7r)dr. 


按照 第 三 卷 (36.18) 与 (36.24) 式 , 径 向 函数 (在 此 所 用 的 单位 中 ) 为 


”V8rZe mm 1 十 Z2 








Ra a ee PF(2+iv,4,2ipr), 
其 中 . 
y= — (= 和 区) (56.9) 
所 需要 的 积分 可 利用 下 式 计算 : 


OO 
上 e271F(o, my),Kz)dz =T(yYA (A—k)-° 
0 


(参见 第 三 卷 (£.3)). 再 注意 到 


.AN iy 
”十 1 _ a.—2varccot vy 
ee 一 ， 
Z 一 1】 


27/2m73(m , e) @—2varccot vy 
VEn( + VI em 
氨 原 子 (或 类 氧 离子 ) 基态 能 级 的 电离 能 为 了 = 2?e4m/2. 因此 


我 们 得 到 


E ' TVTFi 一 


-二 0 2 56.10 
Ww a (1+rv). ( ) 


@ 在 本 节 的 余下 部 分 ,用 p 标记 |pl. 
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应 用 这 个 关系 式 , 我 们 得 到 在 立体 角 元 do 内 发 射 一 个 电子 的 光电 效应 截面 的 
最 后 表示 式 : 


4 一 4varccot py 
有 ) S (n.. e)2do, (56.11) 


do 一 27Taa? (总 工 二 o=-2r 
其 中 a = 局 /m2Ze? = ao/2Z (此 处 和 以 后 都 采用 通常 的 单位 ), 我 们 看 到 , 光电 
子 的 角 分 布 由 因子 (mn .e)” 决定 . 这 个 因子 在 和 人 射 光 子 的 极 化 方向 平行 的 
方向 上 最 大 , 而 在 和 e 垂直 的 方向 上 (包括 人 射 方向 ) 为 零 . 对 于 非 极 化 光子 ， 


(56.11) 式 应 该 对 方向 e 求 平均 , 这 等 价 于 作 代 换 
(ne)? 一 3(no x n)? 


式 中 no = k/k (参见 (45.4b) 式 ). 
将 (56.11) 式 对 所 有 角度 积分 , 就 得 到 光电 效应 的 总 截面 
9 .2 4 一 4varccotzv 
oO 一 一 oz ( 霹 ) a (56.12) 
(M. Stobbe, 1930). 
当 fw 一 了 ( 即 v 一 00) 时 , o 的 极限 值 为 
Sao? = 2 = 023 凶 (56.13) 
(分 母 中 的 e 为 自然 对 数 的 底 2.71…!). 光电 效应 在 其 阅 值 附近 趋 于 一 个 恒定 
的 极限 , 这 正 是 一 个 产生 带电 粒子 的 反应 所 必须 的 (参见 第 三 卷 $147). 
hw 交工 (但 仍 有 fw << mc2) 的 情形 对 应 于 玻 恩 近似 (v = Ze?/jiv < 1). 
(56.12) 式 变 为 


0 三 


8 7/2 
0 = aod (站 (56.14) 


(J0 = em/2j2 为 氧 原子 的 电离 能 ). 

和 光电 效应 相反 的 过 程 是 电子 与 静止 离子 的 辐射 复合 过 程 . 此 过 程 的 截 
面 (cree) 可 以 利用 细致 平衡 原理 (第 三 卷 $144) 由 光电 效应 截面 (cph) 求 出 . 按 
照 细致 平衡 原理 , 过 程 i 一 f 和 过 程 了 一 i (在 i 和 了 状态 都 有 两 个 粒子 ) 的 截 
面 有 如 下 关系 : 

gipiai — f = gfp}oFi, 
其 中 pi 与 pj 为 粒子 相对 运动 的 动量 , g; 与 gf 为 i 和 了 态 的 自 旋 统计 权重 . 考 
虑 到 光子 的 g = 2 (有 两 个 极 化 方向 ), 而 自由 电子 和 离子 的 统计 权重 等 于 氢 原 
子 基 态 的 统计 权重 , 对 这 个 状态 , 我 们 得 到 
Orée 三 ~ (56.15) 


(p = mv 为 人 射电 子 的 动量 ,为 所 发 射 的 光子 的 动量 ). 
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习 匮 
1. 试 直接 利用 非 相 对 论 情形 中 的 玻 思 近似 推出 (56.14) 式 . 
解 : 在 玻 思 近似 中 , (56.5) 式 中 的 多 就 是 平面 波多 =ep7, 而 幼 仍 为 函数 
(56.6). 这 时 
1 ee Fe2m)3/2 a 
Vfi = Vif = = /viv d= De js 
傅 里 叶 分 量 由 (57.6b) 给 出 , 因而 
vi BVAp Im /?(Ze?)/2n. 


代入 (56.5) 式 并 对 do 积分 , 便 得 到 (56.14) (这 时 , p?/2m 一 中 足够 准确 成 立 )， 
2. 试 计算 快速 但 仍 为 非 相 对 论 性 的 电子 (T 之 mv? 之 me?) 和 2 << 137 
的 原子 核 的 辐射 复合 的 总 截面 . 
解 : 将 (56.14) 代入 (56.15) 就 可 以 得 出 售 获 到 KK 充 层 ( 主 量子 数 为 nn 二 1) 


上 的 截面 : 
27x Lo 
ol 一 -ao0 (2) 


(Ee 二 mv?/2 为 入 射电 子 的 能 量 ; 有 uw 心 e). 在 所 得 到 的 原子 的 其 余 状 态 中 只 有 
5 态 是 重要 的 : 在 计算 玻 思 近 似 的 矩阵 元 时 , 小 > 的 束缚 态 波 函数 的 值 比较 重 
要 (在 857 中 将 要 看 到 ), 这 个 函数 值 在 ! > 0 时 比 !=0 时 小 . 将 幼 按 7 的 血 展 
开 , 只 取 前 两 项 就 够 了 . 对 于 1=0 且 nn 为 任意 值 的 状态 , 这 两 项 为 


v= pm (1 1); 


即 n 仅仅 以 公 因 子 n-3/2 的 形式 出 现 (此 式 是 通过 展开 第 三 卷 的 函数 (36.13) 
得 到 的 ). 所 以 , 总 复合 截面 为 


oo oo 1 
rrec 一 人 到 ee 》， 二 = C(3)ciec. 
nN 
n= 二 1 n= 二 1 


(C 函数 值 为 : C(3) = 1.202). 
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现在 我 们 来 研究 
w>1I (57.1) 
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的 情形 . 这 时 我 们 仍 有 e = w 一 了 > 了 因此, 原子 核 的 库仑 场 对 光电 子 波 函数 
(w') 的 影响 可 以 用 微 扰 论 计 算 . 我 们 将 多 写成 如 下 形式 : 


VW = CL + wp). (57.2) 


光电 子 可 以 是 相对 论 性 的 , 因此 将 (57.2) 式 中 的 非 微 扰 波 函数 写成 相对 论 性 
的 平面 波形 式 (23.1). 

虽然 在 初 态 中 电子 是 非 相 对 论 性 的 , 但 是 由 于 下 面 的 原因 , 其 波 函 数 少 必 
须 包 含 相 对 论 修正 项 (~ Ze*). 这 个 项 数 由 下 式 给 出 (参见 839 的 习题 ): 


{1 ov vi 
»= @ a A v) on" (57.3) 


式 中 的 Wnon-r 为 非 相 对 论 性 束缚 态 波 函数 (56.6), 4 为 静止 电子 的 双 旋 量 振 
幅 , 归 一 化 条 件 为 zu = 2m. 
将 函数 (57.2) 和 (57.3) 代入 矩阵 元 (56.2)@: 


- i a 
es 2Vme / {zo e) [é 5 人 v) onor-| e 一 ip 一 外 
Fn (y: ojeeruyoo d37. (57.4) 


为 了 推出 此 量 按 Ze? 的 宪 展 开 的 第 一 项 , 可 用 常数 (Ze2m)3/2/V 替换 大 括号 
中 第 二 项 的 Won-r. 当 p 一 k 关 0 时, 这样 处 理 则 第 一 项 将 消失 ( 正 是 由 于 这 
个 原因 , 在 少 中 还 必须 考虑 正比 于 Ze? 的 第 一 级 相对 论 修 正 . 当 v ~ 1 时, 这 
个 修正 对 截面 的 贡献 和 hon-: 按 Ze? 展开 的 第 二 项 的 贡献 有 相同 的 数量 级 ). 

对 (57.4) 式 的 第 一 项 进行 分 部 积分 , 使 算 符 V 从 作用 于 yon-_r 上 转 到 作 
用 于 指数 因子 上 . 结果 得 到 


(Z e2m)3/? z=/ 1 0 —Ze2mr 
Mi = Fema) Z (Ye) l+a7Y'(p—&k) ule jp 


+P(y: oo (57.5) 


@ 函数 (57.3) 是 对 距离 7 ~ 1/mZe? 推出 的 , 在 这 个 距离 , 修正 项 的 相对 数量 级 为 
Ze?. 但 是 对 于 基态 (以 及 所 有 的 s 态 , 由 于 指数 函数 (56.6) 的 导数 (因而 (57.3) 中 的 修 
正 项 ) 总 是 和 Ze2 成 正比 的 , (57.3) 式 对 任何 7 都 适用 , 因此 可 以 应 用 于 现在 所 研究 的 
问题 (这 时 , 很 小 的 > 都 不 能 忽视 ; 当 v~1 时 , r ~ 1/m 就 不 能 忽略 ). 
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其 中 , 矢量 的 下 标 标 记 空 间 的 傅 里 叶 分 量 . 精确 到 Ze? 项 , 我 们 有 名 : 


(er-zezmr) 一 8rZe mm 
”一 由 


为 计算 傅 里 叶 分 量 多 2 , 我 们 写 出 函数 WD 所 满足 的 方程 : 


(yetiy:V -my = e(y Ap) uer™ 


(57.6) 


Ze? a 
> yov'eiP a 
7 


( 它 是 将 (57.2) 代入 (32.1) 得 到 的 ). 对 此 方程 的 两 边 用 算 符 (yre 十 iy :了 十 mm) 
作用 ， 我 们 得 到 : 


1 . 
(人 A 十 pw 一 Ze“ (Te 十 过:.V 十 mM)(Y wu) er. 


对 此 方程 两 边 乘 以 e~ 达 7 并 对 d3z 积分 , 同时 在 含 A 和 YV 的 项 中 进行 分 部 积 
分 , 可 以 得 到 


(pW = Zee 一 Yo (>) 
Tr/k_p 


a 0 / 4 
= —Ze’(2ey -7 (k—p))(Yu )R py 
在 最 后 一 行 中 , 考虑 到 振幅 w 满足 方程 
(ce -DTY 一 mw=0， 或 (e+DTY 一 mm) 一 0， 


由 此 我 们 求 出 
2./2EY 十 7 (天 一 D) 0 





Vi = py = 4mZeT pk p27 (57.7) 
将 (57.6) 和 (57.7) 代 和 人 和 矩阵 元 (57.5), 可 以 把 它 写成 
An1/2(Ze2m)s/2 
(emak -pa 
在 方程 
(A — 2)— = —4n8(7) 
的 两 边 取 全 里 叶 分 量 , 我 们 得 到 
(=) = a (57.6a) 
此 式 对 参数 入 微分 给 出 本 
(e—*")a = 1 yz (57.6b) 
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式 中 
A=a(y:e)+(Y:eY (Yb) +(Y: OY (7 e)， 
加 1 1 ee k—p 加 k—p 
(kp mk-p’ | 2mk-pi’ “2m(k3— pa) 
ye 8e” (Ze rp) |p| 
€ em) |p|,, = 
do = a Au) (TA )do， 


其 中 互 = Ja4+wo (参见 865) 此 式 还 必须 对 电子 自 旋 的 终 态 方向 求 和 并 对 禄 
始 方向 求 平均 ; 求 和 与 求 平均 时 , 用 到 $65 中 的 规则 以 及 初 态 与 终 态 的 极 化 密 
度 和 矩阵 : 

p= 5m +D), p= 00 -yp+m); 


(在 初 态 中 p = 0,e = m). 得 到 的 表示 式 为 


do = 


A (p' ApA)do. 
了 六 


mw (k 一 


其 中 阵 迹 的 计算 (利用 (22.22) 式 ) 是 纯 代 数 运算 , 结果 为 





tr (pApA) = [ap — (b— e)(e + m)]? + 4m(b. e)l(e + m)(e:e)+a(p:e)l. 


(假定 矢量 e 为 实 的 , 即 假设 光子 是 线性 极 化 的 ). 

光电 效应 截面 公式 的 最 终 形式 , 将 采用 极 角 9 和 p 的 方位 角 yp 来 表示 ， 
这 时 方向 上 就 是 z 轴 , 而 平面 k, e 就 是 平面 zz (因此 p.e = |p|cosypsin0). 当 
w 渤 了 时 , 能 量 守 便 可 以 写成 一 m=w 的 形式 (而 不 是 ce 一 m ==w 一 了). 容易 
证 明 , 这 时 


久 -p=—2me—m), (k—p)?=2e(e — m)(l— veos0), 


其 中 vw = p/e 为 光电 子 的 速度 . 经 过 简单 计算 最 后 得 到 
v3(1 — v2)3 sin? 0 
“(1—- Vi—v 2 一 VCosD0)! 


2(1 一 i 


+ | _ (I—Vv1~v)(l -veos0d) mg coe olan (57.8) 


1 一 22 


— vcos0) 


其 中 re = e2/m. 
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在 极端 相对 论 情形 下 (e 六 m), 光电 效应 截面 在 小 角度 (9 ~ V1 一) 有 
一 尖峰 , 即 电 子 主 要 在 光 了 于 人 射 方向 上 发 射 . 在 此 峰值 附近 ， 
1 一 vcosb ~ (1 -十 的 ， 
(57.8) 式 的 首 项 给 出 


1 )3/2 
do ~ 42°04 st LM 
“0 -+ 


(57.8) 式 对 角度 的 积分 是 初等 的 , 但 很 元 长 ; 积分 给 出 如 下 的 总 截面 (F. 
Sauter, 1931): 


ddy. (57.9) 








_ (¥ — D3 
C 一 2r2Z5a4r re OCT 
3 7 一 2) 1 TY 
< i (- i 外 (57.10) 
为 简洁 计 , 式 中 引 人 了 “党 伦 效 因子 ”: 
__1 _€ m+t+w 
A ee (57.11) 
在 极端 相对 论 情形 下 , 此 式 可 简化 为 
0 一 2r2Z5a47r2 /小 (57.12) 


在 I<w< 安 mm 和 情形 下 , (57.10) 式 中 的 y 一 1 很 小 , 其 极限 值 给 出 我 们 已 知 的 结 
果 (56.14). 
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气 核 的 一 个 独特 的 性 质 是 其 结合 能 小 (和 势 阱 深度 相 比 ). 这 就 使 我 们 在 
描述 有 和 气 核 参加 的 反应 时 不 需要 有 关 核 力行 为 的 知识 , 只 要 用 结合 能 就 可 以 
了 (参见 第 三 卷 8133). 这 里 假设 碰撞 粒子 的 波长 大 于 核 力 的 作用 力 程 a. 

这 也 适用 于 ka < 1 的 7 量子 引起 的 氛 核 的 光 致 赔 变 . 同时 还 假定 pa < 1， 
Dp 为 所 释放 的 中 子 和 质子 相对 运动 的 动量 (这 个 条 件 比 ka 1 更 强 咏 ). 
将 光电 效应 截面 的 非 相 对 论 公式 (56.5) 对 所 有 方向 积分 , 得 到 


ep M 4 


0 pp 9 3 |(vp)Fi| EE 


Q@ pa 守 1 (a = 1.5x10-!13cm) 时 光子 的 能 量 为 15MevV. 
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其 中 p 为 质子 和 中 子 相 对 运动 的 动量 ,而 (56.5) 式 中 的 m 换 成 它们 的 折合 
质量 M/2 (M 为 核子 质量 ). 矩阵 元 为 质子 速度 wp 的 矩阵 元 , 因为 只 有 质子 和 
光子 有 相互 作用 . 将 wp 用 动量 p 表示 (wp = v/2 = p/M), 我 们 有 
(EE) EP 
ot = sn Bl (58.1) 


上 标 (E) 表示 此 式 对 应 于 电 侦 极 牙 迁 : ep/M = evp = d, 因此 epypi/M = iwdyi. 
气 核 初 态 (基态 ) 的 归 一 化 波 函 数 为 





b=/ w=VM, (58.2) 
2 7 


其 中 了 = 2.23MeV 为 结合 能 (参见 第 三 卷 8133) 包 . 终 态 波 函 数 可 以 取 为 自由 
运动 波 函 数 , 即 平面 波 

W 一 ep7. (58.3) 
其 原因 在 于 : 在 我 们 所 考虑 的 理论 中 ,“ 气 核 的 线 度 ”1/x 和 相互 作用 的 有 效 
半径 & 相 比 是 很 大 的 . 因而 , 质子 和 中 子 之 间 的 相互 作用 只 在 9 态 中 才 必 须 
考虑 , 而 在 1 关 0 的 态 中 可 以 略 去 , 因为 其 波 函 数 在 小 距离 上 很 小 . 然而 按照 
选择 定 则 , 两 个 5S 态 (基态 和 连续 谱 的 5 态 ) 之 间 的 电 偶 极 牙 迁 是 禁止 的 , 所 
以 , 在 此 情形 下 忽略 终 态 中 核子 间 的 相互 作用 是 可 能 的 . 

利用 分 部 积分 法 求 出 矩阵 元 


ed ee eg3 ha e ”1 /x_4rp 
人 </ V rr zp ( r /, V2rp2 十 xx 


(参见 857 第 2 个 注解 ). 
在 利用 表示 能 量 守 恒 的 方程 : 











1 ，» 2 人 
WM +P)=1I+ = 


我 们 最 后 得 到 光 致 晓 变 的 截面 (用 通常 单位 ) 为 


2 _ nn3/2 
jE) BT RP VI(hw — DA 
3"°M 


NE (58.4) 


@ 在 本 节 中 ,p 代表 |pl. 
@ 引 入 一 个 和 a 的 有 限 性 相关 的 修正 , 可 以 使 此 函数 更 准确 些 ,为 此 , 只 要 将 (58.2) 


式 中 的 归 一 化 系数 换 成 
| 2 
2r(] — ax) 


即 可 (参见 第 三 卷 (133.13)). 相应 地 , 在 截面 公式 中 也 会 出 现 因子 1/(1 -ax). 应 该 说 ， 
这 个 修正 实际 上 是 很 大 的 : 对 于 和 气 核 基态 , ax ~ 0.4. 

气 核 基态 是 35, 态 和 少量 3Di 态 的 “混合 ” , 这 是 由 于 张 量 核 力作 用 的 结果 (参见 
第 三 卷 $117). 我 们 将 不 考虑 这 种 混合 , 因此 将 忽略 张 量力 . 
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(H. A. Bethe, R. Peierls, 1935). 它 在 fiw = 27 时 , 有 一 个 极 大 值 ; 而 在 fiw 一 了 
或 和 一 oo 时 , 趋 于 零 . 

然而 , 用 (58.4) 式 描 述 的 光子 的 电 偶 极 吸收 对 光电 效应 阔 附 近 (ji 接近 
于 了 ) 的 截面 并 没有 多 大 贡献 . 这 是 因为 : 在 这 个 区 域内 , 主要 的 影响 来 自 到 5 
态 的 跃迁 , 而 在 电 偶 极 吸收 中 不 出 现 这 种 跃迁 . 在 电 四 极 吸收 中 也 不 出 现 这 种 
跃迁 : 虽然 在 此 情形 下 到 5 态 的 跃迁 并 不 违反 有 关 宇 称 的 选择 定 则 , 但 却 为 
轨道 角 动 量 的 选择 定 则 所 不 容 (因为 我 们 忽略 了 张 量力 , 所 以 五 和 8 分 别 守 
恒 ), 因此 , 要 计算 阔 值 附近 的 光 致 赔 变 截 面 , 我 们 就 必须 考虑 磁 偶 极 吸 收 , 磁 
偶 极 吸收 所 遵从 的 选择 定 则 容许 5 态 之 间 的 跃迁 (E. Fermi, 1935). 

在 (58.1) 式 中 用 磁 矩 代替 电 和 矩 , 我 们 有 


1 
00 = sw Mplpril. (58.5) 


轨道 运动 的 磁 矩 对 jyi 没有 贡献 , 因为 轨道 角 动 量 工 对 3 态 之 间 的 跃迁 没有 
和 矩阵 元 . 自 旋 磁 矩 


有 二 2Hppsp 十 21Unsn 三 2Up — Ln)sp + Un, 


其 中 S = sp 十 sn 而 jp 与 Ar 分别 为 质子 与 中 子 的 磁 矩 . 当 忽 略 张 量 核 力 时 ， 
总 自 旋 守恒 , 因此 其 算 符 不 会 引起 牙 迁 . 所 以 


HPi 一 203p)1i(HUp — pn). 


在 相同 近似 下 (忽略 张 量力 ), 自 旋 与 坐标 变量 是 分 离 的 . 和 波 函 数 一 样 , 矩阵 
元 是 自 旋 部 分 与 坐标 部 分 的 乘积 : 


pp 2( — pn)(spS' M'splspSM) |/ de(rywb(r)daz， 


但 是 , 自 旋 - 自 旋 核 力 的 存在 使 得 坐标 函数 W(r) 满足 的 波动 方程 包含 自 旋 值 
S 作为 一 个 参量 . 若 5' = 5, 则 WW(7) 与 W(r) 为 同一 算 符 的 本 征 函 数 , 因而 它 
们 是 正 交 的 . 因此 , 从 初 态 35 只 能 光 致 旷 变 到 连续 谱 的 15 态 . 
当然 , (58.5) 中 的 平方 |Apil2 应 该 对 初 态 中 自 旋 5 的 分 量 M 求 平 均 . 于 
是 问题 归结 为 计算 量 
1 


35+1 > |(spS’M’|splspSM)|”, 
M 


其 中 sp = sn = 5 39=1,8'=0, 按 照 角 动量 相 加 时 矩阵 元 的 普遍 公式 , 此 量 
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等 于 


2 
1 Sy 9 en 
(25+ Ds FSS sllspS)| = 人 网 (sp|lszllsp) 
Dp 


= sl(spllspllsp)P 
(此 处 用 到 第 三 卷 的 (107.11), (109.3) 式 ). 约 化 矩阵 元 为 
(Spl|spl|sp) = V sp(sp + 1)(28p + 1) = 


于 是 (58.5) 式 变 为 








1 2 
e090 = 和 Me ~ pm)? | /wydsr (58.6) 
初 态 波 函数 攻 由 (58.2) 式 给 出 ; 而 终 态 波 函 数 为 
y= 5 Reo(r) 


这 就 是 展开 式 (56.7) 的 第 一 项 (1 = 0), 该 函数 的 渐 近 形式 由 一 个 平面 波 与 一 
个 人 射 球面 波 组 成 ; 全 由 于 积分 是 对 核 力作 用 力 程 范围 
外 区 域 进行 的 , 所 以 径 向 函数 为 
Rpo(7) = 2 
相 角 6 和 “质子 十 中 子 "” 系统 在 5S=0 时 的 虚 能 级 值 (I = 0.067MeV) 相 联 系 : 


sin(pr + 6) 
et 


cot6 = x1 一 VMI 


(参见 第 三 卷 8133). 于 是 


i6 


i 
J wwass = (27r) 3/2 mf: —xrtipr eiidr 二 _ (27)3/2 Vim ~ € 





~ip 
经 过 简单 的 代数 简化 ， RE (用 通常 单 


位 ): 
2 
ow yy. (58.7) 
当 fiw 一 工时 , 此 截面 因 Vjiw 一 了 而 趋 于 零 , 这 和 反应 阅 能 附近 截面 行为 的 一 
般 性 质 一 致 ( 见 第 三 卷 8147). 
兴致 赔 变 的 着 过 程 是 质子 被 中 子 辐射 俘获 . 俘获 截面 ce 可 以 借助 细致 
平衡 原理 由 光电 效应 截面 cy 得 到 (比较 (56.15) 的 推导 过 程 ), 中 子 与 质子 的 
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自 旋 统计 权重 等 于 2x2=4. 和 氛 核 (在 93=1 的 态 中 ) 与 光子 的 统计 权重 等 于 


3x2==6. 所 以 
ao oj 
2 c2p2 .Ss 2Me2(hw—I) 





(58.8) 


Oc 


8$59 散射 张 量 


一 个 电子 系统 (为 确切 起 见 , 下 面 我 们 就 指 的 是 原子 ) 对 光子 的 散射 包括 
吸收 一 个 初 态 光子 有 , 并 同时 发 射 另 一 个 光子 k'. 散射 后 , 原子 的 状态 有 两 种 
可 能 : 或 仍 处 在 初 态 能 级 , 或 处 在 男 一 个 离散 能 级 . 在 第 一 种 情形 下 , 光子 的 频 
率 不 变 ( 瑞 利 散 射 ), 而 在 第 二 种 情形 , 光子 的 频率 发 生 改 变 : 


Co 一 山王 Ei c= Eo», (59.1) 


其 中 Ei 与 Bz 分 别 为 原子 的 初 态 与 终 态 能 量 @ ( 拉 曼 散射 *). 如 果 原 子 的 初 态 
是 基态 , 在 拉 曼 散射 时 , Es > 责 , 因而 w' < w: 散射 使 频率 降低 (所 谓 斯 托 克 
斯 情形 ). 在 受 激 原子 上 的 散射 既 可 能 是 斯 托 克 斯 情形 , 也 可 能 是 反 斯 托 克 斯 
情形 (w' > w). 

由 于 电磁 微 扰 算 符 对 同时 改变 两 个 光子 占有 数 的 跃迁 没有 和 矩阵 元 , 因此 
散射 效应 只 有 在 微 扰 论 的 二 级 近似 才 出 现 . 必须 将 散射 看 成 是 通过 某 个 中 间 
态 发 生 的 , 中 间 态 可 能 有 两 种 类 型; 

(T) 光子 被 吸收 且 原 子路 迁 到 其 一 个 可 能 的 状态 Ei; 接着 再 跃迁 到 终 
态 , 同时 发 射 一 个 光子 人; 

(ID) 原子 发 射 光 子 k' 且 跃 迁 到 EE 态 , 接着 跃迁 到 终 态 , 同时 吸收 一 个 光 
子 k. 


外 在 本 章 中 ,下 标 1 与 2 分 别 用 来 标记 散射 系统 初 态 与 终 态 的 量 . 

+ 译 者 注 : 俄 文 原文 将 无 谱 线 移动 的 散射 称 为 “ 非 混合 散射 "; 而 将 有 谱 线 移动 的 
散射 称 为 “组 合 散射 ”或 “混合 散射 ”. 我 们 按照 中 国 的 《物理 学 名 词 1996》( 科 学 出 版 
社 1997 年 2 月 ), 将 前 者 译 为 “ 瑞 利 散射 ”; 而 将 后 者 译 为 “ 拉 曼 散射 ”. 
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在 此 过 程 中 , 和 矩阵 元 表示 为 如 下 求 和 


UK VonVn 
= 2 (于 + , (59.2) 








(参见 第 三 卷 (43.7) 式 ), 其 中 “原子 + 光子 ”系统 的 初 态 能 量 为 61 = El 十 w， 
而 中 间 态 能 量 则 为 
C=E,, Oi=E,+w+i+w, 
V 为 吸收 光子 6 的 矩阵 元 , V' 为 发 射 光子 k' 的 矩阵 元 ; 对 n 求 和 不 包括 初 态 
(由 求 和 号 上 的 撒 号 表示 ). 散射 截面 为 
w ?do 


do = 2n|Val| on) (59.3) 


这 里 的 do' 为 k' 方向 上 的 立体 角 元 . 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 do' 内 的 光 能 
量 d7' 可 通过 人 射 光 强度 了 (能 流 密度 ) 表示 : 
dI! yd 
(LU 


我 们 假设 初 态 与 终 态 光子 的 波长 比 散射 系统 的 线 度 a 大 . 因此 , 所 有 耻 迁 
都 按 偶 极 近似 处 理 . 如 果 用 平面 波 描述 光子 态 , 那么 这 个 近似 相当 于 用 1 代替 
因子 es", 这 时 , 光子 波 函 数 (在 三 维 模 向 规范 中 ) 为 





{ 
e  _; € io 
As, 一 a a A = V4nx je 让 
WwW 


Va 
在 上 述 条 件 下 , 电磁 相互 作用 算 符 可 以 写成 
V = -qd.E, (59.4) 
其 中 再 = -人 为 场 强 算 符 , 人 为 原子 的 偶 极 矩 算 符 (类 似 于 电场 中 一 个 小 尺度 
系统 能 量 的 经 典 表 达 式 ; 参见 第 二 卷 842).Y 的 矩阵 元 为 
Va = —iV2nw(e. dn), Vi, = iV2nw'(e” .don). 
将 这 两 个 式 子 代入 (59.2) 与 (59.3), 我 们 得 到 散射 截面 (用 通常 的 单位 )@: 


2 
> (don : e*)(dn1' €) (don e)j(dni : e”) co yy (59.5) 
Wnl—wW— i0 wnl 十 w' 一 10 . 


do = 2c4 ， ， 








nN 
1 
hiwn1 = En 一 五 1， WwW ~— Ww 二 Wi?. 


Q@ 这 个 公式 是 H. A. Kramers 和 W. Heisenberg 在 量子 力学 建立 之 前 首次 推导 出 来 
的 (H. A. Kramers, W. Heisenberg, 1925). 
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求 和 对 所 有 可 能 的 原子 态 进行 , 包括 连续 谱 的 态 (这 时 态 1 与 态 2 从 求 和 中 自 
然 消 去 , 因为 对 角 和 矩阵 元 di1 = d22 = 0). 分 母 中 的 无 限 小 虚 项 来 自 微 扰 论 中 
通常 的 极点 绕 行 法 则 (参见 第 三 卷 843): 在 求 和 变量 包 , (中间 态 的 能 量 ) 上 附 
加 一 负 的 无 限 小 虚 部 ; 当 (59.5) 式 中 变量 思 , 的 极点 落 和 人 连续 谱 区 时 , 绕 行 规 
则 很 重要 (例如 , 若 1 态 是 原子 基态 , 当 j 超过 原子 的 电 高 阅 值 时 , 就 出 现 这 
种 情况 )9. 

我 们 引入 符号 (通常 的 单位 ) 包 


= 33 | ee (Qk )2n (di)n1 (59.6) 


wni—wW—i0 wnit+w—i0 


(i,k = x,y,z, 为 三 维 矢量 指标 ). 利用 这 个 符号 , (59.5) 式 可 以 改写 成 


ww + wa) ， 
do = ta) (cajae ek| “do/. (59.7) 


标记 (59.6) 的 好 处 在 于 能 将 这 个 求 和 表示 成 某 个 张 量 的 矩阵 元 . 最 简单 
的 证 明 方 法 是 定义 一 个 矢量 b, 其 算 符 满足 方程 





这 十 wb=d. 
其 矩阵 元 为 
bp ,二 dn] p。 二 don, 
?1 一 ? 2m 二 一， 
W 一 WwWnl Ww 十 Wn2 
因此 
(cik)21 = (bkdi 一 dibk)21-. (59.8) 

和 矩阵 元 (cix)2z1 称 为 光 的 散射 张 量 . 


由 此 可 以 得 出 , 散射 的 选择 定 则 和 任意 二 秩 张 量 的 矩阵 元 的 选择 定 则 相 
同 . 我 们 立即 可 以 看 到 , 如 果 系 统 具 有 对 称 中 心 (因而 它 的 态 可 以 按 宇 称 分 类 )， 
那么 跃迁 只 能 发 生 在 字 称 相同 的 态 之 间 (其 中 包括 态 没 有 变化 的 跃迁 ). 这 个 
选择 定 则 和 ( 电 偶 极 ) 辐射 的 宇 称 选 择 定 则 相反 , 因而 产生 交错 禁 戒 : 在 辐射 
中 所 容许 的 跃迁 在 散射 中 是 禁 戒 的 , 而 散射 中 所 容许 的 跃迁 在 辐射 中 却 是 禁 
戒 的 , 


张 量 cik 可 以 分 解 成 几 个 不 可 约 的 部 分 : 
Cik = CBik + Ch + Chh, (59.9) 


对 分 子 而 言 , 电离 阔 就 是 离 解 成 原子 的 六 能 . 
包 以 下 §59 一 861 中 所 引用 的 大 部 分 结果 来 自 G. Placzek 的 工作 (G. Placzek, 1931 一 
1933). 
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其 中 


1 1 .1 
cl 一 了 ci Bi 5 (Cik 十 Cki) 一 COsp, C0 了 《Ci 一 Cj) (59.10) 


分 别 为 标量 、 对 称 张 量 ( 阵 迹 为 0) 与 反对 称 张 量 , 它们 的 矩阵 元 分 别 为 


(c )21 = 2 rr Ce)an di)n (59.11) 
(cix)21 = > ro (ds)an (di)n: + (dk)2n(di)ni] 
一 (co)218i， (59.12) 


2w 十 wi2 ;DB (di)2n (dk )n1 — (dk)2n (di)ni 
2 7 


(wnt 一 ww)(wna tw) (59.13) 


(ci )21 = 

(为 简单 起 见 , 略 去 了 极点 绕 行 符 号 ). 

我 们 来 研究 在 低频 光子 和 高 频 光 子 的 极限 情形 下 散射 张 量 的 一 些 性 质 @. 

对 于 瑞 利 散射 (w12 = 0), 当 w 一 0 时 散射 张 量 的 反对 称 部 分 趋 于 零 (由 
于 (59.13) 式 中 求 和 号 前 w 的 存在 ), 但 是 , 当 w 一 0 时 散射 张 量 的 标量 部 分 和 
对 称 部 分 趋 于 有 限 值 . 因此 , 当 w 很 小 时 , 截面 和 ws 成 正比 . 

在 相反 的 情形 下 , 当 频 率 w 比 (59.6) 式 中 所 有 重要 的 频率 wnl, wn2z 都 大 
时 (当然 仍 应 保证 波长 污 a), 应 该 回 到 经 典 理论 的 公式 . 散射 张 量 若 按 1/w 的 
才 次 展开 , 展开 式 的 第 一 项 等 于 


二 doa(dbm ~ (di)an(de)ns] = 二 (ddi 一 ddh)a 


且 为 零 , 因为 和 dk 对 易 . 展开 式 的 第 二 项 为 


1 1 
(Cik )21 = 3 2 eam (dr)an(di)m — (di)anwni (dk )ni|] = (dd 一 didk)21. 


根据 定义 d = >》 er ( 求 和 对 原子 中 所 有 电子 进行 ) 和 动量 与 坐标 的 对 易 关 系 ， 
我 们 得 到 
Ze? 
(cik)11 = a dik, (cik)21 = 0， (59.14) 
其 中 2 为 系统 中 的 总 电子 数 , m 为 电子 质量 . 于 是 , 在 高 频 极限 下 , 散射 张 量 
中 只 剩 下 标量 部 分 , 而 且 散 射 时 系统 的 状态 不 变 ( 即 散射 是 完全 相干 的 , 参见 
下 面 ). 在 此 情形 下 , 散射 截面 为 
do = r222|e” .el2do’, (59.15) 
@ 共振 情形 ( 当 w 接近 wni 或 wzn) 将 在 863 中 研究 . 


859 散射 张 量 . 221 ， 
其 中 re = e2m. 在 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 以 后 , 我 们 得 到 : 


m272 2 / 
do =rs2°{1— (e:.n)’}do Ce 
一 7222sin 0.do,, 
这 实际 上 就 是 经 典 汤姆 孙 公 式 ( 见 第 二 卷 (80.7)); 9 为 散射 方向 和 人 射 光 子 极 
化 矢量 之 间 的 夹 角 . 
我 们 来 研究 光 被 一 组 N 个 全 同 原子 集合 的 散射 , 这 些 原 子 处 在 一 个 线 度 
小 于 波长 的 区 域内 . 相应 的 散射 张 量 将 等 于 每 个 原子 的 散射 张 量 之 和 . 然而 必 
须 注 意 , 一 起 考虑 的 几 个 相同 原子 的 波 函 数 (用 来 计算 偶 极 矩 的 矩阵 元 ) 不 能 
简单 地 认为 是 同一 项 数 . 波 函 数 本 质 上 只 能 精确 确定 到 任意 相 因 子 的 程度 , 即 
每 个 原子 都 有 各 自 不 同 的 相 因 子 . 散射 截面 应 该 分 别 对 每 个 原子 的 相 因 子 求 
平均 . 
每 个 原子 的 散射 张 量 (cik)2l 都 包含 因子 ei(P1 一 wp2) 其 中 p1 与 pa 分 别 为 
初 态 与 终 态 波 函 数 的 相位 . 对 拉 曼 散射 来 说 , 态 1 与 态 2 是 不 同 的 , 并 且 这 个 
因子 不 等 于 1. 在 模 的 平方 


2 
er Ek y (cz 


中 ( 求 和 对 全 部 N 个 原子 进行 ), 属于 不 同 原子 的 项 之 乘积 将 包含 这 样 一 些 相 
因子 , 在 对 各 原子 的 相位 独立 求 平 均 时 , 这 些 相 因子 将 消失 , 因而 只 剩 下 每 一 
项 的 平方 模 . 这 意味 着 , N 个 原子 的 散射 总 截面 是 一 个 原子 散射 截面 的 NN 倍 
(散射 是 不 相干 的 ). 

但 是 , 如 果 原 子 的 初 、 终 态 相同 , 那么 因子 et?1-?2) = 1. 在 这 种 情形 下 ， 
一 组 原子 的 散射 振幅 将 是 一 个 原子 的 散射 振幅 的 N 倍 , 因此 散射 截面 将 相差 
一 个 N? 的 因子 (散射 是 相干 的 ) 包 , 如 果 原 子 能 级 是 非 简 并 的 , 那么 瑞 利 散 射 
是 完全 相干 的 . 如 果 能 级 是 简 并 的 , 那么 由 于 原子 中 各 种 相互 简 并 的 态 之 间 跃 
迁 , 将 会 产生 不 相干 的 瑞 利 散射 . 值得 指出 , 这 是 一 种 纯 量 子 的 效应 : 在 经 典 理 
论 中 , 任何 频率 不 变 的 散射 都 是 相干 散射 . 

相干 散射 张 量 由 对 角 化 和 矩阵 元 (cik)jil 给 出 , 记 作 aik( 为 简单 起 见 , 略 去 了 
表示 原子 状态 的 下 标 ). 按照 (59.6) 式 ， 





aik(w) 三 (cik)il = + ee | (59.17) 


wnl 一 内 一 10 wlit+w—i0 


名 我 们 看 到 , (59.15) 和 (59.16) 中 的 因子 32 的 来 源 相 同 : 一 个 原子 中 2 个 电子 相干 
散射 的 截面 为 一 个 电子 散射 截面 的 22 倍 . 
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这 个 表示 式 也 可 写成 
2 
Qik(w) = 一 -zs 二 ] 3 ee 宗 ee pe | | ， (59.18) 


m [Wn —w—0 wnitw—i0 
用 到 极限 表示 式 (59.14). 其 中 p 为 一 个 原子 中 电子 的 总 动量 . 以 上 两 式 的 等 
价 性 是 不 难看 出 的 , 只 要 注意 到 动量 矩阵 元 和 偶 极 抢 和 矩阵 元 之 间 的 如 下 关系 
式 . 

epin/m = iwindin, 
再 利用 推导 (59.14) 时 用 过 的 关系 式 . 

如 果 和 与 差 Bi 土 w 不 等 于 任何 一 个 原子 能 级 E, (其 中 包括 连续 谱 区 域 
内 的 能 级 ), 则 可 略 去 分 母 中 的 i0 项 . 既然 他 = pni, 就 可 将 张 量 aik 看 成 是 厄 
米 的 马 : 

Qik 一 Op (59.19) 
这 意味 着 其 标量 部 分 与 对 称 部 分 是 实 的 , 而 反对 称 部 分 是 虚 的 . 如 果 原 子 处 于 
非 简 并 态 , 反对 称 部 分 显然 等 于 零 . 这 种 状态 的 波 函 数 是 实 的 , 因而 对 角 和 矩阵 
元 也 是 实 的 . 

张 量 aik 和 原子 在 外 电场 中 的 极 化 度 有 关系 . 为 了 找到 这 个 关系 , 我 们 来 

计算 系统 在 处 于 如 下 外 电场 时 其 偶 极 矩 平均 值 的 修正 
> (Bet + Erewt), (59.20) 
为 此 , 可 利用 已 知 的 微 扰 论 公式 (参见 第 三 卷 $40). 如 果 系 统 受 到 的 微 扰 为 
V = Fe ot + Fr+ewt, 


那么 , 对 某 个 量 f 的 对 角 和 矩阵 元 的 一 级 修正 为 
f WV Fn fA Fn 


(Dip 
fn (W = 1 wni—w—i0 wnli 十 w 十 i0 


0) Fn 0) px 


wnitw—i0 wn1i—w+t+i0 
( 微 扰 V 应 该 看 成 是 从 t= -oo 时 无 限 缓慢 地 加 上 去 的 , 因而 在 第 一 项 中 的 w 
应 该 理解 成 w +i0, 而 在 第 二 项 中 则 应 理解 成 w 一 i0; 分 母 中 的 虚 部 就 是 这 样 
加 上 去 的 ). 


@@ 这 个 结果 是 由 于 忽略 了 光谱 线 的 自然 宽度 ,因而 也 忽略 了 人 射 光 被 吸收 的 可 能 
性 (参见 8$62). 


—iwt 
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在 现在 这 个 情形 下 , 素 = -d@ . 瑟 /2, 对 偶 极 矩 对 角 矩 阵 元 的 修正 为 
dl) = (de +d ewt), (59.21) 
其 中 d 是 一 个 矢量 , 其 分 量 为 
d; = QP) BE, (59.22) 


张 量 ai2)(w) 的 表示 式 不 同 于 oi 的 表示 式 (59.17), 区 别 是 第 二 项 分 母 中 的 虚 
部 的 符号 相反 . 按照 定义 , atg'(w) 是 原子 在 频率 为 w 的 场 中 的 极 化 张 量 . 如 果 
频率 值 使 得 分 母 中 的 虚 部 可 以 略 去 , 从 而 使 张 量 aik 成 为 厄 米 的 , 而 张 量 aik 
和 ol?) 彼此 相合 . 特别 是 , 当 w = 0 时 , (59.22) 式 就 变 成 第 三 卷 中 的 (76.4) 式 ， 
而 由 (59.17) 得 到 的 aik(0) 就 和 第 三 卷 中 静态 极 化 张 量 的 表示 式 (76.5) 相同 . 
我 们 还 会 看 到 , 如 果 1 态 是 基态 中, 则 所 有 的 wn1 > 0, (59.17) 中 第 一 项 的 绕 行 
规则 只 有 当 w > 0 时 才 是 重要 的 , 而 第 二 项 的 绕 行 规则 只 在 w < 0 时 才 重 要 . 
在 这 种 情形 下 ， 

oak(w) = at2 (lw|)， (59.23) 


散射 理论 的 公式 无 疑 有 w > 0; 因此 , 张 量 aik 和 极 化 张 量 相同 . 
我 们 不 仅 需要 知道 截面 , 还 需要 知道 光子 的 散射 振幅 f. 和 通常 在 微 扰 论 
中 一 样 , 它 和 取 相 反 符 号 的 矩阵 元 (59.2) 只 相差 一 个 归 一 化 因子 . 归 一 化 因子 
的 选取 应 该 使 截面 (59.7) 能 够 写成 do = |fl?do' 的 形式 , 对 于 弹性 散射 振幅 ， 
我 们 求 出 
f = wikper eg. (59.24) 


按照 光学 定理 (参见 以 下 的 (71.10) 式 ), 向 前 散射 振幅 (动量 和 极 化 都 没 
有 变化 ) 的 虚 部 决定 对 给 定 的 光子 初 态 所 有 可 能 的 弹性 和 非 弹性 过 程 的 总 截 
面 ci: ， 

Gt 一 Im (waire* eh) = dw Meter. (59.25) 

由 此 可 见 , 总 截面 由 散射 张 量 的 反 厄 米 部 分 确定 . 

(59.25) 式 有 简单 的 经 典 含义 . 电场 BB 在 单位 时 间 内 对 电荷 系统 所 做 的 
功 为 》 ev. 巨 = 马 .d. 将 场 写成 (59.20) 的 形式 , 而 将 偶 极 矩 写成 (59.21) 和 
(59.22) 的 形式 , 这 个 功 对 时 间 求 平均 , 得 到 


1 (2 一 OQ*. 

2 x sk ki 
—wIb €, Ck 一 一 一 
2 | $k 27 


了 因为 激发 态 寿命 有 限 , 所 以 只 有 这 种 情形 (以 后 我 们 将 遇 到 ) 才能 进行 精确 处 理 . 
参见 4$62. 
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(B= eB). 另 一 方面 , 如 果 吾 是 人 射 光 的 场 , 那么 平均 能 流 密度 为 |E2|/8x, 而 
原子 所 吸收 的 能 量 为 
|Elor. 
令 上 面 两 式 彼 此 相等 , 我 们 就 得 到 (59.25) 式 . 
如 果 原 子 基态 的 角 动 量 J 为 零 , 则 由 于 球 对 称 性 , aik = a8ik, 并 因此 


ot = 4nxwlIm oa. (59.26) 


对 于 角 动 量 不 为 零 的 系统 , 对 角 动 量 的 所 有 空间 方向 求 平均 的 量 也 有 类 似 的 
关系 式 (参见 860). 
当 光 子 能 量 超过 原子 的 电离 阅 时 , 对 总 截面 ck 的 主要 贡献 来 自 电 离 过 程 
(在 光电 效应 中 吸收 光子 ). 散射 截面 是 e? 的 更 高 阶 的 量 ( 试 比较 , 例如 , (56.13) 
与 (59.16) 式 ) . 
如 果 光 子 能 量 低 于 电离 阔 (但 又 距离 共振 较 远 , 即 离 原 子 的 任何 一 个 离 
散 的 激发 频率 较 远 ), 那么 截面 (此 时 可 化 为 散射 截面 ) 与 振幅 的 虚 部 , 和 振幅 
的 实 部 相 比 , 是 更 高 阶 的 小 量 . 略 去 虚 部 , 我 们 就 重新 得 到 (59.19). 在 共振 的 
邻 域 情 形 就 不 同 了 , 在 这 里 截面 将 增 大 ; 这 个 情形 将 在 $63 中 讨论 . 
和 散射 一 样 , 二 级 微 扰 论 中 出 现 的 双 光 子 过 程 也 包括 二 重 发 射 , 即 一 个 原 
子 同时 发 射 两 个 光子 . 
这 个 过 程 的 概率 表达 式 和 (59.5) 式 的 区 别 仅 仅 是 作 了 代 换 w 一 一 we 一 
e* (发 射 光 子 w 而 不 是 吸收 ) 和 一 个 额外 的 因子 
dk w2dwdo 
(2r)j3 (2r)3 
这 是 在 频率 w 与 方向 上 的 给 定 范围 内 发 射 光子 的 量子 态 数 ; 第 二 个 光子 的 频 
率 w 由 等 式 w 二 w' = wi2z 确定 . 因此 , 在 单位 时 间 内 的 发 射 概率 为 名 


本 “市 Ww 
dw = |(Bixk )21€ ex el mod dw, (59.27) 


其 中 


nl 十 岂 一 10 cnl 十 必 一 iD 


ee 3 Pe (dx )2n (di)n1 | 
和 (59.6) 式 中 (cik)2i 的 区 别 只 是 w 符号 的 改变 . 将 此 式 对 光子 的 极 化 求 和 并 
对 其 发 射 方向 积分 名, 我 们 得 到 
3 /3 
De 人 | 人 bt)ai|2dw (59.28) 


@ 这 里 和 本 节 的 后 半 部 分 都 采用 通常 的 单位 . 
@ 这 个 运算 包括 对 方向 e 的 平均 : ie = 58ih, 再 乘 以 2 x 2 x 4 x 4n 
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和 发 射频 率 为 w 十 w 的 单一 光子 的 概率 比较 , 发 射频 率 分 别 为 w 和 w 
的 两 个 光子 的 概率 通常 是 很 小 的 , 选择 定 则 禁止 单 光子 发 射 过 程 而 又 允许 发 
射 双 光子 时 出 现 一 些 例 外 情形 . 例如 , J = 0 的 两 个 状态 之 间 的 跃迁 就 是 这 样 
的 . 在 这 个 例子 中 , 发 射 一 个 光子 的 任何 过 程 都 被 严格 禁 戒 . 另 一 个 例子 是 从 
氢 原 子 的 第 一 激发 态 (2s3) 到 基态 (1s3 ) 的 跃迁 . 不 论 是 对 El 辐射 , 还 是 对 
M1 辐射 , 这 个 过 程 都 被 禁 戒 (参见 852 的 习题 2) 包 ， 
如 果 原 子 处 于 一 个 人 射 光 子 w, 天 流 的 场 中 , 那么 除了 自发 二 重 发 射 外 
(59.27)) , 还 存在 受 激 二 重 发 射 : 在 这 个 场 的 影响 下 , 除了 发 射 一 个 
',k' 光子 外 , 还 发 射 一 个 和 外 场 一 样 的 光子 . 这 个 过 程 的 概率 和 自发 发 射 的 
a Nk.e, 它 是 给 定 kk,e 的 人 射 光 子 数 密度 . 人 射 光子 流 密度 为 


dSk 中 
d7 = CNke fon)3 一 Nive sg-3 dwdo. 


用 d7 表示 Nr.e 并 用 d7 去除 以 过 程 的 概率 , 我 们 得 到 其 截面 


do = i oe 2e4ex|“do/. (59.29) 


类 似 地 , 如 果 原 子 处 在 w',k' 光子 的 场 中 , 那么 当 光 子 w, k 入 射 在 它 上 面 时 ， 
就 会 产生 受 激 拉 曼 散射 ,其 截面 和 光子 w', k' 的 数 密度 成 正比 . 
对 具体 原子 计算 张 量 (ei) 12 或 (bir)12 时 , 要 求 计 算 如 下 形式 的 求 和 : 


( MG))a Sn dija2n(dkjnl 


Dy (59.30) 


已 的 取 值 为 Bi 土 iiw 或 十 iw'. 为 简洁 计 , 假定 我 们 讨论 的 是 氨 原 子 . 我 们 
将 (59.30) 式 的 求 和 写成 积分 形式 : 


(MO )ai = / Wr)diG(r,r'; Ed Wh (r')dirdi zy’,, (59.31) 


其 中 
G(r,r'; E) = 2 也 二 有 人 ws Oy. (59.32) 


将 算 符 瑟 - 巨 作用 于 函数 G 上 , 其 中 后 为 原子 的 哈密 顿 算 符 . 由 于 


(H 一 五 )G = Dpn(r) p(n"), 


加 对 于 二 重 发 射 ,能 级 264 的 寿命 约 为 015s 
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由 于 波 肾 数 系 各 是 完备 的 , 这 个 求 和 为 8 图 数 8(r 一 7 人). 因此 , 函数 G 满足 
方程 
(fH -EG(r,r’; E) = 6(r — 7)), (59.33) 


即 函 数 G 为 薛 定 廖 方程 的 格林 函数 ((59.32) 式 的 绕 行规 则 决定 了 这 个 方程 的 
解 应 该 如 何 选取 ) . 于 是 , (59.30) 式 的 求 和 问题 就 归结 为 求解 原子 的 格林 函数 . 
然而 , 只 有 当 齐 次 薛 定 刘 方 程 的 精确 解 已 知 时 , 才 可 能 有 方程 (59.33) 的 精确 
解 . 所 以 , 实际 上 只 有 对 和 氨 原子 才能 写 出 方程 (59.33) 的 精确 解 吕 . 


习 融 


计算 一 个 电子 ( 非 相 对 论 性 的 ) 被 近似 单 色光 的 驻 波 弹性 散射 的 概率 (II. 
JI. Kanmuua, P. A. M. Dirac, 1933). 

解 : 驻 波 可 以 看 成 是 动量 为 玉 和 一 下 而 极 化 相同 的 光子 的 组 合 . 电子 的 散 
射 可 以 看 成 是 吸收 一 个 动量 为 天 的 光子 再 发 射 一 个 动量 为 一 De 结果 ， 
电子 的 动量 也 增加 2jjp 并 转 一 个 角度 (大 小 不 变 ), 9 满足 关系 plsin5 = 人 
这 个 过 程 的 概率 可 由 汤姆 孙 散 射 截面 (59.15) 

do = 72|e” .el*do' = 72do/， 

乘 以 动量 为 及 的 光子 流 密度 和 动量 为 一 k 的 光子 数 得 到 . 

频率 在 dw 内 的 光子 流 密 度 等 于 

cU,dw/ (2hw), 


其 中 Udw 为 驻 波 在 谱 间隔 dw 内 的 能 量 密度 (因子 是 由 于 考虑 到 波 的 能 
量 被 在 相反 方向 上 运动 的 光子 平分 ). 形成 驻 波 的 所 有 光子 的 动量 kk 都 平行 于 
一 定 的 方向 n ( 驻 波 的 “方向 "). 换 句 话说 , 能 量 密度 是 频率 和 光 了 于 方向 mn 的 
函数 : Un 二 U5(2)(n' 一 n). 因此 , 动量 为 一 k 的 光子 数 等 于 

| Nwao' = es 2 C3 re 


(比较 (44.8)). 这 样 ， 本 内 电子 的 散射 概率 为 


2n3e4 
= -3 / U2dw. 
由 于 已 假定 非 单 色 性 Aw 很 小 , 故 将 因子 w4 提 到 积分 号 外 . 积分 的 数值 和 
Aw 成 反比 (在 给 定 总 强度 的 情形 下 )， 


Q@ 参见 L. Hostler Journal of Mathematical Physics 5, 591, 1964. 用 此 格林 号 数 计算 氯 
原子 的 散射 振幅 , 请 参见 A. WH. TT. pasoBcrwnii, 了 RE3T®. 56, 605, 1969. 
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假如 原子 的 能 级 是 非 简 并 的 , 则 相干 散射 的 极 化 率 与 强度 由 同一 张 量 
Qsk 三 (cik)jll 决定 , 但 假如 能 级 是 简 并 的 , 则 这 两 个 量 的 观察 值 由 对 该 能 级 所 
有 状态 求 平均 得 到 . 极 化 率 必须 定义 为 平均 值 


Qik = (Cikp)11. 
观察 到 的 散射 强度 由 如 下 乘积 的 平均 值 决 定 : 
(Ci )11 (Cm )11. 


极 化 率 和 散射 之 间 的 联系 变 得 较为 间接 . 

我 们 指出 , 尽管 每 个 (cir)11 可 能 是 复数 , 它们 的 平均 值 却 是 实数 (假定 没 
有 了 吸收 , aik 为 厄 米 张 量 ), 实际 上 , 求 平均 时 可 以 任意 选择 (与 给 定 简 并 能 级 
相对 应 的 ) 一 组 独立 的 波 函 数 , 这 时 总 可 以 使 得 所 有 的 函数 都 是 实数 . 

对 自由 (未 处 于 外 场 中 ) 原子 或 自由 分 子 而 言 , 能 级 的 简 并 通常 是 和 和 角 动 
量 在 空间 的 取向 目 由 相 联 系 的 . 设 散射 时 初 态 的 角 动 量 为 刀 , 而 终 态 的 为 7. 
如 通常 那样 , 散射 截面 应 该 对 所 有 的 Mi 分 量 值 求 平 均 , 并 对 Mo 值 求 和 . 求 
平均 后 , 截面 不 再 依赖 于 JM, 因而 , 紧 接 着 的 求 和 等 价 于 乘 以 (2 如 十 世 . 所 以 ， 
平均 散射 截面 为 





d5 = ww’3c(1) et*ekefex do/， (60.1) 
其 中 
1 一 ! 
>》， (cik)al(ctm) = (2J2 + 1)(cip)21(Cim)$1 ， (60.2) 
2.11 十 1L NT RA, 


带 上 标 1 的 横 线 表示 对 Mi 求 平均 . 

对 于 瑞 利 散射 , 态 1 和 态 2 属于 同一 能 级 (w1s = 0). 如 果 只 考虑 相干 散 
射 , 态 1 和 态 2 必定 完全 相同 , 所 以 , Mi = M2. 在 这 种 情形 下 , 要 对 Ms 求 和 
且 因 此 (60.2) 中 的 因子 2]2 十 1 不 再 出 现 : 


CO 人 
Cig, = (cik)lii(ctm)i . (60.3) 


这 个 平均 的 结果 并 不 需要 进一步 的 计算 就 可 以 写 出 来 , 因为 对 Mi 求 平 
均等 价 于 对 系统 的 所 有 取向 平均 , 此 平均 值 只 能 通过 单位 张 量 6 表示 . 这 时 ， 
只 有 散射 张 量 的 标量 部 分 、 对 称 部 分 与 反对 称 部 分 的 分 量 之 积 的 平均 值 可 以 
不 为 零 . 显然 , 由 单位 张 量 不 可 能 得 到 具有 交叉 乘积 对 称 性 的 表示 式 , 因此 


cl = GY Sip Bim 十 cf203 + cod) (60.4) 


iklm ‘i 
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其 中 
G9 = (2J2 + 1 a ， 
E.1 | 
c(2D)s ~ (2 + 1)(e8 )a1(ci js ， (60.5) 


21 pr Ee 
本 = (2J2 十 1)(c 和 )21(cg)3 . 


换 句 话说 , 自由 取向 系统 的 散射 截面 (以 及 散射 强度 ) 是 三 个 独立 部 分 之 和 , 它 
们 分 别 为 标量 散射 、 对 称 散 射 与 反对 称 散 射 . 

(60.4) 式 三 项 中 的 每 一 项 都 可 用 一 个 独立 量 表示 : 标量 散射 用 C91 表示 ; 
而 对 于 对 称 散 射 和 反对 称 散 射 , 我 们 有 


el 9 
Ci 一 10921 (Bu + SimOk! 一 Smdim ) . 


| 
21 = (2J2 + 1)(ci)21(ci)21 ; 
| (60.6) 
Ci = 6 021 (SiOkm 一 HimOkl), 
| 
G31 = (2J2 + 1)(c% )21 (ch )21 


(单位 张 量 的 组 合 根 据 对 称 性 推出 , 公共 因子 由 成 对 指标 i1 与 上 ,m 的 缩 并 求 
出 ). 
将 (60.4) 一 (60.6) 式 代 人 (60.1) 式 , 就 得 到 散射 截面 的 表示 式 : 


沁 
di = wr {Gaile 5 el 十 0 (4 下 le’ a el? Sy sle” 中) 
+5GS1 -le edo, (60.7) 


此 式 明 显 表示 出 散射 的 角度 依赖 性 与 极 化 性 质 . 
通过 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 并 对 初 态 光 子 的 极 化 与 人 射 方 向 求 平均 ,不 
难 从 (60.1) 式 直接 得 出 任何 方向 上 散射 的 总 截面 , 注意 到 , 如 果 不 仅 对 光子 的 
极 化 求 平 均 , 而 且 对 光子 的 传播 方向 求 平均 , 则 有 
eyek 一 Sik/3, 
(对 这 些 量 的 求 和 将 使 结果 增 大 一 个 因子 2 x 4n). 结 末 为 
ee 8 13 {21) _ ST 


oO 一 0 Cikik 一 了 ww (3G21 十 G21 十 CG51 ). (60.8) 


我 们 已 经 指出 过 , 散射 的 选择 定 则 和 任意 二 秩 张 量 和 矩阵 元 的 选择 定 则 相 
同 . 由 于 散射 强度 可 分 解 成 三 个 独立 部 分 , 所 以 对 其 每 个 部 分 分 别 讨 论 这 个 规 
则 是 方便 的 ， 
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对 称 散 射 的 选择 定 则 和 电 四 极 辐射 的 选择 定 则 相同 , 因为 后 者 也 由 不 可 
约 对 称 张 量 ( 电 四 极 张 量 ) 决定 . 反对 称 散 射 的 选择 定 则 和 磁 偶 极 辐射 的 选 
择 定 则 相同 , 因为 二 者 都 由 轴 矢 量 决定 (反对 称 张 量 等 价 于 (或 对 偶 于 ) 轴 矢 
量 ) 包 . 但 是 这 里 有 一 个 差别 : 在 辐射 情形 中 给 出 电 和 矩 和 磁 矩 平均 值 ( 且 不 和 
辐射 跃迁 对 应 ) 的 那些 对 角 和 矩阵 元 , 在 散射 情形 中 是 非常 重要 的 , 这 是 因为 它 
们 和 相干 散射 相 联 系 . 

标量 散射 的 选择 定 则 和 标量 和 矩阵 元 的 选择 定 则 相同 . 这 意味 着 只 有 对 称 
性 相同 的 状态 之 间 才 有 可 能 发 生路 迁 . 特别 是 , 总 角 动 量 J 及 其 分 量 M 的 值 
必须 相同 (并 且 M 的 对 角 和 矩阵 元 和 MM 无 关 ; 参见 第 三 卷 (29.3)). 因此 , 对 瑞 
利 散射 , 态 1 和 态 2 必须 完全 相同 (不 仅 能 量 相 同 , 而 且 M 也 相同 ), 而 且 瑞 利 
标量 散射 是 完全 相干 的 . 相反 , 由 于 标量 散射 中 的 所 有 状态 总 是 由 它们 互相 组 
合 的 , 因此 在 相干 散射 中 总 存在 一 个 标量 部 分 . 

对 于 在 空间 中 自由 取向 的 系统 , 和 上 面 对 散 射 截面 求 平均 一 样 , 极 化 张 量 
也 必须 对 角 动 量 厂 的 方向 求 平均 . 这 个 平均 非常 简单 : 显然 , 我 们 有 


Qik 三 [GT = (e011 ip. 
由 于 ix 是 唯一 的 二 秩 各 回 同 性 张 量 , 散射 张 量 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 在 
平均 时 消失 . 


上 面 说 过 , 标量 的 对 角 和 矩阵 元 不 依赖 于 Mi, 因此 (co)iiz 上 的 求 平均 符号 
可 以 略 去 (这 个 量 对 任何 Mi 值 都 能 计算 ), 因此 极 化 率 为 


Qik 三 (co)11 x. (60.9) 
由 于 同样 原因 , 决定 相干 散射 标量 部 分 的 量 G9; 中 的 求 平均 符号 也 可 略 去 : 
Gil = Ta = (c)11 (60.10) 


( 略 去 了 因子 2.j2 十 1, 和 (60.3) 式 一 致 ). 这 样 一 来 , 平均 极 化 率 和 相干 散射 的 
标量 部 分 之 间 有 一 个 简单 关系 . 二 者 都 由 下 面 的 量 确定 : 


(coi1 = = 2 -da (60.11) 


习 1] 
1. 求 线 偏振 光 散 射 时 的 角 分 布 和 退 偏 振 度 . 


@ 当然 , 这 里 指 的 是 和 对 称 性 相 联系 的 选择 定 则 , 而 不 是 辐射 情形 中 和 轴 矢 量 的 
具体 形式 相 联 系 的 选择 定 则 ; 磁 矩 矢量 包含 自 旋 部 分 , 而 在 散射 情形 中 所 说 的 是 纯 轨 
道 (坐标 ) 量 的 矩阵 元 . 
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解 : 设 0 为 散射 方向 m' 和 入 射 光 的 偏振 方向 e 之 间 的 夹 角 . 散射 光 包 含 
两 个 独立 分 量 : 一 个 是 在 平面 Tv, e 内 的 偏振 分 量 (强度 为 卫 ), 另 一 个 是 与 此 
平面 好 直 的 分 量 (强度 为 [2); 退 偏振 度 为 有 /了 . 强度 I 和 J2 由 ee 取 适 当 方 
向 时 的 公式 (60.7) 确定 . 

在 标量 散射 中 , 光 在 同一 平面 内 保持 完全 偏振 (I = 0), 强度 的 角 分 布 为 


I = sin2 0. 


此 处 及 以 下 ,了 二 石 十 了 2 的 归 一 化 是 使 得 对 方向 求 平均 时 为 1. 
在 对 称 散 射 中 





3 。 2 1» 3 
I 二 一 DY 
DO 0 
在 反对 称 散 射 中 ， 
I = =“(1 寸 cos20) 
加 4 六 加 cos20 


2. 同上 题 , 但 是 将 线 偏 振 光 改 为 自然 光 . 
解 : (60.7) 式 要 应 用 于 入 射 ( 非 偏振 ) 自然 光 , 必须 作 代 换 


1 
eiek 一 了 (9ik — nink), 


这 相当 于 在 给 定 入 射 方向 n 的 条 件 下 , 对 偏振 方向 e 求 平均 . 散射 光 将 是 部 
分 偏振 的 , 从 对 称 性 考虑 , 很 明显 , 其 两 个 独立 分 量 为 散射 平面 n,n’ 内 的 线 偏 
振 光 (强度 为 站) 与 和 此 平面 重 直 方向 上 的 线 偏振 光 (强度 为 五 ). 散射 角 (n 
和 mn/ 间 的 夹 角 ) 用 日 表示 . 

对 于 标量 散射 ， 


3 了 
T= 并 十 了 站 二 7(1 + cos’ 0), = cos? 0; 


对 于 对 称 散射 ， 和- 
a go 0 0. 
T= 21013+ cos 0), T= 0 

对 于 反对 称 散 射 ， 


I 
站 本 14sin?0. 
8 Fan 


3. 试 确定 圆 偏 振 光 散射 中 的 反 转 因子 (“ 反 转 " 方向 上 圆 偏振 分 量 强度 
和 “正常 "方向 上 偏振 分 量 的 强度 之 比 ) 
的 . 
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设 入 射 光 的 和 失 量 e 具有 分 量 (1,i,0)/V2 (坐标 系 取 法 如 下 : zz 平面 为 散 
射 平面 ,z 轴 为 nn 方向 ), 这 时 , 散射 光 的 “ 反 转 ”和 “正常 ” 圆 偏振 分 量 的 极 化 
秋 量 分 别 为 


e 一 声 Cosb i,—sin0) 和 e' = -万 Cosb i, 一 Sin 0). 
利用 (60.7) 式 计 算 强 度 , 便 求 得 三 种 散射 的 反 转 因子 P: 
0 13 十 cos20 十 10cosb 


一 cos (0/2) 
ER 0 pe = 工 二 So 人 
“D1 13 二 cos20 一 10cosb- 1 一 sin4(0/2) 


(9 为 散射 角 ). 
4. 计算 低频 光子 被 基态 氨 原 子 散 射 的 截面 . 
解 : 低频 光子 只 可 能 受到 弹性 散射 . 由 于 和 氮 原 子 基态 的 轨道 角 动 量 工 = 0， 
选择 定 则 (忽略 自 旋 轨道 耦合 ) 只 允许 标量 散射 原子 的 静态 极 化 (用 通常 的 


单位 ) 为 : 
9 7/ 也 \ 
“3 (7 ) 


(参见 第 三 卷 876 习题 4). 将 其 代入 (60.8) 式 , 便 得 到 所 求 的 截面 : 


a 


5. 计算 氛 核 对 YY 射线 弹性 散射 的 截面 (H. A. Bethe, R. Peierls, 1935). 
解 : 氛 核 基态 及 其 连续 谱 态 ( 离 解 的 氛 核 ) 的 波 函 数 为 


和 = 六 一 一 Wp = ep7， Mt 一 VMI 


TT 个 


(参见 (58.2) 和 (58.3) 式 ). 偶 极 矩 矩 阵 元 dpo = -ieppo/(Mwpo) 已 在 858 中 计 


算 过 : 
da 4nie x Pp 
P0 MsoY 2r x2 + pa 
并 且 频 认为 wpo = (2 十 Me2)/M. 极 化 张 量 为 
i 2 2” 
Qik 一 全 全 7 |dop| 人 -起 | 


第 一 项 和 和 气 核 内 部 自由 度 的 虚 激 发 有 关 , 可 写成 (60.11) 的 形式 . 第 二 项 则 和 
波 场 对 气 核 的 整体 平移 运动 的 作用 有 关 . 由 于 此 运动 是 准 经 典 的 , 因而 散射 张 
量 的 相应 部 分 由 (59.14) 给 出 ( 须 将 m 换 成 氛 核 的 质量 2M). 





. 232 ， 第 六 章 光 的 散射 


Qik 的 计算 归结 为 求 积 分 


1 三 2z4qz Dp Mw 


/=3 之 


tw 
oH x x 7 


我 们 有 


yoid ldo n=3/ 2z4dz 
8d4A OAD ” 2/ (+ N+ 7 


当 了 < 1 时 ,被 积 函 数 在 复 变 量 z 的 上 半 平 面 内 有 极点 iM, ivI 十 7Y, ivVI 一 ~; 
由 这 些 极点 的 留 数 可 计算 积分 0. 结果 为 


1 3/2 1— 3/2 ] 
外 和 一 ds +7 十 sy 二 3 二 ， 
2 2y4 2ry4 872 ~ 





用 aik 表示 总 散射 截面 , 根据 (60.8) 和 (60.10), 它 等 于 (用 通常 单位 ): 


_8r/eN| i 
"TT3\Me 

当 了 > 了 >1 时 ( 即 在 氛 核 电离 阅 以 上 ) 的 散射 振幅 可 通过 解析 延 拓 由 ?<1 

时 的 散射 振幅 得 到 ; 这 个 振幅 有 一 虚 部 , 且 必 定 为 正 的 (按照 (59.17) 的 绕 行 法 


则 ): 
sr/ 2) 
3 \Me? 


当 > 六 1 时, 我们 得 到 og = (8r/3)(e2/Mc2)2. 如 应 该 的 那样 , 它 和 一 个 自由 质 
子 的 ( 非 相对 论 ) 散射 一 致 . 
辐射 的 角 分 布 为 


2 
yh 


4 2 


55 十 3 +7Y)3/2 二 (1L 一 7)2 








2 
当 7 > 1. 





了 








4 2 2 
> 2 ])3/2 04.;_ (~ — 1)3/2 
3 十 3 (Y 十 1) tis (Y— 1) 


a 2 
do =07(l+eos 人 0) 
其 中 9 为 散射 角 . 根据 (59.24) 确定 散射 振幅 后 , 我 们 有 


2e2 (7 — 1)3/? 


Ds 3Mc? ~* 


; ls 





按照 光学 定理 (59.26), 此 量 应 当 等 于 wor/4n, 其 中 ot 为 光 致 离 解 的 总 截面 
(58.4)， 由 于 弹性 散射 截面 (~ e4) 是 比 离 解 截面 (~ e2) 更 高 阶 的 小 量 (参见 
(58.4 )), 因此 ot 等 于 离 解 截 面 . 由 于 同样 原因 , 在 此 近似 中 , 当 ?7<L1( 即 在 离 
解 阀 以 下 ) 时 , 散射 振幅 为 实数 . 
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分 子 散 射 的 特殊 性 质 和 构成 分 子 光 谱 理 论 的 基础 的 性 质 是 同样 的 , 即 可 
以 将 原子 核 不 动 时 的 电子 状态 和 原子 核 在 给 定 电 子 有 效 场 中 的 运动 分 开 来 
处理. 

设 入 射 光 的 频率 w 小 于 电子 第 一 激发 能 量 w。. 于 是 在 散射 过 程 中 , 电子 
谱 项 不 可 能 被 激发 . 散射 将 是 瑞 利 散射 , 或 是 存在 转动 (或 振动 ) 能 级 激发 的 
拉 曼 散射 . 

其 次 , 我 们 假设 分 子 的 电子 基 项 是 非 简 并 的 ( 且 没 有 精细 结构 ). 也 就 是 
说 , 我 们 假设 电子 的 总 自 旋 和 电子 的 总 轨道 角 动 量 在 分 子 轴线 上 的 分 量 都 等 
于 堆 (对 于 对 称 陀螺 型 分 子 )}. 对 于 双 原 子 分 子 , 这 意味 着 电子 基 项 必定 是 1!Z. 
我 们 知道 , 大 多 数 分 子 的 基态 都 能 满足 这 些 条 件 @. 

最 后 , 我 们 假设 频率 w 比 基 项 的 核 (转动 与 振动 ) 能 级 之 间 的 间隔 大 , 而 
差 w。 一 w 和 激发 项 的 核能 级 结构 有 类 似 关系 .于 是 , 人 射 光 的 频率 必定 离 共振 
相当 远 . 正 是 这 些 条 件 使 我 们 在 计算 散射 张 量 时 从 一 开始 就 不 考虑 核 的 运动 ， 
而 根据 给 定 的 核 的 组 态 来 讨论 问题 . 

在 这 类 问题 中 , 散射 张 量 就 是 极 化 张 量 az = (cib)it, 并 且 原 则 上 能 够 按 
照 一 般 公 式 (59.17) 计算 ; 在 (59.17) 式 中 , 求 和 是 对 所 有 激发 电子 谱 项 进行 的 . 
这 样 得 到 的 aik 是 原子 核 组 态 坐 标 gq 的 函数 (这 些 坐 标 是 电子 谱 项 的 能 量 和 
波 函 数 的 参数 ). 由 于 态 是 非 简 并 的 , 张 量 aik(e) 为 实 的 并 且 是 对 称 的 . 

张 量 aii(q) 为 分 子 在 给 定 原子 核 组 态 下 的 电子 极 化 率 . 要 求解 实际 的 散 
射 问 题 , 还 必须 考虑 初 态 与 终 态 中 原子 核 的 运动 . 设 (9) 与 Vs,(a) 为 这 两 个 
态 的 核 波 函 数 , sl 与 s 为 振动 与 转动 量子 数组 . 所 求 的 散射 张 量 为 张 量 aik(g) 
对 这 两 个 函数 的 矩阵 元 : 


4s2|aik|s1) = / ps, (qik Ws dq. (61.1) 


由 于 张 量 aik(a) 是 对 称 的 , 张 量 (61.1) 也 是 对 称 的 (不 管 s1, sa 是 否 相 同 ). 于 
是 , 我 们 得 出 结论 : 在 上 述 条 件 下 , 不 论 是 在 瑞 利 散射 中 , 还 是 在 拉 曼 散射 中 ， 
都 没有 反对 称 部 分 , 散射 将 只 包含 标量 部 分 与 对 称 部 分 . 
极 化 率 的 标量 部 分 a?(g) 和 分 子 的 取向 无 关 , 而 只 依赖 于 分 子 中 原子 的 
内 部 组 态 . 设 v 为 分 子 的 振动 量子 数组 , r 为 转动 量子 数组 ( 磁 量子 数 m 除 
外 然而 , 下 面 给 出 的 结果 也 以 一 定 的 近似 性 适用 于 如 下 情况 : 电子 基 项 的 简 并 是 
非 零 自 旋 引 起 的 , 但 是 自 旋 轨道 相互 作用 很 小 (因而 由 它们 所 引起 的 精细 结构 可 以 忽 
略 ). 在 这 个 近似 中 , 具有 不 同 自 旋 方向 的 态 不 能 合并 , 从 这 个 意义 上 讲 , 它们 的 行为 看 
起 来 又 是 非 简 并 的 . 例如 , 具有 基 项 3z 的 分 子 02 就 属于 这 种 类 型 . 
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外 ). 那么 矩阵 元 为 
(veram2|a [viT1m1) 一 (v2 lo |v1) 687, 7, Smim2. (61.2) 


对 量子 数 +, mm 的 对 角 性 对 任何 标量 都 成 立 . (61.2) 式 的 特点 是 : 这 个 矩阵 元 
和 这 两 个 量子 数 完全 无 关 . 因此 , 标量 散射 只 对 纯 振动 跃迁 才 发 生 , 而 与 转动 

对 称 散 射 由 张 量 as, 的 矩阵 元 决定 . 它 在 固定 坐标 系 zyz 中 的 分 量 可 以 
通过 随 分 子 一 起 运动 的 坐标 系 上 6 中 的 分 量 $y,, 表示 : 


Qi = Ya DiiDik, (61.3) 
itk’ 
其 中 Di; 为 新 坐标 轴 对 旧 坐 标 轴 的 方向 余弦 .25，， 和 分 子 的 取 回 无 关 , 而 Di; 
和 分 子 的 内 部 坐标 无 关 . 因此 


(Va2727712 [Qype |w r17721) 一 >》 (v2 [Gi [v1) (727722 | DR | m1). 


ak’ 
不 难 证 明 , 这 些 量 模 的 平方 对 rom2,ik 求 和 等 于 史 
YY v2r2m2laic virima)h = > (v2lay lw) (61.4) 
T2712 ?天 公开/ 


这 意味 着 , 对 于 从 给 定 振动 -转动 能 级 w, ri 到 振动 态 v 的 所 有 转动 能 级 的 
跃迁 , 总 的 散射 强度 和 71 无 关 . 

对 于 对 称 陀 螺 型 分 子 来 说 , 还 可 进一步 求 出 散射 强度 和 每 个 跃迁 wa 一 
ver2 的 转动 量子 数 之 间 的 关系 . 在 这 种 情形 下 , 量子 数 7 是 角 动 量 J 及 其 在 分 
子 轴线 上 的 分 量 大 . 我 们 将 as 的 第 卡 儿 分 量 用 相应 的 二 秩 球 张 量 代替 , 其 分 
量 用 ax 表示 (入 = 0, 土 1, 士 2). 按照 第 三 卷 (110.7) 式 , 这 个 量 的 模 平 方 为 


|((v2 J kom2zlas vi km 


2 2 
= (2.7 十 1(2.2 十 1 v2 [CG |v1)|’, 
(271 + 1)(27, (2 区 | (了 |(v2lax lv) 


@ 对 求 和 作 变 换 时 , 我 们 用 到 如 下 等 式 
>》 > (rimi|DiDkglr2m2) ram2| Di Drg' |r1im1) 


ik Tr2m2 


= (rim1| 》 DiDkg Di Dkgr lrim1) = (rimildi dog lrim1) = 116909.. 
大 


此 式 表明 和 矩阵 Pix 的 么 正 性 . 
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其 中 aw (gq) 是 对 固定 在 分 子 上 的 坐标 轴 的 球 极 化 张 量 , 且 入 = 一生 . 对 m2 
与 入 = mz 一 mi 求 和 (m 固定 ), 我 们 得 到 (比较 第 三 卷 (110.8) 式 ): 


> nn ( . 2 I(valaex on) [2. 

(61.5) 
这 个 量 决 定 振动 -转动 荆 迁 1 刀 ki 一 v2.J2ko 的 散射 强度 . 由 于 和 矩阵 元 (v2|G | 
一 般 不 依赖 于 分 子 的 振动 , 因而 , (61.5) 式 也 确定 了 强度 与 帮 ,Js 和 ki, kz 的 依 
赖 关 系 . 我 们 看 到 , (61.5) 式 的 右 端 只 含 极 化 张 量 的 一 个 球 分 量 . 


将 (61.5) 式 对 到 和 ks 求 和 , 我 们 得 到 
9, 2 l(bk2m2zlaslvi Tikim)l = >》_|(v2lav lo)l?, 
A 


A J2k2ma2 

于 是 , 我 们 回 到 了 求 和 法 则 (61.4). 

对 称 陀螺 的 一 种 特殊 情形 是 转子 一 一 一 种 线 状 分 子 (例如 双 原 子 分 子 ). 
角 动 量 在 这 种 分 子 的 轴线 上 的 分 量 等 于 零 (在 电子 轨道 角 动 量 为 零 的 非 简 并 
电子 态 中 ). 因此 在 此 情形 下 , (61.5) 式 中 我 们 必须 取 kh = ks = 0. 

最 后 , 我 们 来 考虑 振动 拉 曼 散射 中 的 选择 定 则 以 及 分 子 振 动 光 谱 发 射 谱 
(或 吸收 谱 ) 中 的 同类 问题 . 

对 于 散射 , 问题 简单 地 归结 为 求 出 张 量 aik(g) 对 振动 波 函 数 各 (9) 的 矩 
阵 元 非 零 的 条 件 ; 这 时 , 标量 a? (对 于 标量 散射 ) 和 不 可 约 对 称 张 量 as， (对 于 
对 称 散 射 ) 应 该 分 别 考 虑 . 在 发 射 (或 吸收 ) 中 起 相应 作用 的 是 矢量 d(gq) 的 矩 
阵 元 , d(gq) 为 原子 核 位 置 给 定时 分 子 偶 极 矩 对 电子 态 的 平均 值 (对 于 双 原 子 分 
子 , 这 一 点 在 854 中 已 经 讲 过 了 ). 

多 原子 分 子 的 振动 可 以 按照 对 称 类 型 分 类 , 即 按照 相应 点 群 的 不 可 约 表 
示 Da 分 类 , a 为 表示 的 编号 (参见 第 三 卷 8100). 这 些 表示 也 可 用 来 确定 分 子 
振动 波 函 数 的 对 称 性 (参见 第 三 卷 8101). 第 一 振动 态 (量子 数 we = 1) 波 函 数 
的 对 称 性 和 振动 模式 的 对 称 性 D。 相同 . 较 高 态 (us > 1) 的 对 称 性 的 表示 为 
[Dy"], 这 是 表示 Do 自 乘 v 次 的 对 称 积 . 最 后 , 不 同 振动 a 和 同时 被 激发 的 


在 给 定 ki 入 (因而 ko = ki 十 和 给 定 ) 的 条 件 下 对 央求 和 , 我 们 有 
2 
J2 2 JW 


(参见 第 三 卷 (106.13)). 然后 在 给 定 ki 的 条 件 下 对 kz (或 等 价 地 对 入 = kz 一 ki) 求 和 . 
@ 这 里 我 们 没 考虑 由 于 分 子 的 振动 与 转动 之 间 相 互 作 用 引起 的 效应 (参见 第 三 卷 
§104). 
包 这 些 光 谱 在 红外 区 , 一般 在 吸收 谱 中 观察 到 ， 


. 236 - 第 六 章 光 的 散射 


态 的 对 称 性 由 直 积 [Dy*] x [Di] 给 出 中 . 各 种 量 (标量 、 矢 量 、 张 量 ) 按 不 同 对 
称 类 型 的 选择 定 则 已 在 第 三 卷 897 中 讲述 过 了 . 

由 分 子 的 对 称 性 质 得 到 的 选择 定 则 是 很 严格 的 . 此 外 还 有 一 些 建立 在 如 
下 假设 基础 上 的 近似 选择 定 则 : 振动 是 谐振 动 , 函数 aik(g) 或 d(q) 可 以 展 成 
振动 坐标 g 的 震级 数 . 这 些 近似 选择 定 则 来 源 于 谐振 子 的 已 知 选择 定 则 ; 按 
照 谐振 子 的 选择 定 则 , 只 有 对 振动 量子 数 改变 Av = 士 1 的 跃迁 , 谐振 子 坐 标 4 
的 矩阵 元 才 不 为 零 . 
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迄今 为 止 , 我 们 在 研究 光 的 辐射 和 散射 时 , 都 将 系统 (例如 , 原子 ) 的 所 有 
能 级 看 成 是 严格 离散 的 . 但 事实 上 激发 能 级 由 于 发 射 而 有 一 定 的 衰变 概率 ,所 
以 其 寿命 是 有 限 的 . 按照 量子 力学 的 一 般 原理 , 可 以 得 出 结论 : 能 级 是 准 离散 
的 ,具有 某 种 有 限 (当然 是 很 小 的 ) 的 宽度 (参见 第 三 卷 8134), 可 写成 一 iT/2 
的 形式 , (T= 研 / 用 为 单位 时 间 内 该 状态 所 有 可 能 的 “衰变 ”过 程 的 总 概率 . 

我 们 来 研究 这 个 情形 是 如 何 影响 辐射 过 程 的 (V. Weisskopf, E. Wigner， 
1930). 显然 , 由 于 能 级 有 一 定 的 宽度 , 因而 发 出 的 光 不 是 严格 单 色 的 , 其 频率 
是 有 一 定 范围 的 Aw~ 卫 (= 了/ 间 . 这 时 , 由 于 辐射 系统 初 态 的 寿命 是 有 限 的 ， 
自然 就 提出 寻求 发 射 给 定 频 率 光 子 的 总 概率 的 问题 , 而 不 是 单位 时 间 内 的 发 
射 概率 , 首先 , 我 们 对 原子 从 某 个 激发 能 级 


1 
和 一 7 


到 基态 能 级 Ez 的 跃迁 计算 这 个 总 概率 . 基态 能 级 Ez 的 寿命 为 无 限 大 , 因此 
是 严格 离散 的 . 

设 到 为 原子 和 光子 场 的 波 函 数 , 吾 = 瑟 0) + 六 为 这 个 系统 的 哈密 顿 算 
符 , 而 世 为 原子 和 光子 场 的 相互 作用 算 符 . 我 们 来 求解 苹 定 读 方 程 : 


i = (HO +V)v (62.1) 
写成 按 系统 非 微 扰 态 波 函 数 的 展开 的 形式 : 
y= ot) = 》 az 人 te Ey). (62.2) 


@ 当然 , 振动 波 函 数 的 对 称 性 质 和 振动 势能 的 具体 形式 无 关 , 特 别 是 和 第 三 卷 8101 
中 有 关 振 动 为 谐振 动 的 假设 无 关 . 
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对 系数 gy(t), 我 们 得 到 如 下 方程 组 : 


i >》_(IYw yav exp{i(éy 一 Ev)t}. (62.3) 


设 | 为 具有 能 量 = Eo 十 w 的 态 , 在 这 个 态 中 , 原子 处 于 基态 能 级 忆 ， 

且 有 一 个 确定 频率 w 的 光量 子 ; 这 个 态 我 们 用 |w2) 表示 . 在 初始 时 刻 , 系统 处 

于 |1) 态 , 这 个 态 是 原子 被 激发 到 能 级 户 , 且 没 有 光子 . 也 就 是 说 ,在 t=0 时 
我 们 必定 有 

a1=1,， @y'=0 对 |v)#|1). (62.4) 


方程 (62.3) 在 此 初始 条 件 下 的 解 ( 波 函 数 经 适当 的 归 一 化 ) 给 出 t+ 时刻 原 子 产 
生 跃 迁 1 一 2 并 发 射 一 个 在 频率 间隔 dw 内 光子 的 概率 : 


|Qw2(t)|* dw. 
我 们 感 兴趣 的 是 上 一 oo 时 的 极限 : 
dw = |aua(co)|“dqw. (62.5) 


为 使 问题 更 为 明确 , 我们 回顾 一 下 : 在 一 级 近似 中 求 跃迁 1 一 2 在 单位 时 
间 内 的 通常 发 射 概率 (忽略 能 级 宽度 ) 时 , 必须 把 方程 (62.3) 右 端 所 有 的 ov (加 
换 成 (62.4) 的 值 , 然后 将 这 样 得 到 的 解 对 大 的 t 值 进行 检验 (比较 第 三 卷 842). 
现在 , 我 们 可 以 更 准确 地 阐明 这 个 方法 : 它 所 涉及 的 时 间 比 激发 能 级 的 寿命 
短 ; 而 所 谓 大 的 t 是 指 比 时 间 1/(Bi 一 Bo) 大 , 但 仍 比 1/ 荆 小, 
在 现在 的 情形 下 , 所 考虑 的 时 间 可 以 和 1/ 六 相近 , 函数 a1(t) 按 如 下 规律 
随时 间 豪 减 : 
a1(t) = ent/2. (62.6) 


但 是 , 对 于 原子 发 射 产生 的 态 jv 人》 函数 ay(t) 随时 间 递 增 , 如 果 从 给 定 能 级 
Ei 不 但 能 跃迁 到 能 级 Ez, 还 能 够 跃迁 到 原子 的 各 个 不 同 能 级 , 那么 将 有 很 多 
递增 函数 ay(t), 其 中 每 一 个 都 对 应 着 一 个 态 , 在 这 个 态 原子 处 于 一 定 能 级 且 
有 一 个 适当 能 量 的 光子 . 然而 , 在 方程 (62.3) 的 右边 仍 只 保留 了 一 项 (|v') =1 
项 ). 实际 上 , 非 零 矩阵 元 仅 存 在 于 这 样 的 跃迁 中 : 其 中 有 相同 能 量 的 光子 数目 
改变 1. 因此 , 知 各 个 态 包含 能 量 不 同 的 光子 , 矩阵 元 必定 等 于 零 . 

这 样 , 对 于 aw2z(t), 我 们 有 方程 : 


;daw2 
dt 


= (w2|V|1)el(Bte Big! = (w2|V|1) exp {i& — wi2)t — 2 ， (62.7) 
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其 中 ui = 有 一 Ez. 在 aw2(0) = 0 的 初 条 件 下 积分 , 求 得 


1 一 PA ee in kd 


(62.8) 
因此 概率 dw (62.5) 为 : 


Be (walVIDP a 
由 于 宽度 旋 之 wiz, 所 以 在 因子 |(w2|V|1)? 中 可 取 w=wiz. 于 是 , 量 27|(w2|V|1)? 
为 发 射频 率 为 wis 的 光子 的 通常 概率 (单位 时 间 内 ), 所 发 射 的 光子 除 频 率 外 
还 有 其 它 特征 量 , 如 运动 方 癌 与 极 化 , 为 简洁 计 , 我 们 尚未 提 及 这 些 量 . 我 们 看 
到 , 概率 对 这 些 特 征 量 的 依赖 关系 完全 由 因子 |(w2IV|1)? 决定 . 因此 , 允许 能 
级 有 宽度 并 不 影响 辐射 的 极 化 性 质 或 角 分 布 . 

对 光子 的 极 化 与 运动 方向 求 和 


D1_2 = 27 > |(w2VID)， (62.9) 


得 到 通常 的 总 发 射 概率 . 这 也 是 能 级 Ei 中 由 跃迁 1 一 2 引起 的 宽度 部 分 (能 
级 分 宽度 ), 它 和 总 宽度 碾 不 同 , 总 宽度 帮 是 由 该 准 稳 态 所 有 可 能 的 “衰变 ” 
方式 的 贡献 而 产生 的 名 . 

对 概率 dw 进行 类 似 的 求 和 , 我 们 得 到 如 下 发 射 光 频率 分 布 的 最 后 表示 


式 : 
dw 


ni i 
27 (wi12 一 w)2 + T/A 
其 中 wi = 也 2/ 帮 为 跃迁 1 一 2 的 总 相对 概率 . 这 是 一 种 色散 型 分 布 . (62.10) 
式 所 描写 的 谱 线 形状 是 孤立 不 动 的 原子 所 固有 的 , 称 为 自然 形状 @. 

现在 设 原子 的 能 级 Eo 也 是 一 个 有 有 限 宽 度 [5 的 激发 态 能 级 . 为 简单 起 
见 , 我 们 假设 这 个 宽度 是 由 于 原子 跃迁 到 基态 Eo 并 发 射 一 个 光子 而 产生 的 
(最 后 结果 (62.12) 将 和 此 假设 无 关 ). 这 时 态 1 的 衰变 过 程 可 以 看 成 在 §59 中 
研究 过 的 双 光 子 发 射 过 程 . 这 个 过 程 的 矩阵 元 ( 暂 不 考虑 态 2 寿命 有 限 ) 由 如 
下 公式 给 出 : 


dw = Ut 一 (62.10) 


(ww’OlV|w2) (w2{V|1) 
Eo— E+w 十 10 


@ 当然 , 公式 (62.6), (62.9) 还 可 通过 对 a1(t) 求解 类 似 于 (62.7) 的 方程 得 出 . 

我 们 看 到 , 跃迁 到 连续 谱 的 态 (产生 一 个 有 限 的 能 级 宽度 ) 不 一 定 有 光子 发 射 . 高 
激发 (X 射线 ) 能 级 在 衰变 时 可 以 发 射 一 个 电子 并 形成 一 个 处 于 基态 的 正 离子 ( 俄 软 效 
应 ). 

@ 它 不 同 于 原子 与 其 它 原子 相互 作用 所 引起 的 增 宽 (碰撞 增 宽 ), 或 者 由 辐射 源 中 
原子 的 不 同 速度 所 引起 的 增 宽 (多 普 勒 增 宽 ). 


(ww’O|lV ?|1) = (62.11) 
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公式 (59.2) 中 的 态 2 变 为 态 0, 在 对 n 的 求 和 中 只 剩 下 和 态 2 的 原子 所 对 应 
的 项 , 当 w' 接近 Ez 一 Bo 时 由 于 共振 , 这 一 项 变 得 很 大 . 现在 如 果 考 虑 到 态 2 
的 寿命 有 限 , 只 需 在 (62.11) 中 进行 代 换 Es 一 Ez 一 iT2/2 即 可 , 这 就 给 出 
(ww’O0|V |w2)(w2|V]1) 

Eo — Ez +w’ tils/2 

将 此 矩阵 元 值 代入 awwwz(t) 的 方程 (该 方程 和 (62.7) 的 差别 只 是 符号 不 同 ), 经 
过 和 (62.8) 完全 类 似 的 推导 , 我 们 得 到 : 

四 (ww0V Iw2)(w2|V|1) 

(ww iT2/2)(w + w’ — wio + iT /2). 


发 射 w 与 w' 光子 的 概率 为 


(ww’O0|V 1)) = 


Qww'0(00) 


dw = |aww'o (00)|* dwdw’ 
11_,» 1».,0 dwdw’ 
7 2x 2r [ww20)? + TT2/4[w + wm wi0)? + TT2/4 


此 式 当 w' s% wao 与 w swlz 时 有 尖锐 的 峰值 , 这 也 是 应 该 期 待 的 . 

和 跃迁 1 -2 对 应 的 谱 线 形状 可 以 由 (62.12) 式 对 dw' 积分 得 到 (积分 区 
域 可 以 扩展 为 从 -oo 到 +oeo). 如 果 利 用 复 变 量 w' 在 复 平面 上 半 部 的 无 限 大 
半圆 封闭 积分 路 径 , 则 积分 的 计算 变 得 非常 简单 , 其 结果 由 被 积 了 图 数 在 极点 


1 六 iT 
w= wa0 + -3 和 w=wio w+ 








(62.12) 


的 留 数 之 和 决定 . 结果 为 


71 十 了 72 dw 
2T[ (w 一 wi2)2 十 (D+ T)2/4 


其 中 w = 站 -7 ro/ 六 严 为 二 重 跃 迁 1 一 2 一 0 的 总 概率 中 ， 

谱 线 形状 (62.13) 和 (62.10) 的 区 别 只 是 作 了 一 个 代 换 六 一 嘱 十 疙 : 谱 
线 宽度 等 于 初 态 和 终 态 宽度 之 和 . 

一 般 来 说 , 谱 线 宽度 不 等 于 跃迁 1 一 2 本 身 的 概率 帮 _,s, 也 就 是 说 , 它 并 
不 与 谱 线 强度 成 正比 (如 在 经 典 理论 中 那样 ). 由 于 六 十 到 > 站, 因此 , 谱 
线 可 以 有 较 大 的 宽度 , 而 强度 相对 较 小 , 


dw = wt (62.13) 


外 在 更 复杂 的 情形 下 , ws 为 从 跃迁 1 ~ 2 开始 并 在 能 级 0 上 结束 的 所 有 级 联 跃 迁 
的 总 概率 . 
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在 光 的 散射 问题 中 , 当 人 射 光 的 频率 w 接近 一 个 “中 间 ” 频 率 wni 或 wn2 
时 , 考虑 能 级 的 有 限 宽 度 是 很 重要 的 ; 这 就 是 所 请 的 共振 奖 光 (V. Weisskopf， 
1931). 

我 们 来 研究 系统 (如 原子 ) 处 于 基态 时 的 瑞 利 散射 , 这 时 初 态 与 终 态 能 级 
相同 并 且 是 严格 离散 的 . 设 光 的 频率 接近 某 个 频率 wni, 这 里 nn 为 一 个 激发 能 
级 并 因此 是 准 离散 的 . 

解决 这 个 问题 可 以 用 上 节 所 阐述 的 方法 , 但 在 这 里 不 需要 那样 做 , 因为 这 
个 问题 和 准 离散 能 级 的 非 相 对 论 共振 散射 问题 完全 相似 , 请 参见 第 三 卷 8134. 
根据 那里 得 到 的 结果 , 散射 振幅 必定 包含 一 个 极点 因子 


-可 


另 一 方面 , 当 |w 一 wni| 六 I 时 , 公式 应 该 过 渡 到 非 共 振 公式 (59.5). 由 此 可 
见 , 所 求 的 散射 截面 可 由 (59.5) 式 作 简单 代 换 刀 一 了 -imny/2 得 到 , 并 且 对 
n 的 求 和 仅 限 于 共振 项 : 
2 
》 (don ‘©"*)(dni:e) 
Mn, 
wni w+T2/4 
求 和 对 所 有 与 共振 能 级 En 相对 应 的 状态 (具有 不 同 的 角 动 量 分 量 值 Mn) 进 
行 . 态 1 和 态 2 属于 同一 “基态 ”能 级 , 但 可 用 Mi 和 M2 加 以 区 分 . 

截面 (63.1) 在 w = wni 时 有 极 大 值 . 其 数量 级 为 cmax ~ wsd4/I2. 由 于 自 
发 瞩 迁 n 一 1 的 概率 并 因此 宽度 ~ wg2, 所 以 此 值 等 于 








do = w4do/. (63.1) 


Omax ~W ?~ 和 A”, (63.2) 


此 值 和 光波 长 的 平方 有 相同 数量 级 , 且 和 精细 结构 常数 无 关 , 这 一 点 和 共振 区 
域外 的 典型 值 ~ rz 可 作 比 较 . 
必须 强调 指出 , 由 于 散射 前 后 原子 都 处 在 严格 的 离散 能 级 (基态 能 级 ) 上 ， 
因此 初级 光子 和 次 级 光子 的 频率 是 完全 相同 的 . 所 以 , 如 果 人 射 光 是 单 色 的 ， 
那么 散射 光 也 是 单 色 的 . 如 果 人 射 光 具有 谱 强 度 分 布 I(w), 而 且 消 数 I(w) 在 
宽度 I 内 变化 很 小 , 那么 散射 光 强 度 将 正比 于 
T(wni1)dw 


(0 wn) F7274 nn) Tad (63.3) 


863 共振 荧光 :241 . 


这 样 一 来 , 散射 谱 线 的 形状 就 和 能 级 思 , 的 自发 发 射 谱 线 的 目 然 形 状 完全 
一 样 . 
截面 (63.1) 所 对 应 的 散射 张 量 为 


>》 (di )2n (dx )n1 


(cik)a1 = (63.4) 
特别 是 , 极 化 张 量 为 
>》 (di)in(dk)na 
Cik 一 (cikj)1l = (63.5) 


可 以 立即 看 到 , 中 间 激 发 态 能 级 上 增加 的 虚 部 破坏 了 极 化 张 量 的 厄 米 性 
(甚至 当 频 率 低 于 电离 阅 时 ), 而 虚 部 的 出 现 直 接 和 光 的 吸收 相 联 系 . 

原子 吸收 一 个 光子 后 , 迟早 要 重新 回 到 基态 并 发 射 一 个 或 数 个 光子 . 所 
以 , 从 这 个 观点 看 , 吸收 截面 不 过 是 所 有 可 能 的 散射 过 程 的 总 截面 ci 包 . 另 一 
方面 , 按照 光学 定理 (59.25), 这 个 截面 可 由 极 化 张 量 的 反 厄 米 部 分 表示 . 

由 (63.5) 式 计算 出 张 量 oix, 代入 (59.25) 式 , 我 们 求 出 吸收 一 个 频率 为 
w( 接 近 wni) 的 光子 的 截面 公式 : 

刀 /2 

Rw 一 wnr)j2 十 721/4 

在 六 一 0 的 情形 , 这 个 公式 中 最 后 的 因子 趋 于 8 函数 8(w 一 wni). 这 一 
点 和 以 下 事实 是 一 致 的 : 在 此 情形 , 只 能 吸收 一 个 具有 特定 频率 的 光子 . 设 具 
有 给 定 能 谱 与 方向 的 能 流 密度 Ike (和 (44.7) 式 比 较 ) 的 光 人 射 在 原子 上 . 于 
是 光子 数 通 量 密度 为 < dwdo, 所 以 吸收 概率 为 


一 4n? > [dni eu (63.6) 
Mn 


dwoa 一 mostedudo (63.7) 
如 果 函 数 ke(w) 在 宽度 I 厂 上 变化 很 小 , 那么 , 对 频率 积分 后 , 我 们 得 到 


du。 = 4m2 > [dn1: el?Ike (wn1)dwdo. 
Mn 


按照 (45.5) 式 ， 
区 ,3 


为 自发 发 射 一 个 频率 为 wni 的 光子 的 概率 , 于 是 我 们 回 到 了 (44.9) 式 . 


@ 必须 强调 指出 , 这 里 所 说 的 是 系统 处 于 稳定 基态 中 的 吸收 . 对 于 激 发 态 , 这 个 问 
题 必 须 有 不 同 的 说 法 , 这 是 因 实验 时 间 是 有 限 的 
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碰撞 问题 的 一 般 提 法 是 : 对 给 定 的 系统 初 态 (一 组 自由 粒子 ), 求 各 种 可 
能 的 终 态 ( 另 一 组 自由 粒子 ) 的 概率 . 如 果 用 符号 |i) 标记 初 态 , 碰撞 结果 可 写 
成 如 下 冶 加 : 
S|f) (FIS), (64.1) 
f 


其 中 的 求 和 对 各 种 可 能 的 终 态 |f) 进行 . 这 个 展开 式 的 系数 (f|S]i) (更 简单 地 
写成 Sf*) 组 成 散射 矩阵 或 S 矩阵 中 , 其 平方 |Syij? 就 是 跃迁 到 状态 |f) 的 概 
率 . 

只 要 粒子 之 间 没 有 相互 作用 , 系统 的 态 就 不 会 改变 , 这 种 情况 相当 于 单位 
9 矩阵 (无 散射 情形 ). 在 任何 情形 下 , 总 可 以 方便 地 把 单位 矩阵 分 离 出 来 , 将 
散射 矩阵 写成 如 下 形式 ; 


Spi = Opi i(27)46(4) (Pr — P:)Tsi, (64.2) 
其 中 Ty; 为 另 一 矩阵 . 在 第 二 项 中 分 出 了 一 个 表达 四 维 动量 守恒 定律 的 四 维 
5 函数 (P 和 Py 分 别 为 初 态 和 终 态 中 所 有 粒子 的 四 维 动量 之 和 ), 其 余 因 子 则 


是 为 以 后 方便 而 引 人 的 . 在 非 对 角 和 矩阵 元 中 , (64.2) 式 的 第 一 项 不 再 出 现 ， 
而 对 于 i 一 跃迁, S 矩阵 元 和 了 和 抢 阵 元 之 间 有 如 下 关系 : 


57 =if2r)45 风 (Pr — Pi)Te. (64.3) 
Q 源 自 英文 Scattering 或 德 文 Streuung. 
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分 出 8 函数 后 剩 下 的 矩阵 元 Ty; 称 为 散射 振幅 . 
当 取 模 |Syi| 的 平方 时 会 出 现 8 函数 的 平方 , 这 可 以 做 如 下 解释 : 6 函数 
来 自 积 





1 l 
5 (Pr — RB) = (2n)4 / 0 ee 


如 果 对 Pr = Pi 计算 另 一 个 同样 的 积分 (由 于 已 经 有 了 一 个 8 函数 ), 且 积分 遍 
及 某 个 很 大 但 又 有 限 的 体积 V 和 时 间 间 隔 t, 我 们 将 得 到 Vt/(2m)4 的 结果 . 包 
于 是 , 我 们 可 以 写 出 


Spil? = (27) 8 (Py — Pi)lTyial Vt. 
此 式 除 以 t, 就 得 到 单位 时 间 的 跃迁 概率 
if = (2n)89 (Py — Pi)lTyial?V. (64.5) 


每 个 ( 初 态 和 终 态 的 ) 自由 粒子 都 用 其 自己 的 波 浮 数 一 一 振幅 为 w 的 平面 波 
一 一 描述 (对 于 电子 4 为 双 旋 量 ; 对 于 光子 则 为 四 维 矢 量 ; 等 等 ). 散射 振幅 Tri 
的 结构 为 如 下 形式 

Ti = LIU2 QU1U2 … ， (64.6) 


其 中 左边 为 终 态 粒子 波 函 数 的 振幅 , 右边 为 初 态 粒 子 波 函数 的 振幅 ; @ 为 某 个 
和 矩阵 ( 它 与 所 有 粒子 波 函 数 振幅 的 分 量 的 下 标 相 关 ). 

最 重要 的 情形 是 初 态 只 有 一 个 粒子 或 两 个 粒子 的 情形 . 第 一 种 情形 为 衰 
变 , 第 二 种 情形 则 为 两 个 粒子 的 碰撞 . 

先 研 究 一 个 粒子 衰变 成 任意 个 动量 为 pi (在 动量 空间 体积 元 Id pa 中 ) 
的 粒子 的 情形 ; 其 中 下 标 a 为 终 态 粒子 编号 , 因此 》 ps = Py. 在 这 个 体积 元 
且 在 归 一 化 体积 VB 中 的 状态 数 为 








Yd po 
[| Ga 
表示 式 (64.5) 必须 乘 以 此 量 得 到 : 
3 
dw = (2m48(P ~- PITnPv T i (64.7) 


@ 这 一 点 可 以 用 另 一 种 方法 来 证 明 : 首先 在 有 限 范围 内 计算 (64.4) 式 中 每 一 个 坐 
标的 积分 , 然后 利用 第 三 卷 的 (42.4) 式 , 取 其 趋 于 无 限 大 时 的 极限 : 


sin2 ae 


lim 2 = NO(a). 


4 一 co 





@ 为 使 计算 更 直观 起 见 , 在 本 节 中 我 们 不 假设 归 一 化 体积 等 于 1. 


$64 散射 振幅 . 245 . 


计算 和 矩阵 元 时 用 到 的 所 有 粒子 的 波 函 数 ,都 应 该 归 一 化 为 “体积 六 中 有 
一 个 粒子 ”. 对 于 电子 , 这 就 是 平面 波 (23.1); 对 于 自 旋 为 1 的 粒子 , 就 是 (14.12) 
式 ; 对 于 光子 则 为 (4.3) 式 . 所 有 这 些 函 数 都 含有 因子 1/V2eV, s 为 一 个 粒子 
的 能 量 . 但 是 , 为 以 后 计算 方便 , 在 粒子 的 波 函 数 中 都 不 写 出 这 个 因子 , 而 将 其 
包含 在 概率 的 表示 式 中 . 于 是 , 电子 平面 波 为 


=ue?, zu = 2m, (64.8) 
光子 波 函 数 为 
A= Vinee**, ee*=—1, ek=0. (64.9) 
用 这 些 函 数 计算 的 散射 振幅 用 Mr 表示 (以 便 和 Tri 区 别 ). 很 明显 ， 
Tri = (64.10) 


(QerV .Der Vee 2 


对 每 一 个 初 态 或 终 态 粒 子 , 分 母 中 都 有 一 个 因子 V2eV. 特别 是 , 我 们 可 以 将 
(64.7) 式 的 衰变 概率 写成 
4«(4) » 一 1 qd pa 
= (2x)8() (Pe 一 已) )IMpil? 3 x 1] ryt on) (64.11) 

其 中 e 为 衰变 粒子 的 能 量 ; 如 我 们 所 期 待 的 , 归 一 化 体积 在 此 公式 中 不 再 出 
现 .@ 

如 果 衰 变 产生 两 个 粒子 (动量 为 pi, ps, 能 量 为 e1, e2), (64.11) 式 可 以 通过 
消去 8 函数 得 到 更 确定 的 形式 . 在 衰变 粒子 的 静止 参考 系 中 , 由 = -ps = fy 
ei 十 92 = 二 m. 我 们 有 


1 3 1 
dw = | MHi| -一 27m jr es 一 一 (pl 十 p2)8(e1 十 E2 一 m)dp 1d 2 D2. 


第 一 个 8 函数 在 对 dp 积分 时 消去 ; 微分 damw 可 改写 成 


eiE2d(e1 十 2) 


3 / /2 _ 
dp = pdlp'|ldo = |p'ldo E74 


(64.12) 


这 个 公式 的 正确 性 很 容易 从 a 一 m= 一 m2 = 22 看 出 ,对 dle2 十 ec2) 积 
分 消去 第 二 个 8 函数 , 我 们 得 到 
1 /1 1 1 
dw = i MA pldo/. (64.13) 


Q 如 果 终 态 粒子 中 有 N 个 是 全 同 的 , 为 求 总 概率 , 对 它们 的 动量 积分 时 应 该 引入 
因子 1/NI4 这 个 因子 考虑 了 仅仅 用 粒子 的 交换 来 区 别 的 态 的 全 同性 . 
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现在 我 们 来 研究 动量 为 pl, pa 能 量 为 si, e2 的 两 个 粒子 的 碰撞 , 碰撞 的 
结果 , 它们 变 成 动量 为 p' 的 一 组 任意 数目 的 粒子 . 代替 (64.11) 式 , 现在 我 们 
有 

ds ps 
4e 7 [| sse (2r)32c 

然而 , 在 此 情形 下 我 们 感 兴趣 的 量 不 是 概率 , 而 是 截面 do. 对 洛 伦 兹 变换 
不 变 的 截面 可 由 dw 除 以 量 


= (27)°8| (Pr — P)IMsib 


外 天 (64.14) 
得 到 , 其 中 了 表示 四 维 标量 
T= V (pi1p2)? — mim2 (64.15) 
(参见 第 二 卷 812).@ 在 质心 坐标 系 中 (pi = -ps = p)， 
T= |pl(ei + e2), (64.16) 
因此 
7 = lp ( 羡 + 本 一 守卫 ， (64.17) 


这 和 碰撞 粒子 流 密度 的 通常 定义 相同 (v1, va 为 碰撞 粒子 的 速度 @). 这 样 一 
来 , 我 们 就 得 到 截面 公式 
1 d3 
do = (2n)*8®) (Py — Pi)| Mi zall er , (64.18) 
在 终 态 也 只 有 两 个 粒子 的 情形 下 , 由 上 式 消 去 6 也 数 , 可 以 将 其 写成 最 终 
形式 . 我 们 在 质心 坐标 系 中 研究 这 个 过 程 . 设 e = ei 十 ez2 = 61 十 52 为 总 能 量 ， 
D1 二 一 pz 三 p 与 pi = 一 p9 三 p' 为 初 态 动量 与 终 态 动量 . 如 同 推导 (64.13) 式 
那样 消去 8 晴 数 ， 1 








至 2 pp| ，， 
do = 6 Az IM. fi| ri (64.19) 
@ 为 今后 引用 方便 ,了 也 可 写成 另 一 种 形式 : 
17? = 1/4[s ~ (mi 十 ma2)][s 一 (ma — mz)"], (64.15a) 


其 中 s = (pl + pz)2. 
@ 在 任意 参考 系 中 ， 


j= (1/V)Y (ma ~ v2)? — (v1 x v2)?. 


此 式 可 化 为 和 和 vz 平行 情形 下 的 一 般 的 流 密度 : j = |v1 一 v2l/V. 
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(在 弹性 散射 的 特殊 情形 , 碰撞 中 粒子 的 性 质 不 变 : |p'| = |p|). 
这 个 公式 还 可 以 通过 引信 如 下 不 变量 改写 成 男 一 种 形式 : 
t=(p1—p1) =mi+m? — 2(p1p1) 
= mi+m? — 2ee' + 2|pil||pi| cosl, (64.20) 


其 中 9 为 pl 和 pi 之 间 的 夹 角 . 在 质心 坐标 系 中 , 动量 |pi|=|p| 和 |p4| = |p 
仅 由 总 能 量 决定 , 并 且 当 给 定 s 后 , 我 们 有 


dt = 2|pl||p'|d cos 6. (64.21) 


因此 , 在 (64.19) 式 中 可 作 代 换 ， 


dypd(—t) 


do’ = —dwd cosb = 
站 2|pllp’| 





其 中 y 为 pi 对 pi 的 方位 角 名 . 于 是 ， 

2 di dw 
gd Msil 73 3 
其 中 了 为 不 变量 (64.16). 方位 角 yp 以 及 截面 (64.22) 在 不 改变 粒子 相对 运动 
方向 的 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的. 如 果 截 面 不 依赖 于 方位 角 , (64.22) 式 将 取 特 
别 简单 的 形式 : 


do = (64.22) 


do = MP Ct (64.23) 


如 果 有 一 个 碰撞 粒子 非常 重 ee 那么 它 在 碰撞 过 程 中 
所 起 的 作用 就 是 一 个 不 动 的 恒定 场 源 , 另 一 个 粒子 就 在 这 个 场 中 被 散射 . 由 于 
在 恒定 场 中 系统 的 能 量 (不 是 动量 ) 守恒 , 当 散 射 过 程 可 以 这 样 处 理 时 , 就 可 
将 S 矩阵 元 写成 : 
Spi=i- 2T8( 五 / 一 Ei)Tpi. (64.24) 
在 |Syi]? 的 表示 式 中 , 一 维 8 函数 的 平方 必须 理解 为 
[8(Er 一 E)]’ 一 6(By 3 Ei)t. 


然后 (如 同 推导 (64.11) 式 那样 ) 将 Tyi 换 成 Mji, 就 得 到 在 恒定 场 中 一 个 粒子 
被 散射 并 在 终 态 产 生 一 定数 目 其 它 粒 子 的 过 程 的 概率 : 


da 
dw = 2n6 (Es ~ e)| Ms Pav I er 


在 此 类 情形 中 , 微分 的 正 负 号 是 显而易见 的 . 为 简洁 计 , 我 们 将 把 a(-t) 简写 成 
dt 等 等 . 
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这 里 , e(= Ei;) 仍 为 初 态 粒子 的 能 量 . ps 与 s5 为 终 态 粒子 的 动量 与 能 量 . 散射 
截面 由 dw 除 以 流 密 度 了 = v/V 得 到 , v = |p|/e 为 散射 粒子 的 速度 . 最 后 , 从 结 
果 中 消去 归 一 化 体积 , 我 们 得 到 


起 训 


在 弹性 散射 的 特殊 情形 下 , 终 态 只 有 一 个 粒子 且 具 有 相同 的 动量 (数值 
上 ) 和 相同 的 能 量 . 进行 代 换 dsp' 一 p?d|p'|do' = |p'le'de'do', 并 对 de’ 积分 消 
去 6(e' 一 2), 我 们 得 到 截面 


一 ”一 一 一 。 4. 
do Tora Ms |“do (64.26) 


最 后 , 如 果 外 场 依赖 于 时 间 (譬如 说 , 作 给 定 运动 的 粒子 系 的 场 ) 5S 矩阵 
中 也 就 没有 能 量 的 6 函数 . 这 时 ,SP = 这 fi 将 Tpi 按 (64.10) 式 换 成 MF 后 ， 
场 产 生 给 定 的 一 组 粒子 (例如 说 ) 过 程 的 概率 为 
d 
dw = Me 二 (64.27) 


8$65 极 化 粒子 的 反应 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 通过 一 个 简单 例子 说 明 , 在 计算 散射 截面 时 如 何 考 虑 
参加 反应 的 粒子 的 极 化 态 . 
设 初 态 和 终 态 各 有 一 个 电子 . 于 是 , 散射 振幅 有 如 下 形式 


Mii = 取 Au(= Us Aik Uk), (65.1) 


其 中 必 与 w 为 初 态 与 终 态 电 子 的 双 旋 量 振幅 , 4 为 某 个 矩阵 (和 参加 反应 的 
其 它 粒 子 一 一 如 果 有 的 话 一 一 的 动量 和 极 化 有 关 ). 
散射 截面 和 |Myil? 成 正比 . 我 们 有 


(TAu) =uy A = ww Aty tw, 


(TAu)* = TAv,, (65.2) 
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其 中 
A=~y Aty. 
于 是 
| ral 二 (Tz Au)(TAu’) 三 UT ApiUUm Ami. (65.3) 
如 果 初 态 电子 处 于 密度 矩阵 为 p 的 混合 态 (部 分 极 化 ), 如 果 我 们 想 求 出 
终 态 电子 处 于 某 指定 极 化 态 p' 的 过 程 的 截面 , 就 必须 对 双 旋 量 振幅 分 量 之 积 
作 如 下 代 换 : 
UU 3 pik; UUm 一 Pim. 
这 时 
Mil = tr (0 ApA). (65.4) 
密度 矩阵 p 与 p' 由 (29.13) 式 给 出 : 


p= > 0p + m)[l —~Y (Yo) (65.5) 
(p' 与 此 相似 ). 
如 果 初 态 电子 是 未 极 化 的 , 那么 
p=30p+m). (65.6) 


此 代 换 等 价 于 对 电子 的 极 化 求 平均 . 如 果 想 要 确定 终 态 电子 具有 任意 极 化 的 
散射 截面 , 还 必须 假设 p' = (yp' 十 m)/2, 并 将 结果 乘 以 2; 这 个 运算 等 价 于 对 
电子 的 极 化 求 和 . 这 样 我 们 得 到 ; 


3 5 Mil? = 3tr {0 + m)A(yp + m)A) (65.7) 
polar 
其 中 5 > 表示 对 初 态 与 终 态 的 极 化 求 和 , 而 因子 3 则 将 一 个 求 和 变 为 求 平均 
(65.4) 式 中 的 密度 矩阵 p' 是 一 个 辅助 量 , 本 质 上 , 它 表 征 将 终 态 电子 的 
两 种 极 化 分 开 的 检测 器 的 性 质 , 而 不 是 这 种 散射 过 程 本 身 的 性 质 .于 是 就 出 
现 了 一 个 由 散射 过 程 本 身 产生 的 电子 极 化 态 的 问题 . 如 果 p(n 为 表示 这 种 态 
的 密度 矩阵 , 那么 在 p' 态 中 检测 到 电子 的 概率 可 以 由 pl7) 在 p 上 的 投影 妈 
忆 由 于 构成 矩阵 4 的 需要 , 为 以 后 引用 方便 , 我 们 给 出 以 下 容易 推出 的 等 式 : 


YT 一 TANTRETZ TB 一 Yr “yy ye 一 —Yy ,yy = yt (65.2a) 
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tr (ptf)p') 得 到 . 这 个 量 和 相应 的 截面 即 |Myi|? 成 正比 . 和 (65.4) 式 比较 , 我 们 
得 到 

pf}) ~ 4p4. (65.8) 
既然 我 们 知道 pt 必须 有 (65.5) 形式 , 其 中 有 某 个 四 维 矢 量 a( 人 , 因此 我 们 只 
需要 确定 这 个 量 . 为 此 , 可 利用 (29.14) 式 , 但 用 下 述 方法 则 更 为 简单 . 

我 们 在 829 中 看 到 , 四 维和 拓 量 a 的 分 量 可 用 三 维 矢量 6 的 分 量 表示 , 6 是 
电子 在 其 静止 参考 系 中 自 旋 (二 倍 ) 平均 值 . 电子 的 极 化 态 完全 由 这 些 矢量 确 
定 , 并 且 用 它们 表示 散射 截面 也 很 方便 . 显然 , 无 论 是 对 初 态 电子 的 矢量 6, 还 
是 对 终 态 电子 的 矢量 6, | Mi 都 是 线性 的 . 作为 6' 的 函数 , 它 有 如 下 形式 : 


IMsi? = a+B-:6¢, (65.9) 


其 中 a 与 本身 都 是 ¢ 的 线性 函数 . 
(65.9) 式 中 的 矢量 C' 是 由 检测 器 分 出 来 的 终 态 电子 的 特定 极 化 . 和 密度 
矩阵 p(7) 对 应 的 矢量 cl 有) 不 难 用 以 下 方法 求 出 . 根据 以 上 论证 ， 


[Myi ~ tr (p ph)). 


由 于 这 个 量 是 相对 论 不 变 的 ,可 以 在 任何 参考 系 中 计算 它 . 在 终 态 电 子 的 静止 
参考 系 中 , 根据 (29.20) 式 , 我 们 有 


ppN ~ (+o: 6) +o.6n). 
因此 
[My ~ 1+C 6), 
和 (65.9) 式 比较 , 我 们 求 出 
¢(f) = B/a. (65.10) 

由 此 可 见 , 计算 出 作为 参数 6' 的 函数 的 截面 , 也 就 同时 给 出 了 极 化 6)， 

在 初 态 电子 数 或 终 态 电 子 数 大 于 1 的 较为 复杂 的 情形 下 , 计算 方法 和 上 
述 方法 类 似 . 

例如 , 初 态 和 终 态 各 有 两 个 粒子 , 散射 振幅 将 有 如 下 形式 : 

Myi = (UT Au1)(Us Buz) + (UsCui) (U1 Du2), 


其 中 wi, wz 为 初 态 电 子 的 双 旋 量 振幅 , wi ,ws 为 终 态 电子 的 双 旋 量 振幅 . |M yi 
将 包含 形 如 


[Au |? |i Bu2l? 
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与 
(Zi Aui) (Us Buz) (WCui) (Duo) 


的 项 , 前 者 可 化 为 形 如 (65.4) 的 两 个 阵 迹 的 乘积 , 后 者 则 可 化 为 如 下 形式 的 阵 
迹 : 


tr (pi Ap1Cps Bp2D). 

正 电子 用 “人 负 频 率 ” 的 振幅 w( 一 p) 描述 . 在 有 正 电 子 参 加 的 反应 中 , 和 上 
述 分 析 唯 一 的 区 别 是 密度 和 矩阵 的 表示 式 中 m 前 的 符号 和 (65.5)、(65.6) 式 中 
的 不 同 (比较 (29.16) 与 (29.17) 式 ). 

现在 研究 参加 反应 的 光子 的 极 化 态 . 

每 个 初 态 光 子 的 极 化 以 一 个 四 维 矢 量 e 的 形式 线性 地 出 现在 散射 振幅 
中 , 而 每 个 终 态 光子 则 以 e* 的 形式 出 现 . 在 每 一 种 情形 下 , 四 维 张 量 eje* 都 
出 现在 截面 中 ( 即 在 |Myi|? 中 ). 为 得 到 任意 的 部 分 极 化 态 , 这 个 张 量 必 须 换 
成 四 维 密度 和 矩阵, 四 维 张 量 py,: 


eu€éy 一 ppv. (65.11) 
特别 是 , 对 于 非 极 化 光子 , 按照 (8.15)， 
Pn. (65.12) 


2 

于 是 对 光子 极 化 的 平均 等 价 于 在 |Mpij? 中 对 相应 的 两 个 张 量 指 标 jy, v 进行 
缩 并 外. 

如 采 要 对 光子 的 极 化 求 和 而 不 是 求 平均 , 那 就 必须 将 ene* 换 成 一 个 大 二 
倍 的 量 : 

eruey 一 —gyuv. (65.13) 

极 化 光子 的 密度 矩阵 由 (8.17) 式 给 出 . 其 中 所 出 现 的 四 维 矢量 et0),e(2) 的 
选择 通常 由 问题 的 具体 条 件 决 定 . 在 有 些 情形 中 , 这 些 矢 量 和 给 定 参 考 系 中 
某 个 特定 的 空间 方向 相关 ; 在 另 一 些 情 形 中 , 将 这 些 矢量 和 表征 问题 的 四 维 矢 
量 , 即 粒 子 的 四 维 动量 联系 起 来 更 为 方便 . 

在 (8.17) 式 中 , 光子 的 极 化 用 构成 “矢量 ”é& = (&1,&2,é&3) 的 斯 托 克 斯 参量 
描述 , 和 电子 的 情形 一 样 , 必须 将 终 态 光 子 的 极 化 £1 和 检测 器 分 出 来 的 极 
化 如 区 别 开 来 . 如 果 已 知 散射 振幅 的 平方 是 参数 & 的 函数 : 


EM =at+B.é, 
那么 , 极 化 为 上 1 = B/a, 和 (65.10) 式 完全 一 样 . 


QW (65.12) 式 将 对 光子 的 两 个 实际 可 能 的 极 化 求 平均 简化 为 对 四 维 矢量 e 的 四 个 
独立 的 方向 求 平 均 . 
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866 ”运动 学 不 变量 


我 们 来 研究 初 态 与 终 态 都 只 有 两 个 粒子 的 散射 过程 中 一 些 运动 学 关系 
这 些 关 系 式 是 从 普 避 的 守恒 定律 推导 出 来 的 , 因此 , 它们 对 所 有 粒子 都 成 立 ， 
也 对 粒子 间 相 互 作用 的 所 有 规律 都 成 立 . 

将 四 维 动量 守恒 定律 写成 普遍 形式 , 这 里 , 我 们 没有 预先 规定 哪个 动量 属 
于 初 态 粒 子 , 哪个 动量 属于 终 态 粒 子 : 


q1 十 2 十 4q3 十 4 三 (0. (66.1) 


此 处 , 十 ga 为 四 维 动量 矢量 , 其 中 两 个 属于 人 射 粒子 , 另外 两 个 属于 散射 粒子 ， 
散射 粒子 的 动量 为 -ga. 于 是 对 两 个 qo, 时 间 分 量 ga > 0; 对 男 外 两 个 go, 时 
间 分 量 gs < 0. 

除了 四 维 动量 守恒 外 , 还 必须 遵从 荷 的 守恒 定律 . 这 里 的 “ 荷 ” 不 仅仅 理 
解 为 通常 的 电荷 , 而 且 还 可 理解 为 任何 其 它 守 恒 量 , 其 符号 对 粒子 和 反 料 村 是 
相反 的 . 

当 参 加 过 程 的 粒子 类 型 给 定 后 , 四 维 矢 量 go 的 平方 就 是 粒子 质量 的 平方 
(q2 = m2). 按照 时 间 分 量 % 取 的 不 同 数值 以 及 从 的 不 同 , 可 发 生 三 种 不 同 的 
反应 . 这 三 种 反应 过 程 可 写成 


.1 十 2 一 3 十 4 
I.1 十 3 一 2 十 4 (66.2) 
由 .1 Ee 


这 里 , 数字 代表 粒子 的 编号 , 数字 上 的 短 划 线 表 示 对 应 的 反 粒 子 . 将 一 种 反应 
变 成 另 一 种 反应 , 即 把 粒子 从 公式 一 端 移 到 另 一 端 , 相当 于 改变 对 应 时 间 分 量 
go 的 符号 及 荷 的 符号 (即将 粒子 换 成 反 粒 子 ). 过 程 (66.2) 的 逆反 应 自然 也 是 
可 能 的 . 

(66.2) 式 的 三 个 过 程 是 一 个 单一 的 (广义 的 ) 反应 的 三 个 交叉 道 . 

我 们 来 举 几 个 例子 . 如 果 粒 子 1 与 3 为 电子 ,2 与 4 为 光子 , 则 通道 I 为 光 
子 被 电子 散射 ; 由 于 光子 是 真 中 性 粒子 , 通道 五 与 I 相同. 通道 了 工 是 电子 - 正 
电子 对 变 成 两 个 光子 . 如 果 四 个 粒子 都 是 电子 , 则 通道 I 为 电子 -电子 散射 , 通 
道 卫 和 五 为 正 电子 -电子 散射 . 如 果 1 与 3 是 电子 ,2 与 4 是 子 , 则 通道 1 为 
e 一 散射, 通道 焉 为 e-- 严 散射 , 通道 II 为 电子 对 ee 变 成 靖子 对 师 . 

在 散射 过 程 的 研究 中 , 由 四 维 动量 组 成 的 不 变量 是 特别 重要 的 . 不 变 获 
射 振幅 就 是 这 些 量 的 蚂 数 (870). 


866 ”运动 学 不 变量 . 253， 


由 四 个 四 维 动量 可 以 构成 两 个 独立 的 不 变量 , 因为 , 按 (66.1) 式 , 只 有 三 
个 四 维 矢 量 ge 是 独立 的 . 设 它 们 是 gl, qz, qa. 由 它们 可 以 构成 六 个 不 变量 : 三 
个 平方 量 qf, @2, 93 和 三 个 乘积 q192, q193, g293. 但 是 , 前 三 个 是 给 定 的 质量 平 
方 , 后 三 个 则 满足 由 如 下 等 式 


(q+ q+q3) = gt = ma 
得 出 的 一 个 关系 式 . 

然而 , 为 使 表示 更 为 对 称 , 采用 三 个 (而 非 两 个 ) 不 变量 是 更 加 方便 的 . 这 
三 个 不 变量 可 取 为 


$= (91 十 02)” 二 (93 十 qa)”, 
t= (qi 十 g3) = (qz + ga)?, (66.3) 
u= (qi 十 gd) = (gq2 十 gs) 


容易 看 出 , 它们 满足 关系 式 
s+t+u=h, (66.4) 


其 中 
h= mit+m?+m?t mz. (66.5) 


在 主 道 (I) 中, 不 变量 s 有 简单 的 物理 意义 : 它 是 碰撞 粒子 (1 与 2) 在 其 
质心 坐标 系 中 总 能 量 的 平方 ( 当 pi 十 pz = 0 时 , s = (el1 十 e2)?). 在 工 道 中 t 起 
着 相同 的 作用 , 而 在 王道 中 则 是 % 起 着 同一 作用 . 因此 , 通常 将 工 工 下 道 分 别 
称 为 s,t 和 忌 道 . 

用 每 一 个 道中 碰撞 粒子 的 能 量 与 动量 来 表示 每 个 不 变量 s, tv 是 很 容易 
的 . 我 们 来 研究 s 道 . 在 粒子 1 与 2 的 质心 坐标 系 中 , 四 维 动量 gs 的 时 间 分 量 
与 空间 分 量 为 


q1 =p1= (sl, pe)， q2 = pa = (sz 一 De)， 
(66.6) 
93 = 一 p3 = (~é3, 一 ps)， q4 = ~p4 = (一 cd4,2/ ) 


@ 在 有 nm(n > 4) 个 粒子 参加 反应 的 一 般 情 形 下 , 独立 的 不 变量 数 等 于 3n - 10. 实 
际 上 , 这 时 共有 4n 个 量 :” 个 四 维 动量 qu 的 分 量 . 它们 之 间 有 mm 个 函数 关系 式 g2 = m2， 
守恒 定律 >》g。= 0 给 出 四 个 关系 式 . 可 以 任意 取 值 的 有 六 个 量 , 这 个 数目 和 定义 
一 般 洛 伦 兹 变换 (一 般 的 四 维 转动 ) 的 参量 数目 是 一 致 的 . 所 以 , 独立 的 不 变量 数 为 
4m 一 ?一 4 一 6= 3n— 10. 
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(ps, ps 中 的 下 标 s 表示 这 些 动量 属于 s 道 的 反应 ). 这 时 


3 = 62, cs 一 EL 十 Ea 一 5E3 十 E4; (66.7) 


4sps = [5 — (m1 + m2)°][s — (mi 一 ma) 请 
4sp/ = [5 — (ms + m4a)|[s ~ (ms ~ ma)’l; 

1 
2t =h— s+4ps-p ~ TL(m? — mB)(m 一 mm 

. (66.9) 
2u =h—s—4ps :ps + (mi — ma)(ms — m4). 


对 弹性 散射 (mi 一 743，7722 一 m4), 我 们 有 |P。| 和 ps|， 因此 ， E1 一 上 E3，E2 一 E54. 这 
时 取代 (66.9) 式 , 我 们 得 到 更 加 简单 的 公式 : 


t 一 一 (ps 一 ps) = 一 2ps(1 一 cosgs)， 
4 = 一 2p2(1 十 cos gs) 十 (El 一 E2)2， 


其 中 9, 为 ps 和 pp 之 间 的 夹 角 . 在 此 ,不 变量 -一 是 碰撞 中 动量 (三 维 ) 转移 的 
平方 . 

对 于 t 与 色 道 ,只 要 简单 地 交换 一 下 指标 就 可 得 到 类 似 的 公式 : 对 于 上 上 道 ， 
只 要 在 (66.6) 一 (66.10) 式 中 交换 s 与 t, 2 与 3; 对 于 ww 道 则 应 交换 s 与 v,2 与 
4. 
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当 我 们 把 散射 振幅 看 成 独立 变量 s, t, % 的 函数 时 (它们 仅 由 关系 式 s 十 
t 十 4 二 hh 相 联系 ), 我 们 必须 划分 物理 上 它们 容许 取 值 的 区 域 和 不 容许 取 值 的 
区 域 . 和 散射 物理 过 程 对 应 的 值 必须 满足 一 些 条 件 , 这 些 条 件 来 目 四 维 动量 守 
恒定 律 和 每 个 四 维 矢量 go 的 平方 都 是 给 定 的 量 qz = ms 这 个 事实 . 

两 个 四 维 动量 的 乘积 为 


(66.10) 


Dapb 之 972a7720 (67.1) 
所 以 , 如 果 qo = po qs = pb (或 ga = 一 pags = 一 pb), 就 有 
(qa + qe)? = (pa + po)? > (ma + me)”, 
或 者 如 果 ga = pa, qo = 一 pb, 就 有 


(ga + qo)? = (pa — pe)* & (ma 一 mp) 
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(mi + m2)? < s > (mms + ma)?, 
(ma — ma) >t < (m2 — ma),, (67.2) 


(mi 一 rn4) > ug (m2 — ma) 


(在 t 道 和 w 道 中, 也 有 类 似 的 不 等 式 ). 
为 了 找到 其 余 的 条 件 , 我 们 构造 一 个 和 任意 三 个 四 维 矢 量 gq6 之 积 对 偶 的 
四 维 矢 量 二 , 例如 
La = expvpgl 92 98: (67.3) 
在 一 个 粒子 (譬如 说 , 粒子 1) 的 静止 参考 系 中 , gl = (g0,0). 这 时 工 只 有 空间 
分 量 : L: 一 ei0k1q? qs 3. 所 以 ， L 是 类 空 矢 量 ， 在 任意 参考 系 中 ， Lr” < 0. 将 L? 显 
式 写 出 来 , 我 们 得 到 条 件 


gf qd142 dl103 
qq1 GG gg3|>0. (67.4) 
d30L “9392 93 


此 条 件 可 通过 不 变量 s, t, w 对 所 有 道 表 示 成 相同 形式 : 
stu > as 十 bt + cu， (67.5) 


其 中 


ah = (mim3 — msm4)(m? + m2 — m3 — m4), 
bh = (mims — m2m4) (mi + m3 — m2 — ms?), (67.6) 


ch = (mim? — mam§)(m? + ma — m3 — m2) 


(T. W. B. Kibble, 1960). 

为 了 图 示 变 量 s, t, % 的 取 值 区 域 , 比较 方便 的 办 法 是 利用 平面 内 的 三 角 
坐标 ( 称 为 曼 德 尔 施 塔 姆 平面 , S. Mandelstam, 1958). 坐标 轴 是 三 条 直线 , 相交 
构成 等 边 三 角形 . 沿 着 和 这 三 条 直线 垂直 的 方向 计算 坐标 s, t, wv (指向 三 角形 
内 部 的 方向 为 正 , 如 图 5 中 的 箭头 所 示 ), 换 句 话 说, 平面 内 的 每 一 个 点 都 有 对 
应 的 s, t, u 值 , 其 大 小 (连同 符号 ) 由 该 点 到 三 个 轴 的 垂 线 长 度 表示 . 按照 熟 
知 的 几何 定理 , 条 件 s 十 t 十 w= hh 是 成 立 的 (h 为 等 边 三 角形 的 高 )@. 

@ 例如 , 如 果 将 图 5 的 PP 点 和 三 角形 4BC 的 三 个 顶点 连接 起 来 , 我 们 得 到 高 分 别 


为 a, t, 4 的 三 个 三 角形 , 其 面积 之 和 等 于 三 角形 4BC 的 面积 , 于 是 我 们 得 到 所 求 的 关 
系 式 . 当 书 点 在 三 角形 4BC 外 时 , 也 可 以 用 同样 的 方法 证 明 ， 
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我 们 来 研究 主 道 (s) 为 弹性 散射 的 重要 情形 ; 这 时 , 粒子 的 质量 是 两 两 相 
等 的 : 
01 二 7103 三 ?0， m2=ma=. (67.7) 
设 m > wk. 在 条 件 (67.5) 中 我 们 有 
h=2(m+p), a=c=0, b= (m—p), 


于 是 
sut > (m’ — pp)t. (67.8) 


由 此 不 等 式 确定 的 区 域 的 边界 包括 直线 += 0 和 双 曲 线 
su = (m2 — 12， (67.9) 


此 双 曲 线 的 两 个 分 支 分 别 在 扇形 凿 < 0, s < 0 和 扇形 s > 0, > 0 内 , 而 轴 
s 二 0 和 w=0 为 双 曲 线 的 渐 近 线 . (67.8) 式 现在 可 写成 


t>0, su> (mm — p22) 


或 
t<0, su<{(m?— pn). 


此 外 , 根据 条 件 (67.2), 在 s 道中 还 必定 有 不 等 式 s > (mm 十 站 2 在 和 道中 还 必 
定 有 4 > (m 十 1/)?; 这 时 , 其 余 不 等 式 也 必定 满足 . 于 是 我 们 发 现 , 道 LL, 责 
(s,t,w) 对 应 于 图 6 中 的 阴影 部 分 , 称 其 为 物理 区 域 . 

如 果 jy = 0, (粒子 2,4 为 光子 ), 双 曲 线 的 下 支 和 轴 t= 0 相 切 , 物理 区 域 
如 图 7 所 示 . 

如 果 m = j, 区 域 (67.8) 的 边界 和 坐标 轴 重 合 , 物理 区 域 为 图 8 所 示 的 三 
个 而 形 ， 
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wu 二 0 s 一 0 





u 一 (mm 十 1)2 3 一 (mm 十 /0 
s=(m-—p)? u=(m—p)? 


图 6 





在 四 个 质量 都 不 相等 的 一 般 情形 下 , 方程 
stu = as+bt+eu (67.10) 
确定 一 个 三 次 曲线 , 其 分 支 就 是 三 个 道 物理 区 域 的 边界 , 如 图 9 所 示 . 设 
mi 之 m2 之 M3 之 M4. 
这 时 
a 之 bc, a>0, b>0. 
曲线 (67.10) 和 坐标 轴 的 交点 在 直线 
as+btt+cu=0 


上 ( 见 图 9 中 的 虚线 ). 这 条 直线 和 c 的 符号 的 关系 如 图 9 所 示 , 当 c < 0 时 ， 
u 道 的 物理 区 域 包含 一 部 分 坐标 三 角形 的 面积 . 因而 , 在 这 种 情形 下 , s, t, 4 


. 258 ， 第 七 章 散射 矩阵 


可 以 同时 为 正 . 边界 曲线 的 三 支 都 以 相应 的 坐标 轴 作 为 渐 近 线 (利用 关系 式 
s 十 t 十 4 = 二 hh 从 方程 (67.10) 中 消去 一 个 变量 , 然后 令 其 余 两 个 变量 中 的 一 个 
趋 于 无 穷 大 , 就 能 证 明 这 一 点 ). 一 般 来 说 , 除了 方程 (67.10) 所 确定 的 边界 以 
外 , 条 件 (67.2) 不 会 再 给 出 任何 新 东西 . 和 (67.2) 中 的 等 号 相应 的 直线 与 图 9 
中 画 阴 影 线 的 物理 区 域 不 相交 , 其 中 有 的 与 这 些 区 域 的 边界 相 切 , 对 应 于 变量 
s,t 或 和 在 相应 道中 的 极 值 . 





图 9 


当 一 个 粒子 的 质量 大 于 其 余 三 个 粒子 的 质量 之 和 时 (mi > ma 十 ms 十 rn4)， 
除了 道 I 工 焉 以 外 , 还 可 能 有 第 四 个 反应 道 , 它 对 应 于 州 变 


IJV.1I 一 2 十 3 十 4， (67.11) 
对 这 个 道 , 在 衰变 粒子 的 静止 参考 系 中 ， 
41 = (m1,0), ga = (~é2,—p2), 93 = (一 3 一 D3)， 94 = (一 cd) 一 D4h 
52 十 E3 十 E4 一 ?li， 2D2 十 Da 十 pa=1. 
不 变量 为 
s = Mm? + m2 — 2m1e2, 
t = m? + ms 一 2mies, (67.12) 
v= Mm? + mi 一 2miea. 
由 (67.1) 式 我 们 可 以 得 到 : 
(ms + ma)? & s < (m1 一 mo) 
(mz + ma)? &t & (mi — ma)’, (67.13) 


(m2 + ma)? < wv & (mi 一 ma) 
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于 是 , 所 有 三 个 不 变量 都 是 正 的 , 即 豪 变 道 的 物理 区 域 在 坐标 三 角形 的 内 部 . 
习 吉 
1. 三 个 粒子 的 质量 相同 的 情形 求 物理 区 域 : mi 三 m, m2 二 m3 二 m4 三 4 
(例如 ,反应 KK 十 一 不 十 ). 
解 : 方程 (67.10) 可 写成 
stu= pm — po), (1) 
仙 且 
s+t+u = 3p + mz?. 
区 域 I, I, 班 以 形状 相同 的 三 条 曲线 为 边界 (对 于 I:s>0,t<0,wu<0; 对 于 I 
和 下 也 类 似 ). 如 果 m > 3k, 则 方程 (1) 还 有 一 个 分 支 (闭合 曲线 ): s > 0,t> 0， 
4>0, 它 构成 道 IV 的 物理 区 域 边界 (图 10). 





图 10 


2. 同上 题 , 但 对 情形 : mi 三 m, mz 三 jma = 二 ma = 二 0,m > (例如 ,反应 
k++v oe+t+v). 

解 : 条 件 (67.5) 可 写成 

stu > m?p2s, 

而 且 8 十 t 十 入 二 2 十 j2. 物理 区 域 的 边界 为 轴 s 二 0 和 双 曲 线 tu 二 m2y2 的 
两 支 (图 11). 

3. 同上 题 , 但 对 情形 : mi = ms 三 m, ma = 0, ma = 并且 m > 2 (例如 ， 
反应 D 十 ?一 2D 十 人). 

解 : 边界 方程 (67.10) 变 成 


stu = a(s+u)+bt, ah= mys, 
bh = mm (2m — p22), h=2m 十 12. 
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消去 乙 我 们 得 到 
2 十 (+s-a)t+t 去 作 
SS 5 


对 给 定 的 s, 这 是 t 的 二 次 方程 , 在 s > (m+ 十 4)? 的 条 件 下 (s 道 的 区 域 ), 每 
一 个 s 对 应 着 两 个 负 的 t 值 . 当 s = (m 二 由 2 时 , 二 次 方程 的 两 个 根 相 等 : 
t = mp2/(m 十 儿 . s 道 的 区 域 边界 如 图 12 所 示 . 边界 曲线 的 下 面 一 支 以 加 
u 一 0 为 渐 近 线 , 而 上 面 一 支 和 此 轴 相 交 于 点 t= jp/(p? 一 m2). 

u 道 的 区 域 和 s 道 的 区 域 是 对 称 的 , 而 t 道 的 区 域 如 图 12 所 示 . 





$68 ” 按 分 波 振幅 展开 
在 分 析 如 下 类 型 的 反应 时 


a+b—ct+d (68.1) 


868 ” 按 分 波 振 幅 展 开 . 261 . 


一 个 很 重要 的 步骤 是 将 散射 振幅 展开 成 分 波 振幅 , 每 一 个 分 波 振 幅 (在 给 定 总 
能 量 < 下 ) 在 粒子 的 质心 坐标 系 中 , 都 对 应 着 粒子 的 一 个 确定 的 总 角 动 量 值 
J 


因此 , 这 些 分 波 振幅 是 角 动 量 表象 中 的 5 矩阵 元 : 
(EJ M'|SleJM). 


由 于 角 动 量 7 及 其 在 给 定 z 轴 上 的 分 量 M 是 守恒 量 , 所 以 5 矩阵 对 它们 (以 
及 能 量 e) 是 对 角 化 的 . 由 于 空间 的 各 向 同性 , 对 角 元 素 和 M 值 无 关 . 对 给 定 
的 J,M, s, 散射 矩阵 仍然 是 一 个 对 自 旋 量 子 数 的 矩阵 , 我 们 将 此 和 矩阵 的 元 素 
写成 更 加 蛇 竣 的 形式 : 


(EJMNIS|leJ MN) 三 (X1S7(e)| 和)， (68.2) 


其 中 和 与 入 为 自 旋 量子 数组 . 将 其 取 为 粒子 的 螺旋 性 是 最 自然 的 . 和 自 旋 在 
空间 任意 轴 上 的 分 量 不 同 , 螺旋 性 对 自由 粒子 也 是 守恒 量 . 它 既 和 粒子 的 动量 
对 易 , 又 和 粒子 的 角 动 量 对 易 (816). 因此 , 在 散射 矩阵 的 动量 表象 和 角 动 量 表 
象 中 , 螺旋 性 均 可 应 用 . 

按照 螺旋 性 指标 写 出 的 5 和 矩阵 元 叫做 螺旋 性 散射 振幅 , 因此 入 与 X 分 别 
代表 初 态 与 终 态 粒子 的 螺旋 性 : 入 = (Xo, 和), 入 = (Xe, Xa). 

在 动量 表象 中 , 散射 矩阵 元 是 对 态 |en 和 ) 定义 的 (其 中 m = p/p| 为 质心 
坐标 系 中 相对 运动 的 动量 方向 ); 而 在 角 动 量 表象 中 是 对 态 leJIMA) 定义 的 . 它 
们 可 通过 展开 式 

IJMN) = / InA) (nAJTM Mdon (68.3) 


互相 联系 , 其 中 的 积分 是 对 方向 n 进行 的 (为 简单 计 , 在 态 的 符号 中 略 去 了 能 
量 e). 由 于 此 变换 为 么 正 变换 (参见 第 三 卷 812), 道 变换 的 系数 为 


(JMAnN) = (nAJTMNY*. (68.4) 


按照 矩阵 变换 的 一 般 法 则 , 这 两 个 系数 给 出 两 个 表象 中 的 5S 矩阵 元 之 间 的 关 
系 : 
(Ww XISInN) = 》 (nNIIMN (IMXNISIIMAN IMAInA). (68.5) 
JM 
利用 816 的 结果 , 不 难 求 出 展开 式 (68.3) 的 系数 , 
设 所 有 态 的 波 函 数 都 在 动量 表象 中 表示 , 即 可 表示 成 动量 方向 的 函数 (对 
给 定 能 量 ), 作为 一 个 独立 参数 , 这 个 方向 用 v 表示 , 以 区 别 作为 态 的 量子 数 的 


Q 868,869 中 的 大 部 分 结果 都 来 源 于 M, Jacob 与 G. C. Wick 的 工作 (1959). 
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方向 n. 在 这 个 表象 中 , 波 函 数 具 有 (16.2) 的 形式 : 


nalv) = 5 人 一 他) (68.6) 
将 (68.6) 代入 (68.3) 式 , 后 者 化 为 一 
Yims = (ALJAMAX)ut)， (68.7) 


两 个 粒子 的 螺旋 性 A。 和 为 定义 为 粒子 自 旋 在 各 自 的 动量 方向 上 的 分 
量 . 如 果 粒 子 的 动量 为 pe = p, ps = 一 p, 则 第 一 个 粒子 的 动量 方向 为 n, 第 二 
个 粒子 的 动量 方向 为 -n. 现在 如 将 系统 看 成 在 方向 mn 上 具有 螺旋 性 4 的 一 
个 单一 粒子 , 则 4 = Xe 一 入. 按照 (16.4) 式 , 它 在 动量 表象 中 的 波 函 数 可 以 写 


成 
， 





WMAV) = uN DN (VY) 
比较 (68.7) 和 (68.8), 并 将 过 换 成 m， Ri 


(mAJMAN = 4/ 一 DC (n). (68.9) 


将 这 些 系数 代入 (68.5) 式 , 我 们 有 
(XISInN) = 5 DH DE mn) MNS, (68.10) 
A= A — Mp, ee Ac 一 入 d， 
式 中 采用 了 简化 符号 (68.2) 如 果 取 方向 n 作为 z 轴 , 风 


DN (n) = Ham 


(68.8) 





且 (68.10) 式 变 为 如 下 形式 : 
2J 十 1 


(miXlSlnA = Do— Dea(m (XIS"IN). (68.11) 
J 





我 们 看 到 , 按 分 波 振幅 展开 的 表示 式 中 , 函数 DW 是 作为 系数 出 现 的 . 
对 于 (68.1) 式 那样 的 反应 , 较为 方便 的 做 法 是 定义 一 个 散射 振幅 f, 使 质心 坐 
标 系 中 的 截面 为 

do = |(n'N|fInX)| do (68.12) 
和 (64.19) 式 比 较 , 可 以 将 这 个 振幅 和 和 矩阵 元 MP 联系 起 来 . 散射 振幅 按 分 波 
振幅 展开 时 可 写成 


(WX fnN) = 27 + DY (nm DI (nN IN), (68.13) 
JM 
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或 将 z 轴 选 在 方向 上 ， 
(nflnA)》 = 》 (27 + DOA NIN). (68.14) 
J 


此 式 为 无 自 旋 粒子 的 散射 按 分 波 振幅 展开 的 推广 (参见 第 三 卷 (123.14)). 由 于 
Di) = PL(cos9), 当 粒 子 自 旋 为 零 时 , (68.14) 简化 为 按 勒 让 德 多 项 式 的 展开 


f(0) = > (2L + 1)frPr(cos0). 
LL 


截面 (68.12) 对 所 有 粒子 均 有 确定 螺旋 性 的 情形 都 成 立 . 如 果 粒 子 处 于 混 
合 极 化 态 , 则 截面 可 由 下 列 乘积 


(McAalf Aa No) OAcNalf I NN) 
对 粒子 的 极 化 密度 矩阵 
(alpte Xe)(CAblotX (Ap oA) NIP D |Xa) 


求 平均 给 出 (参见 848 的 第 一 个 脚注 ). 例如 , 当 非 极 化 粒子 a,b 之 间 的 反应 生 
成 非 极 化 粒子 c, d 时 , 我 们 有 


do 
d = 9 1 2 1 1 和 入 J 入 
0 Gor Tm TD +1)(27 +1)(AcAalf' [MN Ne) 


x (MeAXalf” [MaNe)* DO (rn’) DIY (n’) (68.15) 


(z 轴 在 n 方 向上, 并 表示 对 Xe, Nb, 和 Ae, 和 ha 求 和 ). 对 函数 DU)* 采用 第 三 卷 的 
(58.19) 式 的 表示 , 然后 利用 第 三 卷 (110.2) 的 展开 式 , 最 后 我 们 得 到 
do 


0 (28a + 1)(2s6 + 1) 


>》 (D4 (27+1)(27 +1) 
(A}JY!’ 


x (MXalf "|XMaN) (McAalf” [Ma Xo)* > (2L + 1) 
元 


J 7 I\/y 7 L 
x P 0 68.16 
( -A 时 (2 -A 4 0 We 


(0 为 mw 和 z 轴 之 间 的 夹 角 ); 对 工 的 求 和 则 是 对 J 和 了 作 矢 量 相 加 时 出 现 
的 所 有 整数 值 进行 . 

散射 振幅 按 分 波 振幅 的 展开 式 , 给 出 和 空间 转动 对 称 性 相关 联 的 散射 角 
分 布 的 所 有 性 质 的 完全 表示 . 但 是 , 这 个 展开 式 并 没有 清楚 地 展现 出 和 空间 反 
演 对 称 性 相关 联 的 性 质 . 如 果 相 互 作用 还 具有 已 不 变性 , 则 将 导致 不 同 的 螺 
旋 性 振幅 之 间 存 在 某 些 关系 (参见 869). 
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PT,C 变换 的 对 称 性 (如 果 粒 子 的 相互 作用 过 程 确 实 具 有 这 种 对 称 性 ) 
导致 螺旋 性 散射 振幅 之 间 存 在 一 些 确定 的 联系 , 并 因此 减少 了 独立 振幅 的 数 
目 @. 

为 了 确立 这 种 联系 , 我 们 首先 确定 二 粒子 系统 的 螺旋 性 状态 的 对 称 性 质 . 

我 们 在 二 粒子 的 质心 坐标 系 中 进行 研究 . 设 一 个 粒子 的 动量 为 pl = p, 对 
方向 p 的 螺旋 性 为 Xi; 另 一 个 粒子 的 动量 为 pa = 一 p, 对 方向 --p 的 螺旋 性 
为 Xa. 如 果 两 个 粒子 的 螺旋 性 都 对 同一 方向 p 定义 , 其 值 为 A 和 一 和 Ao, 因此， 
两 个 粒子 将 分 别 用 振幅 为 uP ? 和 ww >) 的 平面 波 描 述 , 而 二 粒子 系统 将 用 由 
wu 和 w6*?) 之 积 组 成 的 (多 分 量 ) 的 波 函 数 waa) 描述 . 

现在 , 我 们 将 系统 看 成 在 n= p/|p| 方向 上 具有 螺旋 性 4 = Xi -- 》Xa 的 一 
个 粒子 . 于 是 可 以 对 J) M, 和 1, Xa( 以 及 总 能 量 s) 具有 确定 值 的 态 写 出 波 函 数 
(在 动量 表象 中 , 即 作 为 n 的 函数 ): 


2./ 十 ] 


WJ MA A 一 ua xz) DH (n) 4 A= Al 入 2 (69.1) 
(比较 (68.8)). 由 于 4 是 总 角 动 量 在 p 方 向 上 的 分 量 , 我 们 必须 有 
IA4| < (69.2) 


根据 (16.14) 式 , 在 反 演 变换 下 ， 
Pu(Aaixa)(mz) 本 mmau NN) (一 了) = nn2(—1)” ts2—A 和 tA A M2) (n), (69.3) 


其 中 m1, m2 为 粒子 的 内 襄 宇 称 . 利用 (16.10) 式 可 以 求 出 函数 (69.1) 的 变换 规 
律 : 
Py ymaas 一 ma2( 一 1)21+s2 ym AN. (69.4) 
如 果 两 个 粒子 是 全 同 的 , 还 有 交换 对 称 性 问题 .粒子 的 交换 意味 着 交换 它 
们 的 动量 与 自 旋 . 为 了 说 明 对 函数 (69.1) 应 用 这 一 运算 的 含义 , 我 们 注意 到 在 
交换 的 定义 中 包含 着 一 个 不 对 称 性 , 即 两 个 粒子 的 角 动 量 在 同一 天 量 pl 三 P 
(第 一 个 粒子 的 动量 ) 上 取 投 影 . 交换 以 后 , 这 个 矢量 换 成 pa = -P, 角 动 量 廊 
与 jo 在 此 矢量 上 的 分 量 将 是 -Xi 与 Xa (而 不 是 在 p 上 的 分 量 Xi 与 -和 2). 因 
此 , 粒子 的 交换 算 符 Ps 对 函数 (69.1) 作用 的 结果 可 写成 
27 +1 
4nx 
Q@ 当然 , 独立 振幅 的 数目 本 身 并 不 依赖 于 S87 矩阵 的 具体 表象 , 它 对 任意 选择 的 自 
旋 变 量 都 一 样 . 





Play Mah, = uA -2)(—n) Di (—n) 
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其 中 仍 有 4 = 和 1 一 和 2. 于 是 , 利用 (69.3) 与 (16.10) 式 , 我 们 求 出 
Pay jyMa hs = (—1)2°—7 wp MAAN (69.5) 


其 中 sl = s2 = 5s. 
对 于 全 同 粒 子 , 允许 的 状态 只 能 是 交换 对 称 态 (对 玻 色 子 ) 或 交换 反对 称 
态 (对 费 米子 ). 由 于 前 者 出 现在 粒子 的 自 旋 s 为 整数 时 , 而 后 者 出 现在 自 旋 s 
为 半 整 数 时 , 因此 在 两 种 情形 下 , 二 粒子 系统 所 容许 的 螺旋 性 状态 可 以 写成 如 
下 线性 组 合 的 形式 : 
(1+ (—1)* Poa] ym ss, 


或 者 根据 (69.5) 式 , 写成 
WMAaxa 十 (—1) pIMAA: (69.6) 


值得 强调 指出 , 此 式 对 玻 色 子 与 费 米子 是 同样 的 . 
对 于 由 粒子 与 反 粒 子 组 成 的 系统 , 交换 的 结果 也 可 以 用 (69.5) 式 表 示 . 不 
过 , 和 全 同 粒 子 的 情形 不 同 , 在 这 里 , 两 种 交换 对 称 态 都 是 允许 的 , 即 两 种 组 合 


二 PIMAL A 二 (一 1) WM (69.7) 


都 可 出 现 . 这 两 种 态 具有 确定 的 电荷 宇 称 C. 电荷 共 生 运算 可 以 看 成 两 个 粒 
子 的 所 有 参数 (电荷 和 字 称 ) 完全 交换 接着 自 旋 变量 (螺旋 性 ) 反 向 交换 的 结 
果 . 第 一 次 运算 的 结果 相当 于 两 个 全 同 粒子 系统 内 的 交换 . 由 此 可 见 , 当 (69.7) 
式 取 上 面 的 符号 (在 全 同 粒子 所 容许 的 态 (69.6) 中 取 相同 符号 ) 时 , 系统 为 电 
和 荷 偶 宇 称 态 , 而 取 下 面 的 符号 则 为 电荷 奇 宇 称 态 : 


Cyt = +yt. 


最 后 , 我 们 来 研究 时 间 反 演 运算 . 自 旋 为 s, 其 分 量 为 o 的 静止 粒子 的 波 
函数 按照 下 式 变换 : 
Ty > (一 二- 
(参见 第 三 卷 (60.2)). 两 个 粒子 在 其 质心 参考 系 中 的 波 函 数 (在 变换 性 质 方面 ) 
也 可 看 成 角 动 量 为 分 量 为 M 的 “静止 粒子 ”的 波 函 数 . 螺旋 性 A1, Xo, 是 
不 变 的 : 时 间 反 演 同时 改变 了 动量 矢量 和 角 动 量 矢 量 的 符号 , 因此 乘积 j .p 
不 受 影响 . 所 以 ， 
Ty yma = (一 1)7 一 MWJAMrA (69.8) 


现在 我 们 可 以 直接 写 出 螺旋 性 振幅 的 对 称 关系 式 , 
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如 果 相 互 作用 是 P 不 变 的 , 那么 , 对 于 反应 

a+b—c+td 
来 说 , 跃迁 振幅 
|XaXp) 一 XeXa) 与 PA Ns) 一 BIAcXa) 

必须 相同 (对 给 定 的 了 与 oe). 因此 , 利用 (69.4) 式 , 我 们 求 出 

(MeXalS "Aa Ns) = Ss XalS"|— Ma, -MN). (69.9) 
如 果 选 择 有 确定 宇 称 的 态 , 即 选取 组 合 


1 Be 
WIM Xz 士 PY JIMAL Ns) 


(其 中 XixXa = 和 Mo 和 或 AeXa) 而 不 是 有 确定 螺旋 性 的 状态 , 那么 , 宇 称 不 守恒 时 ， 
跃迁 振幅 为 零 . 

时 间 反 演 使 每 一 个 态 都 按照 (69.8) 式 变换 , 并 且 使 初 态 和 终 态 交换 . 因此 ， 
人 不 变性 导致 关系 式 


(MeXa]S" (e)lMo Ns) = (MoaNslS’ (e)|AcXNa). (69.10) 


然而 , 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 过 程 (反应 和 逆反 应 ). 只 有 在 弹性 散射 的 情形 下 ， 
这 两 个 过 程 才 是 实质 上 一 样 的 , 于 是 (69.10) 式 才 是 同一 反应 的 螺旋 性 振幅 之 
间 的 关系 . 

在 两 个 全 同 粒 子 的 弹性 散射 中 , 由 于 交换 对 称 性 , 不 同 振幅 的 数目 进一步 
减少 . 我 们 看 到 , 对 给 定 的 J, 可 能 出 现 的 态 或 者 是 Xi, Xa 的 完全 对 称 态 , 或 者 
是 Ni, 》a 的 完全 反对 称 态 . 因此 , 角 动 量 守 恒 意 味 着 对 螺旋 性 交换 的 对 称 性 必 
然 守 恒 ， 

类 似 的 情形 出 现在 粒子 与 其 反 粒 子 的 弹性 散射 中 (或 者 一 对 粒子 - 反 粒 
子 变 成 另 一 对 粒子 - 反 粒 子 , 即 a 十 6 一 b 十 6 类 型 的 反应 ). 对 给 定 的 J, 既 可 
能 出 现 对 Xi，》a 对 称 的 态 , 又 可 能 出 现 对 Mi, 和 2 反对 称 的 态 . 但 是 , 这 两 种 态 
所 对 应 的 系统 的 电荷 字 称 是 不 同 的 . 由 此 得 出 , 如 果 粒 子 的 相互 作用 是 C 不 
变 的 , 因而 电荷 字 称 守恒 , 那么 , 对 Xi, Ao 有 不 同 对 称 性 的 态 之 间 的 跃迁 是 禁 
戒 的 @. 然而 , 必须 强调 指出 , 有 一 个 和 全 同 粒子 的 情形 完全 不 同 的 地 方 . 在 全 
同 粒 子 的 情形 , 对 于 任何 给 定 的 7, 只 有 一 种 对 称 性 的 态 是 不 存在 的 . 在 “ 粒 
” @ 非 全 同 粒子 相互 作用 的 各 向 同性 的 不 变性 也 可 以 产生 一 个 类 似 的 禁 戒 . 例如 ， 
在 质子 -中 子 散 射 中 , 只 要 这 种 不 变性 成 立 ,那么 , 对 和 A1, 2 有 不 同 对 称 性 的 态 之 间 的 
跃迁 是 被 禁 戒 的 
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子 - 反 粒子 ”的 情形 , 只 禁止 对 称 性 不 同 的 态 之 间 的 跃迁 ; 但 这 些 态 本 身 (对 于 
每 一 个 J) 却 是 存在 的 ， 

由 于 普 适 的 CPT 不 变性 ,了 不 变性 的 存在 也 就 意味 着 存在 CP 不 变性 
的 存在 . CP 不 变性 使 如 下 两 种 反应 的 振幅 相等 : et 种 反应 中 
的 粒子 全 部 换 成 反 粒 子 (并 改变 螺旋 性 的 符号 ), 并 且 As = 一 和 a,… 9: 


(XeXd|S7|XaXp) = (XeXalS7|AaAz). (69.11) 


独立 振幅 的 数目 对 同一 广义 反应 的 所 有 交叉 道 都 是 同样 的 , 因此 可 以 由 
任何 一 个 道 确 定 这 个 数目 . 例如 , 可 以 用 同样 数目 的 独立 振幅 描述 弹性 散射 
a 十 b 一 a 十 b 和 潭 没 过 程 a 十 65 一 5b 十 b. 这 时 , 前 者 由 了 不 变性 所 加 的 限制 等 
价 于 后 者 由 C 不 变性 所 加 的 限制 . 

现在 我 们 再 考虑 一 个 粒子 衰变 成 两 个 粒子 的 反应 : a 一 b 十 c. 在 质心 系 
( 即 粒 子 a 的 静止 系 ) 中 , 我 们 有 ps = 一 pe. 将 等 式 ja = 思 十 je 两 边 点 乘 以 pi， 
我 们 得 到 

Mo = Ap OO— Aec (69.12) 


(粒子 a 的 螺旋 性 Xa 定义 为 其 自 旋 在 一 个 次 级 粒子 动量 方向 上 的 分 量 ). 这 个 
关系 式 是 该 过 程 所 具有 的 附加 对 称 性 的 结果 , 即 绕 方向 pg 和 pc 的 轴 对 称 性 , 
如 果 粒 子 a 的 自 旋 so 小 于 se 十 sc, 那么 (69.12) 式 将 使 得 和 ,和 ,和 Ae 所 容许 的 
组 合 的 数目 减少 , 从 而 使 衰变 的 独立 螺旋 性 振幅 的 数目 减少 . 这 时 , 总 角 动 量 
J 等 于 初级 粒子 的 自 旋 so, 因而 是 一 个 固定 值 . 

衰变 中 的 PP 不 变性 由 下 式 表 示 : 


(oA)S" |Xa) = CD —Ac|S"| — Mo) (69.13) 


(这 里 我 们 除 用 到 (69.4) 式 外 , 还 用 到 了 单 粒 子 波 函数 的 变换 规则 (16.16)). 
如 果 初 级 粒子 是 真 中 性 粒子 , 那么 C 宇 称 守恒 还 要 导致 进一步 的 限制 . 这 
里 必须 区 别 三 种 不 同情 形 . 如 果 衰 变 产物 也 是 真 中 性 粒子 , 必定 有 Cu = ObC.; 
这 个 条 件 要 么 完全 禁止 衰变 , 要 么 就 是 被 满足 而 不 导致 新 的 限制 . 如 果 粒 子 b 
和 粒子 c 是 不 同 的 , 那么 C 不 变性 将 在 不 同 过 程 (a 一 5+c 和 a 一 5 十 本 的 振 
幅 之 间 确 立 一 种 关系 . 最 后 , 对 于 衰变 a 一 5 十 b 有 一 种 限制 , 因为 对 给 定 的 电 
何 宇 称 C 和 给 定 的 总 角 动 量 J = sa, 系统 要 么 处 于 螺旋 性 对 称 态 , 要 么 处 于 
螺旋 性 反对 称 态 , 这 由 J 值 的 奇偶 和 C 的 符号 决定 . 
外 既然 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 反应 , 它们 之 间 就 不 会 互相 干涉 ; 因此 , (69.11) 中 


的 相 因子 就 没有 意义 了 , 可 以 假设 它 等 于 1. 只 有 从 (69.11) 推出 的 截面 公式 才 有 实际 
意义 . 
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CP 不 变性 意味 着 衰变 a 一， 十 c 各 一 b 十 E 的 振幅 相等 : 
(MA)S" Ao) = (5Xe15" |Xa) (69.14) 


(这 里 和 ;= 一 Ao,…), 即 粒 子 和 反 粒 子 的 衰变 概率 相等 . 如 果 粒 子 的 衰变 方式 
不 止 一 种 ( 即 可 通过 不 同 的 道 衰变 ), 此 式 对 每 个 首都 是 适用 的 . 但 是 , 我 们 着 
重 指出 , 这 个 结论 是 基于 CP 不 变性 , 而 CP 不 变性 并 非 自 然 界 的 普 适 性 质 ， 
只 有 CPT 不 变性 才 是 普 适 的 , 这 一 要 求 本 身 只 能 导致 等 式 


(X6Xel8 |Xa) = (al SA5Xe)， 
b 


此 式 右 边 是 衰变 的 逆 过 程 . 我 们 在 871 将 看 到 , CPT 不 变性 条 件 将 和 么 正 性 
要 求 一 起 , 在 粒子 和 反 粒 子 的 衰变 概率 之 间 会 导致 一 个 关系 , 尽管 这 个 关系 要 
受到 更 多 的 限制 . 


习 十 


1. 利用 (69.6) 式 , 对 双 光 子 系统 可 能 的 状态 进行 分 类 . 
解 : 在 这 个 情形 , 和 i, 和 2 二 土 1. 当 J(> 0) 为 偶数 时 , 根据 (69.6), 允许 有 三 
个 对 和 ,和 2 对 称 的 态 : 


8) WJM11， bj) BIM-IY ©) PIMI-1 + WIM-11: 
当 J(> 1) 为 奇数 时 , 只 允许 有 一 个 反对 称 态 
d) WIM1-1 — PIM-11. 
态 cl 和 态 d) 也 有 具有 确定 的 宇 称 (十 1): 按照 (69.4) 
Pl(ymi1 tm-n) = 士 (一 1)7 (IM +bM-1); 


因子 士 (-1)7 = 1, 因为 括号 前 的 “二” 对 应 着 J 的 偶数 值 , 而 “-” 对 应 着 本 的 
奇数 值 . 态 8) 与 态 b) 本 身 没有 确定 的 宇 称 , 但 是 , 可 以 由 它们 的 组 合 


8 ) PIMI1 + WIM-1-1) b ) PIM11 — WIM-1-1) 


组 成 偶 宇 称 态 与 奇 宇 称 态 . 当 J=0 时 只 允许 Xi = Xea (根据 条 件 | 和 1 一 和 2| 和 小 
因而 态 c) 不 出 现 , 只 有 一 个 偶 宇 称 态 a') 和 一 个 奇 宁 称 态 0). 最 后 , 当 J=1 
时 , 对 奇数 J 唯一 可 能 的 态 d) 也 被 禁 戒 , 因为 这 时 入 = 2 > J. 这 样 一 来 , 我 们 
就 得 到 允许 状态 的 表 (9.5). 
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2. 在 非 相 对 论 性 近似 下 , 系统 的 总 角 动 量 J 由 自 旋 8 和 轨道 角 动 量 二 的 
相 加 求 出 . 试 对 二 粒子 系统 求 态 |JLSM) 和 态 |JAMAi》Xe) 之 间 的 联系 . 
解 : 按照 角 动 量 相 加 时 波 吕 数 构 成 的 法 则 , 我 们 有 


WILSM = >_ {Woo e202 (0102|SMs)}p rm (MrMs|JM). (1) 


其 中 Wsc 为 自 旋 s( 在 固定 z 轴 上 的 分 量 为 o) 的 本 征 函 数 , LM 为 轨道 角 动 
量 L( 分 量 为 Mi) 的 本 征 浮 数 ; 大 括号 内 的 表示 式 对 应 于 sl 加 so 给 出 3, 然 
后 9 和 工 相 加 给 出 J; 求 和 对 所 有 的 m 型 指标 进行 . 在 动量 表象 中 将 所 有 函 
数 都 写成 (动量 pp 三 pi 的 ) 方向 另 的 函数 , 并 利用 第 三 卷 (58.7) 式 将 波 函 数 
人 so 通过 螺旋 性 态 的 波 函 数 Yi 表示 : 


ps ol 一 > D of (n)pna b 


ps20s = 3 D 0 (n)pn—a2- 


入 2 


对 于 函数 思 rwi， 我们 有 


27 十 | 
WLM = YLMi(n) Se ps ——— DI (n) 


(这 里 用 到 了 第 三 卷 的 (58.25) 式 和 定义 (16.5)). 将 这 些 函 数 代 入 (1), 并 两 次 
使 用 第 三 卷 中 的 展开 式 (110.1) 和 克 菜 布 希 - 高 登 系数 的 正 交 性 公式 (第 三 卷 
(106.13) 式 )， 就 得 到 由 JLsm 的 展开 式 : 





PILSM = Y_, WIMaina (TMANMNIILSM), (2) 
Ai 入 2 
其 中 
2J+1 
WIMANs = Wopn DO, (n) Fe 4 = Al 一 和 2， 
系数 为 


(JMAMIILSM) = (—i)!(—1)™ "+5 VY(2L + 1)(2S+ 1) 


“(2 和 (1 Ss 二 (8) 
A1 —A» 一 4 0 4 -A 
由 于 变换 (2) 是 么 正 的 , 我 们 有 


(JLSM|IJMAN2) = (JMANIILSM)". 
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870 不 变 振幅 


在 螺旋 性 振幅 中 使 用 了 一 个 特别 的 参考 系 , 即 质心 坐标 系 . 但 为 了 利用 协 
变 微 扰 论 计算 散射 振幅 (以 及 为 研究 它们 的 一 般 解 析 性 质 ), 将 散射 振幅 写成 
明显 的 协 变形 式 是 较为 方便 的 . 
如 果 参 加 反应 的 粒子 没有 自 旋 , 那么 散射 振幅 只 和 粒子 四 维 动量 的 不 变 
乘积 有 关 . 对 于 反应 : 
a+b—c+i+d (70.1) 


这 些 不 变量 取 为 866 中 所 定义 的 量 s,t,w 中 的 任意 两 个 量 . 于 是 , 散射 振幅 简 
化 为 一 个 单一 的 函数 Mp; = f(s,). 

如 果 粒 子 有 自 旋 , 那么 , 除了 动力 学 不 变量 s,t,w 外 , 还 应 存在 由 粒子 的 
波幅 组 成 的 不 变量 ( 双 旋 量 , 四 维 张 量 等 ). 这 时 , 散射 振幅 的 形式 必定 是 


MP = 》 fnls,t)F,, (70.2) 


其 中 玉 是 一 个 和 所 有 参加 反应 的 粒子 的 波幅 (以 及 它们 的 四 维 动量 ) 线性 相 
关 的 不 变量 . 系数 所 (s,t) 称 为 不 变 振幅 . 

通过 选择 波幅 使 其 对 应 于 有 确定 螺旋 性 的 粒子 , 我 们 就 能 得 到 确定 的 不 
变量 值 FE = (和 i,Xy). 于 是 , 螺旋 性 散射 振幅 就 是 不 变 振 幅 户 的 线性 齐 次 
组 合 . 由 此 看 到 , 独立 函数 fh(s,t) 的 数目 等 于 独立 的 螺旋 性 振幅 的 数目 . 由 于 
独立 的 螺旋 性 振幅 数 容易 确定 (如 8$69 中 所 阐述 的 ), 不 变量 FE, (其 数目 已 预 
先知 道 ) 的 构成 也 就 容易 了 . 

下 面 我 们 举 几 个 例子 . 在 这 些 例子 中 , 我 们 假定 相互 作用 都 是 了 不 变 和 
P 不 变 的 . 已 不 变性 意味 着 不 变量 玉 应 该 是 真 标量 (而 不 是 持 标 量 ). 


零 自 施 粒 子 被 > 自 施 粒 子 的 散射 


为 了 计算 不 变量 的 数目 ( 即 独立 螺旋 性 振幅 的 数目 ), 我 们 注意 到 这 时 
SY 和 矩阵 元 的 总 数 ( 即 不 同 的 和 1, 和 2, 入 ;和 9 的 组 合 数 ) 等 于 4( 和 1 = 入 = 0， 
i +5). 考虑 到 P 不 变性 , 独立 矩阵 元 的 数目 减少 为 2, 并 且 了 不 变性 
不 会 改变 这 个 数目 . 

两 个 独立 的 不 变量 可 以 取 为 


P=Wu, Fy=V(YK). (70.3) 
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其 中 必 = w(p) ,vw = w(p') 分 别 为 初 态 与 终 态 费 米子 的 双 旋 量 振幅 ; K = kk 十 有， 
其 中 k, 入 分 别 为 初 态 与 终 态 玻 色 子 的 四 维 动量 巴 . 

量 (70.3) 的 工 不 变性 是 很 明显 的 ， 如 果 注 意 到 在 时 间 反 演 下 , 乘积 ww 与 
iTypol 和 算 符 yp 与 yD 按照 同样 规律 (28.6) 变换 , 且 前 者 是 后 者 的 矩阵 元 : 
乘积 ww 本 身 是 不 变 的 , 而 四 维 矢量 wyw 按 下 式 变换 : 


Uy oY UY UY. 


四 维 动量 也 按照 类 似 的 方式 变换 : (K?,K) 一 (K?0, 一 K), 因此 , 标量 积 Fy = 
Ku(Yytu) 是 不 变 的 . 


1 , 
两 个 3 自 旋 的 全 同 粒 子 的 弹性 散射 
为 了 计算 独立 的 螺旋 性 振幅 数 , 比较 方便 的 做 法 是 从 螺旋 性 态 的 线性 组 
合 出 发 : 
Vig = P++ + Pp-, Vog = VW4+ C— 人 WP--, 
Vag = p+ + + pu = P+ — YP-+, 


其 中 下 标 二 标记 两 个 粒子 的 螺旋 性 量子 数 (+ 3) 对 两 个 粒子 的 交换 , 19, 2g, 3g 


为 偶 态 , 而 wv 为 奇 态 . 可 见 妈 迁 g 过 习 是 禁 戒 的 , 因此 , 考虑 交换 对 称 性 后 

剩 下 16 -6= 10 个 矩阵 元 . 函数 办 y pag 对 于 反 演 P 的 宇 称 和 wos 相反 ， 站 
以 它们 之 间 的 跃迁 是 被 禁 开 的 , 这 使 得 独立 振幅 的 数目 减少 到 6 . 最 后 , 了 不 
变性 使 得 路 迁 19 一 3g 和 39 一 19 的 振幅 相等 , 这 样 总 共 只 剩 下 5 个 独立 振 
幅 . 可 选 如 下 5 个 独立 的 不 变量 : 


Fi = (Tu)(Uu2), Fo = (WY U1) (DY 2), 
Fs = (TY) 2), Fa= (WY Yu) (UY 2), (70.4) 


Fs = (Lior w1) (Uap du2), 


其 中 wa wz 为 初 态 粒 子 的 双 旋 量 振幅 , 而 wi, ws 为 终 态 粒子 的 双 旋 量 振幅 . 初 
态 (或 终 态 ) 粒子 间 的 交换 不 会 引出 新 的 不 变量 : 新 的 不 变量 可 通过 先前 的 不 
变量 表示 (参见 828 的 习题 ). 但 是 , 表示 式 (70.2) (其 中 的 到 由 (70.4) 给 出 ) 显 
包 年 看 起 来 , 似乎 还 可 以 组 成 诸如 opvkrtk'vw 这 样 的 不 变量 (矩阵 oy 的 定义 见 
(28.2)), 但 是 , 如 果 考 虑 守恒 定律 k= p+k 一 p' 和 双 旋 量 振幅 所 满足 的 方程 : 
HP = mu, 五 (TD ) = rn， 


就 会 发 现 , 这 样 的 不 变量 可 简化 为 (70.3) 式 . 
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然 没 有 考虑 到 两 个 全 同 费 米子 的 交换 必须 改变 散射 振幅 的 符号 这 个 要 求 . 满 
足 这 个 要 求 的 表示 式 可 写成 


Mei = [(aaaa)(aouz) 户 (tu — (Un) (U2) fi(v,t) + (70.5) 


当 pi 与 (或 pi 与 po) 交换 时 , 运动 学 不 变量 s 一 st 一 wu, wu 一 这 样 上 述 
要 求 必定 得 到 满足 ， 


光子 被 自 旋 为 0 或 > 的 粒子 的 弹性 散射 


这 类 过 程 的 振幅 用 满足 下 列 条 件 的 类 空 四 维 单位 矢量 et, et? 来 表示 是 
比较 方便 的 : 


eV2 e202 1 eDec) 0, 
(70.6) 
e(Dk=eDk=0, eVk = ek =0 


(对 于 两 个 光子 中 的 每 一 个 , 这 些 四 维 矢量 都 可 以 作为 四 维 单位 矢量 , 用 以 对 
光子 极 化 性 质 作 不 变 描述 (参见 $8)). 
设 k 和 k&' 分 别 为 光子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 , 而 p 和 分 别 为 散射 
粒子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 . 四 维 矢 量 
> ,PK +pK 
A (70.7) 
Nee Pk 


其 中 
K=ki+k, gqg=p—p =k—k 


显然 是 互相 正 交 的 , 和 四 维 矢量 K,g 也 是 正 交 的 , 并 因此 还 和 k,k' 正 交 . 既然 
它们 和 类 时 的 四 维 矢量 K 正 交 (K? = 2kk' > 0), 它们 自身 必定 是 类 空 的 ( 实 
际 上 , 在 K =0 的 参考 系 中 , 由 KP = 0 可 以 推出 有 = 0, 因此 P? < 0). 通过 
取 





e(DA— NV e(2) 和 一 己 (70.8) 
VN Vv- 


将 P 和 NN 归 一 化 , 我 们 得 到 满足 所 有 要 求 的 一 对 四 维 矢 量 . 可 以 看 出 , et2) 为 
真 矢 量 , e() 为 尾 矢 量 . 
借助 初 态 与 终 态 光子 的 四 维 极 化 矢量 e 与 e', 光子 的 散射 振幅 可 以 写成 


Miri = Fere,, (70.9) 
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光子 的 螺旋 性 只 能 取 两 个 值 ( 土 1). 因此 ， 对 光 于 被 一 个 零 目 话 粒子 的 散 
射 , 独立 的 螺旋 性 振幅 数 等 于 2, 这 和 零 自 旋 粒 子 与 3 自 旋 粒 子 的 相互 散射 是 
一 样 的 . (70.9) 式 中 的 张 量 Fw 必定 仅 由 粒子 的 四 维 动量 构成 . 它 可 写成 如 下 
形式 : 
Fr = fietN etd + foel2) Nel2 rp (70.10) 
其 中 i, fz 为 不 变 振幅 . 应 该 指出 , FY 中 没有 包含 乘积 etD*el2)4 的 项 , 因为 
这 个 乘积 是 寿 张 量 , 当代 入 (70.9) 式 中 时 将 得 到 厦 标 量 . 
最 后 , 我 们 来 研究 光子 被 一 个 5 自 旋 粒子 的 散射 . 为 了 计算 独立 的 螺旋 
性 振幅 的 数目 , 我们 注意 到 , 在 此 情形 下 , 57 和 矩阵 元 的 总 数 为 16 (两 个 初 态 粒 
子 和 两 个 终 态 粒子 中 的 每 一 个 都 可 有 两 个 螺旋 性 的 值 ), 已 不 变性 的 要 求 使 这 
个 数 减少 到 8, 最 后 , 了 不 变性 要 求 进 一 步 使 这 个 数 减 少 到 6. 
这 里 , 我 们 将 张 量 及 ,写成 如 下 形式 
Fy = Go(lel elY) 十 eb) el2)) 二 Gi (eX el?) 十 ed)el)) 
+G2(e\ Jel?) 一 eb et!)) 十 Ga(el et) 一 el el(2)), (70.11) 
其 中 Go 与 G3 为 真 标 量 , G1 与 Gz 为 尾 标 量 , 这 四 个 量 都 是 费 米子 双 旋 量 振 
幅 志 (p') 和 w(p) 的 双 线 性 式 : 


Gu = TU(p Qnu(p). (70.12) 
矩阵 Qn 的 一 般 形 式 (对 双 旋 量 指 标 ) 为 
Qo= f+ f(yK), Qi1= 7 [fs + fa(yK)), 
Q2 =Y [fs + fe(yYK)], Qs3= fr+ fe(yK), 


其 中 KK =k 十 k'. 系数 及 ,…, fs 为 不 变 振 幅 , 在 此 有 8 个 (而 非 6 个 ), 因为 还 
没有 考虑 工 不 变性 的 要 求 . 
时 间 反 演 交 换 粒 子 的 初 态 和 终 态 的 四 维 动量 , 还 改变 它们 空间 分 量 的 符 


(70.13) 


号 : 
(ko, k) = (ko, —k’), (po,P) 全 (po, —p); (70.14) 
光子 的 四 维 极 化 矢量 按 下 式 变 换 : 
(eoe) 一 (eg ,一 e ”) (70.15) 


(比较 (8.11a)), 因此 


站 站 fj fh fj f f 
(eo e0, et €0, ei ek) — (ep'eo, —e0 Ci, Er €i). 
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由 于 这 个 变换 , 散射 振幅 (70.9) 的 不 变性 条 件 等 价 于 

(Fbo, Fio, Fir) 一 (Foo, — Foi, Fki). 
另 一 方面 , 变换 (70.14) 意味 着 


(Ko, K) 二 (Ko, —K), (go, qa) (一 0o， q), 
(P,P) =— (PD,—P), (No N) = (No, —N), 


于 是 
(ed2), el12)) 一 (ed?) ,一 et12))， (70.16) 


因此 , 从 表示 式 (70.11) 出 发 , 我 们 必定 有 
Co13 一 Co13， Go2 一 一 C2. 
在 时 间 反 演 下 ， 
es Ee 操 /5 pr 
UYU TY TYIR) = TY (YK, 


从 厢 标 量 和 轴 矢 量 双 线 性 式 的 变换 规则 (28.6) 来 看 , 这 也 是 很 明显 的 . 从 表示 
式 (70.12) 和 (70.13) 明显 可 见 , 由 于 散射 振幅 的 工 不 变性 , 必定 有 


fs= fe=0. (70.17) 
871 人 么 正 性 条 件 


散射 矩阵 必定 是 么 正 的 : $5+ = 1, 或 用 和 矩阵 元 表示 为 : 


(SS+)pi 一》 SpnSi, = ps, (71.1) 


其 中 下 标 n 表示 所 有 可 能 的 中 间 态 和 . 这 是 9 矩阵 最 普遍 的 性 质 , 它 保证 了 
状态 的 归 一 性 和 正 交 性 在 反应 中 得 以 保持 (比较 第 三 卷 8125, 8144). 特别 是 ， 
(71.1) 式 中 的 对 角 元 简单 地 表达 了 如 下 事实 : 由 给 定 的 初 态 到 所 有 终 态 的 路 
迁 概 率 之 和 等 于 1, 即 

>》 |Sni? c=: 


@ 当然 , (71.1) 中 8y; 的 实际 意义 与 量子 数 的 具体 选择 以 及 系统 波 函 数 的 归 一 化 有 
关 . 后 者 应 如 此 确定 ,以便 学 y 6iy =1. 


871 人 么 正 性 条 件 275 


将 (64.2) 形式 的 矩阵 元 代 和 人 (71.1), 我 们 得 到 
Typi 一 TY 一 这 (27)“ >》 8 (Py — Pn)Ton TE, 


=i(2n) > 8) (Ps — Pa)T pT (71.2) 
在 等 式 右边 我 们 写 出 么 正 性 条 件 的 两 种 等 价 的 形式 , 分 别 为 88+ = 1 与 $+5 = 
1, 即 因 子 $ 和 5+ 的 次 序 相反 . 
应 该 注意 到 , 此 等 式 的 左边 是 下 矩阵 元 的 线性 式 , 而 右边 是 二 次 式 . 因此 ， 
如 果 相 互 作 用 (例如 , 电磁 相互 作用 ) 包含 一 个 小 参数 , 那么 左边 将 是 一 级 小 
量 , 而 右 端 是 二 级 小 量 . 在 一 级 近似 中 , 后 者 可 略 去 ; 于 是 有 


Tri = Tiy, (71.3) 


即 和 矩阵 全 是 厄 米 的 . 
为 使 么 正 性 条 件 (71.2) 有 更 具体 的 形式 , 必须 弄 清楚 对 n 求 和 的 含义 .我 
们 对 两 个 粒子 的 碰撞 来 研究 此 问题 , 并 假设 守恒 定律 只 容许 弹性 散射 , 这 时 ， 
2) 式 中 的 所 有 中 间 态 也 都 是 “二 粒子 ” 态 . 对 它们 的 求 和 意味 着 对 中 间 动 
PY;p& 积分 , 并 对 两 个 粒子 的 自 旋 量子 数 (例如 螺旋 性 ) X 求 和 : 


V2d3 V2d3pr dS py 
2, /eae 2 
用 864 的 相同 方法 消去 8 函数 , 便 得 到 “二 粒子 的 ” 勾 正 性 条 件 
了 Fi 一 rt 7D 2 加 上 'e2d0", 


其 中 ?与 < 为 质 必 系 中 的 动量 与 总 能 量 . 按照 (64.10) 式 将 振幅 从 Tyi 变换 成 
MF 后 , 归 一 化 体积 便 不 再 出 现 : 





es es 1 lpl 下 17 
Myi — Mi = Can 2, / Men Miedo". (71.4) 
我 们 这 样 来 定义 弹性 散射 振幅 , 使 得 
do = |(n’N|finN)ldo (71.5) 


其 中 与 mn’ 分 别 为 初 态 与 终 态 动 量 的 方向 ; 入 与 X 则 分 别 为 初 态 与 终 态 的 
自 旋 量子 数 . 和 (64.19) 式 比较 , 就 可 看 出 


(WX|fInN) = Mj (71.6) 
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么 正 性 条 件 (71.4) 变 为 


(WX |fInN) 一 (Am 和 入 
三 | > fw xs (nA|f ln Xdo”, (71.7) 
A 


此 式 是 非 相对 论 性 理论 中 的 常用 公式 (第 三 卷 (125.8) 式 ) 的 推广 . 
零 角 度 弹 性 散射 的 振幅 是 对 角 和 矩阵 元 Tii, 在 此 矩阵 元 中 , 粒子 的 终 态 与 
初 态 相 同 . 对 此 振幅 , 么 正 性 条 件 (71.2) 变 为 如 下 形式 : 


2Im Ty; = (27n) >》 |7inl28 人 (有 一 瑟 )， (71.8) 


此 式 右 边 和 给 定 初 态 i 所 有 可 能 的 散射 过 程 的 总 截面 只 相差 一 个 因子 ; 我 们 
将 此 总 截面 记 作 oi. 事实 上 , 概率 (64.5) 对 态 f 求 和 并 除 以 流 密度 j, 就 得 到 


4 
m= EY Dll ~ Ps), 


因此 
2V 


0 一 各 
通过 取 7 = Mii/(2e1V .2e2V) (其 中 sl, sz 为 粒子 在 质心 系 中 的 能 量 ), 并 将 
(64.17) 的 了 代 人 , 消去 归 一 化 体积 , 于 是 有 


Im Mis 一 2|pleor. (71.9) 


这 个 公式 就 是 光学 定理 的 表示 . 如 果 采 用 弹性 散射 振幅 (71.6), 便 得 到 光学 定 
理 通 常 的 形式 : 
Im (nA|finAX) = nl, (71.10) 


(比较 第 三 卷 (142.10) 式 ). 

如 果 5 和 矩阵 是 在 动量 表象 中 给 出 的 (分 波 振幅 ), 那么 , 由 于 它 对 J 是 对 
角 的 , 么 正 性 条 件 可 以 对 每 一 个 J 值 分 别 写 出 . 

例如 , 若 只 有 弹性 散射 是 可 能 的 , 么 正 性 条 件 可 写成 如 下 形式 : 


》 (XIS7|X)(AIS7| 六 = SAx (71.11) 
入 ” 


@ 必须 强调 指出 , 我 们 所 说 的 正 是 下 的 矩阵 元 , 而 不 是 5 的 矩阵 元 , 即 从 5S 中 减 去 
单位 和 矩阵 以 后 的 对 角 元 素 . 
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由 于 了 不 变性 , 弹性 散射 矩阵 是 对 称 的 (比较 (69.10) 式 ), 因此 可 化 成 对 角形 
式 . 这 时 , 勾 正 性 条 件 要 求 对 角 元 素 的 模 等 于 1, 因此 , 通常 可 写成 


SY = exp(2i8 Jn), (71.12) 


其 中 5J 为 和 能 量 有 关 的 实 常 数 , (下 标 nn 标记 给 定 J 的 一 个 对 角 元 素 ). 在 一 
般 情 形 下 , 当 独 立 振幅 数 N 超过 ( 方 ) 矩阵 57 的 阶 数 时 , 使 5 对 角 化 的 变换 
系数 依赖 于 J 与 5 (这些 系 数 不 仅 包括 和 矩 阵 的 主 值 , 而 且 还 包括 和 原始 的 六 
个 量 等 价 的 独立 量 ). 然而 , 如 果 N 等 于 和 矩阵 9 的 阶 数 (因而 等 于 矩阵 主 值 的 
数目 ), 则 对 角 化 系数 是 普 适 常数 . 这 时 , 对 角 化 状态 具有 确定 的 宇 称 (当然 , 没 
有 确定 的 螺旋 性 ). 

用 分 波 振幅 (A|f?| 入 ) 表示 , 条 件 (71.11) 可 写成 


(NF° A) — ANF NY) = 2ilp| >》 (MP7 | AL) (71.13) 
2 
只 要 将 展开 式 (68.13) 代入 (71.7), 并 利用 D 函数 的 正 交 归 一 性 , 就 不 难 证 明 
这 一 点 . 如 果 存 在 了 不 变性 , 矩阵 (XIA) 是 对 称 的 , (71.13) 式 就 变 成 
Im (XM|f°|A) = | 四 (|P 产 + 和 (71.14) 
如 将 此 矩阵 对 角 化 , 其 对 角 元 素 就 是 


1 
i Bi exp(iom) sin 6 yn. (71.15) 


最 后 , 我 们 给 出 一 些 由 么 正 性 条 件 和 CPT 不 变性 得 到 的 结论 . CPT 不 变 
性 给 出 : 


i= | pi (exp(2i07n) — 1) = 


Tyi = Tiy, (71.16) 


其 中 与 f 态 和 % 与 了 态 的 区 别 在 于 将 所 有 的 粒子 都 换 成 了 它们 的 反 粒 子 
( 且 在 动量 不 变 的 条 件 下 , 角 动 量 矢量 变 号 ). 特别 是 , 对 于 对 角 元 素 ， 


Tii = 了 和， 


因此 , 由 (71.8) 和 (71.9) 得 出 , 对 于 粒子 之 间 和 反 粒 子 之 间 的 反应 , 初 态 给 定 
的 所 有 可 能 过 程 的 总 截面 都 是 相同 的 . 

特别 是 , 粒子 和 有 反 粒 子 的 总 衰变 概率 ( 即 寿命 ) 相同 . 这 些 结果 连同 粒子 
和 反 粒 子 质量 相等 (811), 是 由 相互 作用 的 CPT 不 变性 得 出 的 最 重要 的 结果 . 
我 们 记得 (参见 869 末 ), 对 每 一 可 能 的 衰变 道 单独 而 言 , 要 类 似 的 结论 也 成 立 ， 
则 还 要 要 求 CP 不 变性 也 成 立 . 
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习 题 
由 么 正 性 条 件 , 求 核子 光 生 和 介子 (y 十 入 一 TT 十 入 ) 的 分 波 振幅 和 核子 
一 T 介子 弹性 散射 (fr 十 NN 一 不 十 入) 的 相位 之 间 的 关系 . 这 时 请 注意 : TN 散射 
属于 强 相 互 作 用 , 而 光 生 反应 和 YN 散射 属于 电磁 相互 作用 . 
解 : 分 波 振幅 记 作 : 
(NISIYN) = Os (YNISIYN) Syy' (rN|SIxN) SD 


( 略 去 了 下 标 J 和 螺旋 性 下 标 ). 光 生 反应 是 电荷 e 的 一 级 过 程 ,而 YN 散射 属 
于 二 级 过 程 ; 因此 8 ~ e, Sry 一 1 ~ 62, 振幅 Srr 不 含 小 量 , 精确 到 ~ e 项 ， 
条 件 (71.1) 给 出 


pe el (1) 


DryIrny 十 grrorr SOrrorr = 1 (2) 


(等 式 (2) 右边 的 1 应 该 记 住 是 标记 自 旋 变 量 的 单位 答 阵 ). 由 于 荆 不 变性 , 短 
阵 Sin 是 对 称 的 , 且 Sr 一 Siy. 取 和 矩阵 Srr 的 对 角形 式 , 即 对 应 于 具有 确定 
宇 称 的 让 介子 态 . 这 时 由 (2) 可 以 得 出 , 对 角 元 素 的 形式 为 e2i" (具有 不 同 的 
常数 57). 于 是 , 对 于 撼 阵 Sr 的 每 一 个 元 素 , (1) 式 给 出 


2i6 
So 


由 此 得 出 

Oi 士 |Srv|ie ™. 
因此 , 光 生 反应 的 分 波 振幅 相位 (在 一 个 具有 确定 宁 称 的 态 中 ) 由 TV 弹性 散 
射 的 相位 决定 . 
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872 编 时 乘积 


如 果 粒 子 间 的 相互 作用 可 以 看 作 小 量 , 那么 , 粒子 碰撞 时 所 发 生 的 各 种 
过 程 的 概率 就 可 以 用 微 扰 论 来 计算 . 不 过 , 通常 的 非 相 对 论 量 子 力学 中 的 微 扰 
论 形式 有 一 个 明显 的 缺陷 : 它 没有 直接 显现 出 相对 论 不 变性 . 尽管 将 这 种 理 
论 形 式 应 用 到 相对 论 性 问题 时 , 最 终结 果 满 足 相 对 论 不 变性 条 件 , 但 由 于 中 
间 公 式 不 是 协 变形 式 , 使 得 计算 十 分 复杂 . 在 这 一 章 , 我 们 将 阐述 一 种 克服 上 
述 缺 陷 的 自治 的 相对 论 人 性 微 扰 论 , 这 个 理论 是 由 费 曼 建 立 的 (R. P. Feynman， 
1948 一 1949). 

在 系统 的 二 次 量子 化 描述 中 , 我 们 用 更 标记 系统 在 自由 粒子 各 个 状态 的 
占有 数 “ 空 间 ” 中 的 波 函 数 . 系统 的 哈密 顿 算 符 为 天 = 所 +V, 其 中 VV 为 相 
互 作用 算 符 . 设 5 为 未 扰动 哈密 顿 算 符 的 本 征 函 数 , 每 一 个 本 征 函 数 对 应 于 
某 个 确定 的 占有 数 . 任意 函数 8 可 以 展开 成 $ = 》 Cn Bn. 于 是 , 精确 的 波动 


方程 
i =( 遍 +P)6 (72.1) 


变 成 对 系数 Cr 的 一 个 方程 组 : 


iCn = 》 Vnm expli(En 一 Em)i]Cm, (72.2) 


其 中 Vm 为 算 符 VV 的 与 时 间 无 关 的 矩阵 元 , , 为 未 扰动 系统 的 能 级 (比较 第 
三 卷 $40). 
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按照 定义 , 算 符 VV 不 显 含 时 间 . 另 一 方面 , 量 


Vnm(t) = Vm expli(En, — Em )d (72.3) 
可 以 看 成 与 时 间 有 关 的 算 符 
V(t) = exp(iBot)V exp(—iBot) (72.4) 


的 矩阵 元 . 我 们 称 V(t) 为 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 , 以 区 别 于 原来 的 与 时 间 无 
关 的 莅 定 证 算 符 玉 . @ 我 们 用 同一 字母 $ 代表 新 绘 景 中 的 波 函 数 , 就 可 将 方 
程 (72.2) 写成 如 下 符号 形式 : 


i$ = V(t)g. (72.5) 
在 此 绘 景 中 , 波 函 数 的 变化 是 完全 由 于 微 扰 的 作用 , 即 由 粒子 的 相互 作用 引起 


的 过 程 . 
如 果 &(#) 与 8(t 十 5t) 是 两 个 相继 时 刻 的 $ 值 , 那么 , 方程 (72.5) 表明 : 


S(t + 6t) = [1 — idtV(t)] §(t) = exp[ 一 i8t : V(t)] Gt). 


从 而 , 任 一 时 刻 tf 的 5 值 可 以 用 某 一 初始 时 刻 去 (tr > 去) 的 5 值 表 示 : 
了 -~~ 
$(tr) = {UU exp|—idto . pea $(ti), (72.6) 


其 中 乘积 | | 是 对 万 和 上 妖 之 间 所 有 无 穷 小 间隔 6to 求 积 的 极限 . 如 果 V(t) 是 
一 个 普通 函数 , 这 个 极限 就 简化 为 


{ | " v (Wat\ | 


不 过 , 这 个 结果 能 否 成 立 , 还 要 看 (72.6) 式 的 乘积 变 为 指数 上 的 求 和 时 , 属于 
不 同时 刻 的 因子 之 间 是 否 可 对 易 . 算 符 V(t) 没有 这 样 的 可 对 易 性 , 因而 不 可 
能 化 成 通常 的 积 

我 们 可 以 将 (72.6) 式 写 成 符号 形式 : 


6(ty) = Texp { -i / Pd G(ti), (72.7) 


@ 必须 强调 指出 , 定义 (72.4) 用 到 的 所 为 非 扰 动 的 哈密 顿 算 符 , 这 一 点 和 算 符 的 
海 森 伯 绘 景 不 同 . 在 海 森 伯 绘 景 中 ， 
VH(E) = exp(iBt)V exp(—iBt) 
(参见 第 三 卷 813 以 及 本 书后 面 的 $102). 


872 编 时 乘积 . 281 . 
其 中 工 为 编 时 符号 , 它 表 示 乘 积 (72.6) 中 各 个 相继 因子 的 某 个 (“ 编 时 的 ”) 
时 间 顺 序 . 特别 是 , 当 t 一 -oo, tf 一 十 oo 时 , 我 们 有 
$(+00) = 95( 一 oo)， (72.8) 
其 中 几 
S = Texp {= / Foat} (72.9) 


写 出 波动 方程 形式 上 的 精确 解 (72.7) 一 (72.9) 的 意义 在 于 , 我 们 能 够 很 容 
EN 


av 


-> _ 曲 三 dt2 .. | dt - T{V(t) V(t2) -V(t)}. (72.10) 





这 里 , 每 一 项 中 积分 的 第 有 次 寡 可 以 写成 大 重 积分 , 符号 全 表示 在 变量 二 , to， 
,tk 的 值 的 每 个 范围 中 , 相应 的 算 符 按照 从 右 到 左 t 值 增长 的 编 时 次 序 排 
列 @. 
由 定义 (72.8) 可 见 , 如 果 系 统 在 碰撞 前 处 于 态 $; (自由 粒子 态 的 某 种 集 
合 ), 那么 它 跃迁 到 态 By (自由 粒子 态 的 另 一 种 集合 ) 的 概率 振幅 为 矩阵 元 Sy;. 
于 是 , 这 些 和 矩阵 元 组 成 5 矩阵 . 
在 $43 中 已 经 给 出 了 电磁 相互 作用 算 符 : 


V=e / (4)daz. (72.11) 
将 它 代 人 (72.9) 式 , 我 们 得 到 
S$ = Texp {= / Gas , (72.12) 


值得 指出 的 是 , 算 符 (72.12) 是 相对 论 不 变 的 . 这 可 以 从 被 积 函 数 是 标量 这 个 
事实 看 出 , 对 dsz 的 积分 是 相对 论 不 变 的 , 并 且 编 时 运算 也 是 不 变 的 . 然而 对 
最 后 这 点 , 需要 作 进 一 步 的 解释 . 

我 们 知道 , 只 要 妇 和 ts 两 个 时 刻 所 对 应 的 世界 点 zx: 和 zz 是 被 类 时 间 
隔 分 开 的 : (zs 一 zi)”> 0, 那么 , 这 两 个 时 刻 的 先后 顺序 ( 即 差 to。 -二 的 符 
号 ) 和 参考 系 的 选择 无 关 . 在 这 种 情况 下 , 编 时 顺序 必定 是 不 变 的 . 但 是 如 果 
(zz 一 zi) < 0 (是 类 空间 隔 ), 那么 , 在 不 同 的 参考 系 中 , 既 可 以 有 to > 轨 , 也 可 
以 有 <9. 但 是 , 这 样 的 两 个 点 所 对 应 的 事件 之 间 不 可 能 有 因果 关系 . 因 


包 利用 展开 式 (72.10) 导出 相对 论 性 微 扰 论 的 规则 是 戴 森 的 工作 (F. J. Dyson, 1949). 

加 为 简洁 计 , 我 们 常常 说 光 锥 以 内 和 光 锥 以 外 的 区 域 , 而 不 说 类 时 间隔 和 类 空间 
隔 : 距 z' 点 的 间隔 (z 一 2")? > 0 的 所 有 点 z 都 在 以 z' 为 顶点 的 双 光 锥 以 内 , 而 间隔 
(z 一 2 )? <0 的 所 有 点 都 在 这 个 光 锥 以 外 . 
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此 , 和 这 两 个 点 相关 的 两 个 物理 量 的 算 符 显然 是 可 对 易 的 . 这 是 因为 从 物理 的 
观点 讲 , 两 个 算 符 的 不 可 对 易 性 意味 着 相应 的 两 个 量 不 可 能 同时 被 测量 , 而 这 
一 点 是 以 两 个 测量 之 间 存 在 物理 联系 为 必要 条 件 的 . 因此 , 上 面谈 到 的 乘积 
时 序 仍然 是 不 变 的 : 虽然 洛 伦 效 变 换 可 能 颠倒 两 个 时 刻 的 顺序 ,但 由 于 两 个 因 
子 是 可 对 易 的 , 因而 它们 能 够 恢复 到 编 时 顺序 @. 

不 难看 出 , 本 节 所 给 的 S 矩阵 的 定义 必定 满足 么 正 性 条 件 . 将 5 写成 
(72.6) 式 那 样 的 编 时 乘积 , 再 运用 VV 的 厄 米 性 , 就 可 以 得 出 如 下 结果 : 5+ 可 以 
表示 为 expfista . V(t)] 形式 的 因子 乘积 (指数 上 的 符号 相反 ), 在 编 时 顺序 上 
是 相反 的 . 所 以 , 当 驴 和 8+ 相 乘 时 , 所 有 因子 就 成 对 地 相 消 . 

应 当 指 出 , 算 符 8 的 么 正 性 在 此 情形 是 得 到 保证 的 , 因为 哈密 顿 算 符 是 
厄 米 的 . 么 正 性 条 件 实 际 上 要 比 这 里 所 述 的 理论 的 基本 假定 更 为 普遍 .即使 在 
不 用 哈密 顿 算 符 和 波 函 数 概念 的 量子 力学 描述 中 , 么 正 性 条 件 也 必须 满足 . 
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我 们 用 几 个 具体 例子 来 说 明 如 何 计算 散射 矩阵 元 . 这 些 例子 将 有 助 于 对 
协 变性 征 扰 论 的 普遍 规则 作 进 一 步 的 公式 化 . 

流 算 符 了 包含 两 个 电子 的 落 算 符 的 乘积 . 因此 , 在 一 级 微 扰 论 中 可 能 发 
生 的 过 程 的 初 态 与 终 态 只 有 三 个 粒子 参加 : 两 个 电子 ( 算 符 力 和 一 个 光子 ( 算 
符 介 . 但 是 , 不 难看 出 , 自由 粒子 之 间 不 可 能 发 生 这 样 的 过 程 , 它们 被 能 量 和 
动量 守恒 定律 所 禁止 . 设 pl 和 ps 为 电子 的 四 维 动量 ,大 为 光子 的 四 维 动量 , 则 
四 维 动量 守恒 可 以 表示 为 k= ps 一 pi 或 k= 二 pz 十 pi. 但 是 , 这 样 的 等 式 不 可 能 
成 立 , 因为 对 于 光子 , k2 = 0, 而 (pz 土 p1)? 肯定 不 等 于 零 . 如 果 我 们 在 其 中 一 
个 电子 静止 的 参考 系 中 计算 不 变量 (pz 土 p1)? 的 数值 , 我 们 有 


(pz 土 pDi)2 = 2(m2 士 pip?) = 2(m? + eie2 pi: Pp2) = 2m(m + e2). 
而 且 由 于 ez > m, 于 是 有 


(pz 十 Pi) >0, (pz 一 Di) < 0. (73.1) 


@ 对 这 一 说 法 需要 补充 一 点 , 以 避免 将 它 应 用 于 乘积 V(t1)V(t2)… 时 发 生 误解 . 
既然 算 符 辽 本身 不 具有 规范 不 变性 ( 随 4 而 变 ), 那么 因子 V(t1)V(i2)… 虽然 在 势 的 一 
种 规范 中 是 可 对 易 的 ,但 在 另 一 种 规范 中 就 可 能 不 可 对 易 . 因而 ,上 面 的 说 法 必须 表述 
为 : 可 以 选择 势 的 一 种 规范 , 使 得 V(t1) 和 V(to) 在 光 锥 之 外 是 可 对 易 的 . 显然 , 这 一 说 
法 不 会 影响 9 和 矩阵 的 协 变性 : 散射 振幅 是 实际 的 物理 量 , 它 和 势 的 规范 无 关 (这 种 独立 
性 在 形式 上 来 自 $43 所 讲 的 作用 量 积分 的 规范 不 变性 ). 
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因此 , 第 一 个 非 零 的 ( 非 对 角 的 )8 和 矩阵 元 只 能 出 现在 二 级 微 扰 论 中 . 所 有 
的 相关 过 程 都 包含 在 (72.12) 式 展开 时 得 到 的 二 级 算 符 中 : 


-~ 2 -~ ~ Lp 
9(2) = -可 | d4zd4z' .T(r (x2)A, (zx)7” (2’)A, (x’)). 
由 于 电子 和 光子 算 符 互 相 可 对 易 , 这 里 的 工 乘 积 可 一 分 为 二 : 
~ 2 am mn ae we 
8% =-$ [/ drats’ .TO (VTA h(a). (733) 


作为 第 一 个 例子 , 我 们 来 研究 两 个 电子 的 弹性 散射 , 初 态 中 两 个 电子 的 
四 维 动量 为 pt 和 po, 终 态 中 两 个 电子 的 四 维 动量 为 ps 和 p4. 假设 所 有 电子 
都 处 于 一 定 的 自 旋 态 ; 为 简洁 计 , 自 旋 变 量 的 指标 一 律 略 去 . 

由 于 初 态 和 终 态 都 没有 光子 , 因此 , 所 要 求 的 光子 算 符 工 乘积 的 矩阵 元 
是 对 角 元 素 (0|…:|0), 其 中 |0) 标记 光子 真空 态 . T 乘积 对 真空 态 的 平均 值 (对 
每 对 指标 jz 而 言 ) 是 两 个 点 xz 和 zx/ 坐标 的 确定 函数 . 由 于 四 维 空间 是 均匀 
的 , 因而 坐标 只 能 以 差 z -zx' 的 形式 出 现 . 张 量 


D(z — 2) =i(0|TA, (2)As(z)|0) (73.3) 


称 为 光子 传播 函数 (或 光子 传播 子 ), 我 们 将 在 876 中 对 其 作 具 体 计算 . 
对 于 电子 算 符 的 工 乘 积 , 我们 必须 计算 和 矩阵 元 


(34|T7 (zz) 和 7 (2")|12), (73.4) 


其 中 符号 |12), |34) 标记 具有 相应 动量 的 电子 对 的 态 . 这 个 矩阵 元 也 可 利用 明 
显 的 关系 式 

(2|F|1) = (0losFai |0), 
表示 为 真空 期 望 值 , 其 中 户 为 任意 算 符 ,全 与 总 分 别 为 第 一 个 电子 的 产生 算 
符 与 第 二 个 电子 的 潭 没 算 符 . 于 是 , 代替 (73.4) 式 , 我 们 可 计算 量 


(0lasaaT(j* (2)7* (x’))ad ai 0) (73.5) 


指标 1,2,.… 为 pi1,p2,:… 的 简写 . 
两 个 流 算 符 中 的 每 一 个 都 是 一 个 乘积 了 = yy 而 每 一 个 少 算 符 是 一 个 
求 和 : 
$= (pbp+ bpp), P=) (tp, + dp;) (73.6) 
p p 


(两 式 的 第 二 项 都 包含 正 电 子 的 算 符 , 在 现在 这 个 问题 中 , 它们 “不 工作 ” ). 于 
是 , 乘积 认 (z)7Y(z') 可 写成 一 些 项 的 求 和 , 其 中 每 一 项 都 包含 两 个 全, 算 符 和 
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两 个 站 算 符 的 乘积 . 这 些 算 符 应 能 保证 淹没 电子 1, 2 并 产生 电子 3, 4. 即 它 
们 必定 是 命 , 如, 侍 , 讨 . 这 些 算 符 可 以 和 (73.5) 式 中 的 “额外 ” 算 符 讨 , 夺 ， 
Gs, 04 收缩 且 按 等 式 


(0lapa#|0) = 1 (73.7) 


约 去 . 由 于 合 , 62, 人 时 , 付 是 从 乡 算 符 中 来 的 , 于 是 , 在 (73.5) 式 中 产生 四 项 





(73.5) = as0a (PY PP YP Wp)a2or at + as0a (PYP) PY Wb )o2 af 


tasos PyeP) (TD ak VY)azor 0 二 asaa (BYP) (TP ~ “从 Way 0 ， (73.8) 


其 中 钞 = Wp(z), WW = (x) 用 插 号 连接 收缩 的 算 符 , 即 : 这 些 算 符 中 的 一 对 6， 
6+ 按照 (73.7) 式 约 去 . 在 (73.8) 式 的 每 一 项 中 , 只 要 连续 交换 算 符 全 ,62,… 
的 位 置 , 就 能 使 共 恩 算 符 两 两 靠拢 (0 , 等 ), 因此 ， 它们 的 乘积 的 平均 值 就 
等 于 (73.7) 的 平均 值 的 乘积 . 考虑 到 这 些 算 符 都 是 反对 易 的 (1,2,3,4 是 不 同 的 
态 ) 包 , 我 们 求 出 矩阵 元 (73.4) 为 


(34|Tjr(z)7* (2)|12) = (Pay bo) Bay!) + Bay bi) (Bay) 
—(PBay pa) Pay!) — Bayh ) ay). (73.9) 


我 们 看 到 , 这 个 总 和 的 符号 依赖 于 (73.5) 式 中 “额外 ”电子 算 符 的 顺序 . 这 与 
以 下 事实 一 致 : 全 同 费 米子 散射 时 矩阵 元 的 符号 本 身 是 任意 的 . (73.9) 式 中 各 
项 的 相对 符号 自然 就 和 “人 额外 ” 算 符 的 顺序 无 关 . 

(73.9) 式 的 每 一 行 中 的 两 项 , 区 别 仅仅 是 同时 交换 了 指标 jy, v 和 宗 量 x， 
7z'. 显然 , 这 种 交换 对 和 矩阵 元 (73.3) 没有 影响 (在 (73.3) 中 因子 的 顺序 仍然 由 
符号 工 决 定 ). 因此 , 当 (73.3) 式 和 (73.9) 相 乘 并 对 dzxd4zx' 积分 时 , (73.9) 式 
中 的 四 项 给 出 两 对 相同 的 结果 , 因此 , 矩阵 元 为 


Sn =ie? /aaatz Dsle — eada) Day) 
—(Bay bi) (Pay)} (73.10) 


(注意 : 这 里 因子 > 没有 了 


@ 由 于 这 种 反对 易 性 , 算 符 j(z) 与 j(z') 在 此 可 认为 (在 计算 矩阵 元 时 ) 是 对 易 的 ， 
因此 可 略 去 工 乘 积 的 符号 . 
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电子 波 函 数 是 平面 波 (64.8), 因此 , 大 括号 中 的 表示 式 为 
Te (Uay U2) (Tay Wi)e IP pa)s—i(pi ps3) 
— (Tay!u1) (Vay wa)e (Pps)e—i(p2—pa)e 
= {(Uaytu2) (Uay ui)e lp2 74)t+ (ps—p1)]E/2 


—(Uayr 1 ) (Tay wa)e lp ps)t (ps—pa)é/2}ei(pr tp2 pa—pa)X 


其 中 X= (zx 十 2 /2, =z 一 zx 对 dtzd4z' 积分 变 成 对 dttd4X 积分 . 对 d4X 
积分 给 出 5 函数 (因此 , pi 十 pz = ps 十 pa). 然后 , 由 8 矩阵 过 渡 为 M 矩阵 
(864), 最 后 , 我 们 得 到 散射 振幅 


MP = ef(za7pauia)Di(pa — po) (Uy 41) — (Ga7wai)Dir(pa — pi1) (Way v2))}. 
(73.11) 
这 里 我 们 引用 了 动量 表象 中 的 光子 传播 函数 


Dy(k) = / Dv(t)ei rs dse. (73.12) 


振幅 (73.11) 中 的 两 项 中 的 每 一 项 都 可 以 图 像 地 用 费 曼 图 表示 . 
第 一 项 的 费 曼 图 为 


p3 D1 


e“ (Tay! U2) Dyv(k) (Tay u1) = | (73.13) 


2 


D4 D2 


图 中 的 每 个 交点 (图 的 顶点 ) 对 应 一 个 因子 7. “和 人 线 ”, 指向 顶点 的 实 线 代表 
初 态 电子 , 对 应 于 相应 电子 态 的 双 旋 量 振 幅 的 因子 u.“ 出 线 " ,高 开 顶 点 的 实 
线 代 表 终 态 电 子 , 对 应 于 因子 元 “ 读 " 图 的 时 候 , 这 些 因子 按 自 左 至 右 的 顺序 
对 应 着 沿 实 线 道 第 头 方向 移动 的 顺序 写 出 . 两 个 顶点 用 虚线 连接 , 虚线 代表 一 
个 中 间 态 “ 虚 ” 光 子 , 它 从 一 个 顶点 “发 射 ” 出 来 而 在 另 一 个 顶点 被 “吸收 ”， 
对 应 于 因子 -iDyy(k). 虚 光 子 的 四 维 动量 大 由 顶点 上 的 “四 维 动量 守恒 ” 决 
定 : 人 线 和 出 线 的 总 动量 相等 . 在 现在 这 个 情形 ,k= pi 一 ps = ps 一 p2. 除了 上 
面 所 说 的 因子 外 , 还 应 赋予 整个 图 一 个 因子 (ie?) ( 宕 指数 为 图 形 的 顶点 数 )， 
并 代表 iMy; 中 的 一 项 . 类 似 地 , (73.11) 式 中 第 二 项 的 费 曼 图 为 


P4 ~ D1 
e2 (Tay u) Dyv(k') (Tay U2) = }* (73.14) 


Pp3” P2 
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(请 注意 : k' = pi 一 p4 = ps 一 p2). 由 于 张 量 Ds 是 对 称 的 , 不 管 是 从 ps 端 还 是 
从 pa 端 开始 读 图 都 没关系 , 所 得 到 的 表示 式 完全 一 样 . 同样 , 由 于 函数 D,(k) 
具有 偶 宇 称 (参见 876), 虚 光 子 线 的 方向 也 是 无 所 谓 的 , 方向 的 改变 只 不 过 使 
k 变 号 墨 了. 

初 态 粒子 和 终 态 粒子 所 对 应 的 线 称 为 图 的 “外 线 "或 图 的 自由 端 , (73.13) 
和 (73.14) 式 两 个 费 曼 图 的 区 别 仅仅 在 于 交换 了 两 个 电子 的 自由 端 (ps 和 ps4). 
两 个 费 米子 的 这 种 交换 改变 了 费 曼 图 的 符号 . 这 一 法 则 相当 于 散射 振幅 (73.11) 
式 中 的 两 项 有 不 同 的 符号 . 

以 后 我 们 都 采用 动量 表象 中 的 费 曼 图 . 但 是 , 它们 也 可 与 原来 坐标 表象 
中 的 散射 振幅 的 各 项 相对 应 (参见 积分 (73.10)). 这 时 , 电子 振幅 由 相应 的 坐标 
波 函 数 代替 , 传播 子 也 在 坐标 表象 中 . 每 一 个 顶点 对 应 一 个 积分 变量 ((73.10) 
中 的 zx 或 z); 相交 于 一 个 顶点 的 各 条 线 所 代表 的 因子 也 是 相应 变量 的 函数 

现在 我 们 来 研究 一 个 电子 和 一 个 正 电子 的 散射 . 它们 的 初 态 动量 分 别 用 
p_ 和 p+ 表示 , 而 终 态 动 量 用 pp 和 ph 表示 . 

在 乡 算 符 (73.6) 中 , 正 电 子 的 产生 与 汉 没 算 符 分 别 和 电子 的 潭 没 与 产生 
算 符 同时 出 现 . 在 前 面 讨论 的 情形 下 , 算 符 纱 淹没 两 个 初 态 粒子 , 算 符 多 产生 
两 个 终 态 粒 子 ; 而 现在 这 两 个 算 符 对 电子 和 正 电 子 的 作用 却 是 相反 的 . 因此 ， 
共 柜 函数 V(-p+) 现在 描述 初 态 正 电子 . 而 终 态 正 电子 用 yw( 一 pi) 描述 (两 个 
都 是 四 维 动量 的 函数 而 符号 相反 ). 考虑 到 这 一 差别 , 我 们 就 得 到 散射 振幅 @ 


Mpi = ~—e2(z(p yu(p_)) Dp —p Tp4)y up )) 
+e (TU(—p+)y up-)) Dv (p+ prap )Yy uu(—p4)). (73.15) 


这 个 表示 式 中 两 项 用 如 下 费 曼 图 表示 : 


PL ”Pp— P+、 





| 2 一 一 2 一 | 2- 十 P+ (73.16) 


一 2+ 一 p+ p_ 一 于 
@ 在 非 全 同 粒 子 散射 的 情况 下 ,整个 振幅 的 符号 是 确定 的 ,其 确定 方法 是 : 在 (73.5) 
中 ,“ 额 外 ” 算 符 的 排列 顺序 应 该 使 两 个 电子 的 算 符 在 两 头 ; 
(0la’'b’...btat|0) 


(或 者 都 在 中 间 ); 这 一 条 件 保证 了 真空 的 初 态 和 终 态 有 “相同 的 符号 ”. 振幅 的 符号 也 
可 以 由 非 相 对 论 极 限 加 以 证 明 : 后 面 (§81) 我 们 将 看 到 , 在 这 个 极限 , (73.15) 中 的 第 二 
项 趋 于 零 , 而 第 一 项 趋 于 卢 瑟 福 散 射 的 玻 恩 振幅 . 
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作 图 法 则 的 变化 仅 限 于 和 正 电子 有 关 的 部 分 . 实 的 和 人 线 和 出 线 仍 然 分 别 表 示 
因子 4% 入 , 不 过 现在 人 线 代 表 终 态 正 电子 , 出 线 代 表 初 态 正 电 子 , 并 且 , 所 有 
正 电子 的 动量 都 取 相 反 符 号 . 

应 该 注意 到 (73.16) 两 个 图 的 区 别 . 在 第 一 个 图 中 , 初 态 电子 线 和 终 态 电 
子 线 相交 于 一 个 顶点 , 初 态 正 电子 线 和 终 态 正 电 子 线 相交 于 另 一 个 顶点 . 而 在 
第 二 个 图 形 中 , 初 态 电子 线 和 初 态 正 电 子 线 相交 于 一 个 顶点 , 终 态 电子 线 和 终 
态 正 电子 线 相 交 于 男 一 个 顶点 ; 上 顶点 表示 一 个 电子 对 淹没 同时 发 射 一 个 虚 
光子 , 而 下 顶点 表示 由 此 虚 光 子 产 生 一 个 电子 对 . 

这 个 区 别 使 两 个 图 形 中 虚 光 子 的 性 质 有 所 不 同 . 在 第 一 个 图 中 (“散射 ” 
型 ), 虚 光 子 的 四 维 动量 等 于 两 个 电子 (或 者 电子 ) 的 四 维 动量 之 差 , 因此 , k? < 
0( 参 见 (73.1)). 而 在 第 二 个 图 中 (“ 漂 没 ”型 ), k' = 2 十 D 因此 , k 人 ?2 > 0. 在 
这 里 应 该 指出 , 对 于 虚 光 子 , 总 有 12 类 0, 这 一 点 和 实 光 子 是 不 同 的 ; 对 于 实 光 
子 , k= 二 0. 

如 果 碰 撞 粒 子 不 是 全 同 粒 子 , 也 不 是 一 个 粒子 和 它 的 反 粒 子 , 譬如 说 , 一 
个 电子 和 一 个 jy 子 , 那么 散射 振幅 只 和 需 用 一 个 图 表示 


pe). p(e) 
1 (73.17) 
pr p() 


在 这 种 情形 下 , 费 曼 图 不 可 能 是 漂 没 型 或 交换 型 的 , 我 们 可 以 用 解析 方法 得 出 
这 个 结果 : 将 流 算 符 写成 电子 流 和 j 子 流 之 和 : 
?3 + = BB) + BB) 
并 且 在 乘积 79(z) 户 (z/) 中 取 能 给 出 所 要 求 的 粒子 的 潭 没 和 产生 的 那些 项 的 
矩阵 元 . 
现在 我 们 来 研究 一 级 过 程 , 我 们 在 本 节 开 始 曾 指出 , 这 种 过 程 是 被 四 维 动 
量 守 恒定 律 禁 止 的 . 这 种 跃迁 的 算 符 


50) = -ie / jz)A(z)dtz (73.18) 


的 矩阵 元 对 应 于 “在 同一 点 zx” 产生 或 潭 没 三 个 真实 粒子 : 两 个 电子 和 一 个 光 
子 . 它们 因 算 符 多 (z) 和 V(z) 在 同一 点 z 收缩 而 出 现 , 并 且 (例如 , 在 发 射 光子 
的 情况 下 ) 表示 为 积分 


sf = -ie {TVs)h (os)0 A (a))ats 
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由 于 被 积 函 数 中 包含 着 指数 不 为 零 的 因子 exp[ 一 i(pi - pa 一)xz], 这 个 积分 为 
零 . 用 费 曼 图 的 语言 来 说 , 这 意味 着 具有 三 个 自由 端的 图 


[ 
天 


八 (73.19) 
等 于 零 . 


由 于 同样 的 原因 , 在 初 态 或 终 态 中 有 六 个 粒子 参加 的 二 级 过 程 是 不 可 能 
的 . 在 这 类 跃迁 的 矩阵 元 Sy; 中 , 对 dtzdq4z' 的 积分 将 分 成 对 d4z 和 对 d4z' 的 
两 个 等 于 零 的 积分 的 乘积 (这 两 个 积分 的 被 积 函 数 是 在 同一 点 上 所 取 的 三 个 
波 函 数 的 乘积 ). 换 句 话说 , 相应 的 费 曼 图 分 成 如 (73.19) 那样 的 两 个 独立 的 图 . 
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我 们 来 研究 男 一 种 二 级 效应 一 一 电子 对 光子 的 散射 ( 康 普 顿 效 应 ). 设 初 
态 中 光子 和 电子 的 四 维 动量 为 h 和 pi, 而 终 态 中 为 kz 和 pz (而 且 光 子 和 电 
子 都 有 确定 的 极 化 , 为 简单 计 , 我 们 将 它 略 去 ). 

光子 的 矩阵 元 为 


(2|TA,(z)Ay (2")|1) = (0lcoT hy (x)A, (zx’)ei |0), (74.1) 
式 中 
A=》(GAk 十 信人 A). 
k 

将 其 中 的 外 算 符 和 内 算 符 收缩 , 我 们 得 到 
(74.1) = caApAvct 十 cohphvct = hh 十 nn42 (74.2) 
(这 里 用 了 算 符 侣 ,人 的 对 易 性 ; 由 于 同样 的 原因 , 符号 工 在 这 里 也 可 以 略 去 ). 

电子 的 矩阵 元 为 

(QITIr (2)7* (2)|1) = (0la2eT (By PP YW )at 0). (74.3) 


式 中 包含 4 个 几 其 中 只 有 两 个 与 电子 1 的 淹没 和 电子 2 的 产生 有 关 , 即 与 算 
符 针 及 6 一 起 收缩 . 这 两 个 算 符 可 以 是 宵 , 节 或 作 , 少 (而 不 是 沪 久 或 从 
多 ;在 同一 点 z 或 wy 上 产生 和 淹没 两 个 实 电子 和 一 个 实 光 于 将 给 出 一 个 等 于 
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零 的 表达 式 ). 用 两 种 可 能 的 方法 进行 收缩 , 我 们 就 在 矩阵 元 (74.3) 中 得 到 两 
项 . 假设 上 > 刀 可 以 首先 写 出 这 两 项 : 


(74.3) = oa (BYP PY Yat + oa PIP PY) at. (74.4) 
在 第 一 项 中 被 收缩 的 算 符 为 
G2 一 你 封 葬 ， 少 计 一 全 寺 人 ， 


由 于 算 符 2 寺 和 信人 是 对 角 化 的 且 出 现在 乘积 的 两 头 , 因而 可 以 用 它们 的 
真空 平均 值 1 代替 . 为 了 对 (74.4) 式 中 的 第 二 项 进行 类 似 的 变换 , 首先 必须 把 
算 符 盐 “ 拉 ”到 左 端 , 把 而 “ 拉 ” 到 右 端 . 这 可 以 借助 于 算 符 人 ,人 + 的 对 易 
法 则 


{6p;, 人 + = {64,P}4 = 0， 
{Qp, wb}+ 3 WD,, +,D}+ 一 Wp (74.5) 
来 实现 . 结果 , (74.4) 式 变 为 
(Ba DV YW) Gyrp Ty D0), t># (74.6) 
(当然 , 只 是 算 符 因子 取 平 均值 ). 类 似 地 , 当 t < # 时 , 我 们 得 到 的 表达 式 和 
(74.6) 的 区 别 仅 仅 是 交换 了 指标 u,v 和 带 撤 与 不 带 撤 的 记号 : 
(0| 一 (YW) BD + (PY PG t<t. (74.7) 


(74.6) 和 (74.7) 两 个 表达 式 可 以 写成 统一 的 形式 . 为 此 , 可 以 利用 化 算 符 的 编 
时 乘积 _ 
~ 全， fbr)pelz), te<t 
TWi(Z)W (x ) = | ~ 74.8 
he —pi (zhi(r), >t ee 


(i,k 为 双 旋 量 指标 ). 于 是 , (74.6) 和 (74.7) 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 可 以 合并 成 
Woa7w(0ITY :BO + Bay’ (OFT BIO (74.9) 


(其 中 乡 : 太 标记 矩阵 如 克 ,). 

应 该 指出 , 在 自然 的 定义 (74.8) 中 , 算 符 乘积 在 上 < 刀 和 t> 刀 时 取 相 反 
的 符号 . 这 一 点 不 同 于 对 算 符 4 与 了 所 使 用 的 了 乘积 的 定义 . 这 一 区 别 的 根 
源 在 于 费 米子 算 符 多 ,在 光 锥 外 面 是 反对 易 的 (和 对 易 的 玻 色 算 符 全 以 及 双 


WM 
线性 算 符 了 = yD 不同)O. 这 样 做 保证 了 定义 (74.8) 的 相对 论 不 变性 (% 算 
符 对 易 规则 的 形式 证 明 将 在 $75 中 给 出 )®. 


我 们 引 和 人 电子 传播 函数 (或 称 为 电子 传播 子 ), 这 是 一 个 二 秩 双 旋 量 Cik(z 一 
Zz'), 其 定义 为 


Gir(T ee 2/) 一 —i(0|[Twyi(2)w (7x)|0). (74.10) 
这 时 电子 的 矩阵 元 写成 如 下 形式 
(QT 2) (2) 1) = pay GY WY + Bay GY (74.11) 


在 将 其 乘 以 光子 的 矩阵 元 (74.1) 并 对 dtzd4z' 积分 后 , (74.11) 式 中 的 两 
项 给 出 相同 的 结果 , 因此 我 们 得 到 


Spi = —ie” / | dzd zpa(T) G(T — 7 )Y Wi(z") 
x{A3, (7) A (z’) + AS,(z') A (2)}. (74.12) 


电子 与 光子 的 波 函 数 分 别 用 平面 波 (64.8) 与 (64.9) 代 人 , 并 如 同 在 (73.10) 式 
中 那样 分 出 8 函数 , 我 们 最 后 得 到 散射 振幅 


Mpi = 一 4re uz{ (Yes)G(p1 + ki)(yei) + (Ye)G(p1 — ko)(yea)}u, (74.13) 


其 中 et ez 为 光子 的 四 维 极 化 矢量 , G(p) 为 动量 表象 中 的 电子 传播 子 . 


@ 我 们 知道 , y 算 符 本 身 并 不 对 应 任何 可 测量 的 物理 量 , 因此 , 在 光 锥 外 面 不 需要 
对 易 . 
@ 任意 数目 的 水 算 符 的 工 乘 积 都 可 类 似 地 定义 . 它 等 于 按时 间 增 大 顺序 自 右 至 左 
排列 的 所 有 这 些 算 符 的 乘积 . 由 了 乘积 符号 下 的 顺序 变 成 上 述 顺 序 时 , 交换 次 数 的 奇 
偶 性 决定 乘积 的 符号 . 由 此 可 知 , 交换 任意 两 个 水 算 符 ,了 乘积 的 符号 都 要 改变 . 例如 : 


TH (TDs) = -Thee We). 
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这 个 表示 式 中 的 两 项 可 用 下 面 两 个 费 曼 图 表示 : 


de ia(7e2)G(P)(yel)ul = 


(74.14) 


dre’ To (yei)G(f’) (yes)u = 





图 的 虚线 自由 端 对 应 着 真实 光子 ; 入 线 ( 初 态 光子 ) 和 因子 V4re 相 联 系 ， 
出 线 ( 终 态 光 子 ) 和 因子 V4re* 相 联 系 , 其 中 e 为 四 维 极 化 矢量 . 在 第 一 个 图 形 
中 , 初 态 光子 和 初 态 电子 一 起 被 吸收 , 终 态 光子 和 终 态 电子 一 起 被 发 射出 来 . 
在 第 二 个 图 形 中 , 发 射 终 态 光 子 的 同时 淹没 初 态 电子 , 而 吸收 初 态 光 子 的 同时 
产生 终 态 电子 . 

连接 两 个 顶点 的 内 实 线 代 表 虚 电子 , 其 四 维 动量 由 顶点 上 的 四 维 动量 守 
恒 决 定 . 这 条 线 和 因子 iG(f) 相 联系 . 与 真实 粒子 的 四 维 动量 不 同 , 虚 电 子 的 
四 维 动 量 的 平方 不 等 于 m2. 例如 , 在 电子 的 静止 参考 系 中 研究 不 变量 f?2 的 时 
候 , 容易 求 出 : 


f=(p+h) >m, = (一 知 )2 < mm (74.15) 
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在 873 和 874 中 定义 的 传播 郴 数 (传播 子 ) 的 概念 在 量子 电动 力学 的 体系 
中 起 着 基础 的 作用 . 光子 传播 子 Dj, 是 表征 两 个 电子 相互 作用 的 基本 量 , 这 
可 以 从 它 在 电子 散射 振幅 中 所 占 的 位 置 看 出 来 : 在 电子 散射 振幅 中 , Dy 与 两 
个 粒子 的 牙 迁 流 是 相 乘 的 . 在 电子 与 光子 的 相互 作用 中 , 电子 传播 子 起 着 类 似 
的 作用 . 

现在 来 进行 这 些 传 播 子 的 实际 计算 , 我 们 从 电子 情形 开始 . 

将 算 符 请 一 mm (其 中 友 = iB,) 作用 于 函数 


Gak(Z 一 2) = 一 i0ITWi(z)Vk(z )10) (75.1) 
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(其 中 i 和 上 为 双 旋 量 指 标 ). 由 于 (x) 满足 狄 拉克 方程 (yF 一 m)(z) = 0, 因而 

我 们 发 现 , 除了 t=t 以 外 的 所 有 点 x 上 , 结果 都 为 零 . 其 原因 是 当 t 一 十 0 

和 t+ 一 t 一 0 时 G(z 一 2z') 趋 于 不 同 的 极限 : 根据 定义 (74.8), 这 些 极限 分 别 为 
—i(0|wi(r,t)pr (r,t)|0) 和 + il (r,t)yi(r,t)|0) 


并 且 , 如 我 们 将 看 到 的 , 它们 在 光 锥 上 是 不 一 样 的 . 这 在 导数 9G/6t 中 产生 一 
个 附加 的 5 函数 项 : 


00 (or i 0) + 6(t—t)(Gle wo — Ghee_0). (75.2) 
由 于 算 符 x 一 m 中 对 二 的 导数 是 以 iy08/6t 的 形式 出 现 的 , 因此 我 们 有 
(YP — Mm)irGk(z — 1) = H(t — ty ON {ber t), Wir, t)}+10). (75.3) 


反对 易 子 的 计算 如 下 . 将 算 符 多 (7,t) 和 Dr’, t) 相 乘 ( 见 (73.6)), 利用 费 
米子 算 符 6,,by 的 对 易 规 则 , 我 们 得 到 
{Br Ber t)}+ = 》 ppi(r) pp (rT) + Ppi(r)P_ pg (7))], (75.4) 


Dp 


其 中 rp(7) 为 没有 时 间 因 子 的 波 函 数 ( 同 873 和 874, 为 简单 计 , 格 去 了 极 化 
指标 ). 电子 哈密 顿 算 符 的 所 有 本 征 函 数 Wp(7) 的 集合 构成 一 个 正 交 归 一 化 
表 数 的 完全 集 . 根据 这 种 系统 的 普遍 性 质 (比较 第 三 卷 (5.12)), 我 们 有 


>》 [pi(r)wyt (7") 十 ppi(T)W pe (rT) = Sikatr — "7"). (75.5) 


(75.4) 式 右 边 的 求 和 与 (75.5) 式 中 求 和 的 区 别 在 于 姑 换 成 了 (Ww*y9)i, 并 且 其 
值 为 yx.8(7 一 7 ). 于 是 ， 
{Br ,Ber D4 =sr 一 下) 设 . (75.6) 
”我们 指出 , 特别 是 , 由 此 式 可 以 得 出 我 们 在 874 中 说 过 的 结论 : 算 符 少 与 
在 光 锥 外 面 是 反对 易 的 . 当 (zx -= z/)2 < 0 时 , 总 存在 一 个 参考 系 , 在 此 参考 
系 中 t=#t; 这 时 如 果 m 头 ”反对 易 子 (75.6) 事实 上 等 于 零 . 
将 (75.6) 代入 (75.3) 式 (并 略 去 双 旋 量 指标 ), 我 们 最 后 求 得 
QF- mG(z 一 2 一 84(z 一 2 (75.7) 
@ 包含 双 旋 量 指标 的 公式 为 
(VP — muaGig(zs — 7) = 6 (z 一 2 )8ik. (75.7a) 
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这 样 一 来 , 电子 传播 子 就 满足 右边 有 一 个 8 函数 的 狄 拉克 方程 , 所 以 , 电 


子 传播 子 就 是 狄 拉克 方程 的 格林 函数 
后 面 我 们 关心 的 将 不 是 函数 G(E)(t€ = z 一 z') 本 身 , 而 是 其 傅 里 叶 分 量 
G(p) = / G(é)eredsé (75.8) 


(动量 表象 中 的 传播 子 ). 对 (75.7) 式 的 两 边 取 傅 里 叶 分 量 , 我 们 看 到 , G(p) 满 
足 代数 方程 





(yp—m)G(p) =1. (75.9) 
这 个 方程 的 解 为 
G(p) = 一 (75.10) 


G(p) 中 的 四 维 矢 量 p 的 四 个 分 量 是 独立 的 变量 (不 存在 相互 联系 的 关系 式 
Pp2 三 p06 一 PP 二 mw)， 如 果 将 (75.10) 式 中 的 分 母 写 成 甩 一 (十 m2), 我 们 
看 到 , G(p) 作为 给 定 p? 时 po 的 一 个 函数 , 在 po = +te 有 两 个 极点 , 其 中 
E 二 VP 十 m2?2. 因此 , 在 积分 
1 —i 1 ip. —ipoT 

C(E) = pr ntG(p)d4p = mi ftp- /am PorG(p) (75.11) 
中 (7 = 上 一共, 对 dpo 积分 时 出 现 了 如 何 避 开 极 点 的 问题 . 不 解决 这 个 问题 , 表 
示 式 (75.10) 实质 上 仍然 是 不 确定 的 . 

为 解决 这 个 问题 , 我 们 回 到 原始 定义 (75.1). 在 (75.1) 中 代 人 少 算 符 的 求 
和 形式 (73.6), 并 注意 到 非 零 的 真空 平均 值 只 能 是 产生 算 符 和 淹没 算 符 的 下 
列 乘积 
(0lazaz|0) = 1, (0lbpbz|0) = 1. 

(由 于 真空 态 中 没有 任何 粒子 , 所 以 一 个 粒子 在 被 算 符 2 或 名“ 潭 没 " 之 前 
必须 先 由 算 符 起 或 站 产生 ). 我 们 得 到 


Cik(z 一 z) = -i ppi(r, t) Por(r’, t) 
= a eic 人 tt g(r) por )， 上 一刀 > 0; 
Cik(z 一 2 ) = Dar ppi(T, t) 
二 Sey (r)p_pn(r'), t—t <0 (75.12) 
p 


(对 于 上 > 如 只 有 电子 谱 项 对 G 有 贡献 ; 对 于 t < t, 则 只 有 正 电子 谱 项 对 G 
有 贡献 ). 
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如 果 将 对 p 的 求 和 换 成 对 d3p 的 积分 , 比较 (75.12) 和 (75.11) 表明 , 积分 
/ e-ipo7G(p)dpo (75.13) 


必须 有 一 个 相 因 子 erisr (对 7 > 0) 和 eisr (对 rr<0). 为 了 满足 这 个 条 件 , 只 
要 在 复 变 量 po 的 平面 上 从 上 面 绕 过 极点 po = s, 而 从 下 面 绕 过 极点 po = 一 e 


就 行 了 : ， 

A re ef (75.14) 
实际 上 , 当 了 > 0 时 , 积分 路 径 由 下 半 平 面 上 的 无 限 大 半圆 闭 合 , 因此 积分 
(75.13) 的 值 由 极点 po = +e 的 留 数 给 出 ; 当 r < 0 时 , 积分 路 径 由 上 半 平 面 上 
的 无 限 大 半圆 闭合 , 积分 由 极点 po = -e 的 留 数 给 出 . 这 样 就 得 到 了 两 种 情况 
下 所 要 求 的 结果 . 

极点 的 这 一 绕 行 规则 ( 费 曼 规 则 ) 可 用 男 一 种 方法 表述 如 下 : 积分 处 处 沿 
实 轴 进行 , 但 粒子 的 质量 m 有 一 无 穷 小 的 负 虚 部 : 
7m0 一 770 一 0. (75.15) 
实际 上 , 这 时 我 们 有 
eVP+(m—i02= VPi+m—i0=e— i. 
换 句 话说 , 极点 po = 士 s 从 实 轴 上 向 下 和 向 上 被 移 开 : 


一 E 十 10 
~ (75.16) 





- +e—i0 
因此 沿 这 个 轴 的 积分 等 价 于 沿 着 路 径 (75.14) 的 积分 加. 运用 规则 (75.15), 传 


播 子 (75.10) 可 写成 
p+m 


对 被 移 极 点 的 积分 法 则 可 利用 关系 式 
1 1 . 


加 以 证 明 . 这 个 关系 式 的 意义 应 理解 为 : 对 它 乘 以 任意 函数 f(z) 并 进行 积分 ， 
则 有 
A / f(2) 4 _ inf(0), (75.19) 
_oo 工 十 i0 a 
@ 值得 指出 , 极点 的 移动 规则 相应 于 G(z - rz) 对 |r| = |t 一 的 一 个 无 穷 小 衰减 . 
实际 上 , 如 果 在 被 移动 的 极点 处 将 po 的 值 写成 ~-(e -i8) 和 十 (e 一 ;6), 而 5 一 +0, 那么 ， 
积分 (75.13) 中 的 时 间 因 子 将 变 成 exp(-ielr| -56|7|). 
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其 中 积分 号 上 加 一 短 划 (或 者 积分 号 前 加 一 个 P) 表示 取 主 值 . 
格林 函数 (75.10) 是 双 旋 量 因 子 yp + mm 和 标量 : 





G0) (p) = pe (75.20) 
的 乘积 . 相应 的 坐标 函数 G(0)(€) 显然 是 方程 
(Fo mG (zo) = HW (7 一) (75.21) 


的 解 . 也 就 是 说 , 它 是 方程 ( 诚 一 m2)y = 0 的 格林 函数 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 ， 
GW)(z 一 z') 是 标量 粒子 的 传播 子 . 通过 与 上 面 类 似 的 计算 不 难看 出 , 标量 场 
的 传播 函数 可 利用 少 算 符 (11.2) 表示 为 


Gz — 7) = -i(OTY(2)+ (2))0). (75.22) 
这 类 似 于 定义 (75.1). 这 时 , 编 时 乘积 被 定义 为 (对 所 有 玻 色 算 符 而 言 ): 


Wm (x’), t>t 


P+ (Bs), t<t We 


TwW(z)y%+(z) = 人 
(>t 和 tt<t 时 有 相同 的 符号 ). 
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迄今 为 止 ,我 们 只 是 在 求实 光子 数 有 变化 情形 下 的 矩阵 元 时 (843 和 874)， 
才 用 到 电磁 场 算 符 4 的 明显 形式 . 为 此 , 我 们 只 需 将 自由 场 的 势 用 横向 平面 
波 表 示 (82) 就 足够 了 . 

但 是 , 这 个 表示 并 没有 对 任意 一 个 场 给 出 完全 的 描述 . 很 明显 , 散射 图 
(73.13) 和 (73.14) 必须 考虑 电子 的 库仑 相互 作用 . 这 种 相互 作用 由 标量 势 $ 
描述 , 并 且 肯 定 不 能 化 成 横向 虚 光 子 之 间 的 交换 ( 虚 光 子 用 一 个 满足 div4 =0 
的 矢量 势 描述 ) 包 . 

所 以 , 从 本 质 上 说 , 我 们 还 没有 算 符 4 的 完备 定义 , 而 没有 这 个 完备 的 定 
义 , 我 们 就 不 可 能 按照 公式 

Dov(z 一 了 ) = i(0ITA,(z)A,(z’)|0) (76.1) 
@ 由 于 条 件 div4 = 0, 麦克 斯 韦 方程 组 导致 4 和 6 的 下 列 方程 
my We Se A 一 4rp， 


at 
在 此 规范 中 , 5 满足 静态 的 泊 松 方程 (和 下 面 在 同一 规范 下 Doo 的 (76.13) 式 比 较 ). 
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直接 计算 光子 的 传播 子 . 另 一 方面 , 势 的 规范 不 唯一 性 使 得 电磁 场 的 完全 量子 
化 所 必须 引进 的 那些 算 符 在 很 大 程度 上 失去 其 物理 意义 

不 过 , 这 些 困难 只 是 形式 上 的 , 而 不 是 物理 的 , 并 且 可 利用 传播 子 的 某 些 
一 般 性 质 加 以 避免 , 传播 子 的 这 些 性 质 从 相对 论 不 变性 和 规范 不 变性 的 要 求 
来 看 , 这 是 很 明显 的 . 

仅 依赖 于 四 维 矢量 上 = z - z' 的 二 秩 四 维 张 量 的 最 普遍 的 形式 为 


Dus(é) = gu D(E®) 一 B,0, DY (E2), (76.2) 


其 中 D, DW 为 不 变量 6&2 的 标量 函数 吕 . 我 们 指出 , 这 个 张 量 必定 是 对 称 的 . 
在 动量 表象 中 , 我 们 相应 地 有 


Dv(k) = D(k?)gpw + kyky Dk?), (76.3) 


其 中 D(R?), DW(k?) 是 函数 D(&2), DW(E&2) 的 健 里 叶 分 量 . 

在 物理 量 (散射 振幅 ) 中 , 光子 传播 函数 需 乘 以 两 个 电子 的 牙 迁 流 ,， 即 
以 党 Do 入 的 组 合 形式 出 现 (例如 , 可 参见 (73.13) 式 ). 但 是 , 由 于 流 守恒 
(8,j+* = 0), 其 矩阵 元 j21 = %o7wi 满足 四 维 横向 性 条 件 


入 (入 )21 = 0， (76.4) 


其 中 = pz 一 pi (与 (43.13) 式 比 较 ). 因此 很 明显 , 任何 物理 结果 都 不 会 在 代 
换 
Dj = Div + Xpky + XvEy (76.5) 


下 改变 . 其 中 x 为 k 和 ko 的 任意 函数 . 选取 Div 的 这 种 任意 性 和 电磁 场 势 
的 规范 任意 性 相对 应 , 

如 果 量 x 不 构成 一 个 四 维 矢 量 , 任意 规范 变换 (76.5) 会 破坏 (76.3) 式 
中 所 假设 的 相对 论 不 变形 式 Dj,. 但 是 , 即使 只 考虑 传播 子 的 相对 论 不 变形 
式 , 我 们 也 会 看 到 , 在 (76.3) 式 中 函数 DD(k?) 的 选择 是 完全 任意 的 . 这 样 的 
选择 可 以 采取 任何 方便 的 形式 而 不 影响 任何 物理 结果 (JI. I. Jlasnay, A. A. 
AG6priocos, H. M. XarxaTHnxoB, 1954). 

这 样 一 来 , 确定 传播 函数 就 归结 为 确定 一 单个 规范 不 变 沙 数 D(k&*). 如 
果 取 12 的 一 个 给 定 值 且 选 z 轴 沿 方向 , 变换 (76.5) 将 不 影响 分 量 Ds = 
D = 一 D(k?). 所 以 , 采用 势 的 任意 规范 来 计算 分 量 Daoz 就 够 了 . 

。”@ 这 些 函 数 在 宗 量 的 以 下 三 个 区 域 是 不 同 的 (这 三 个 区 域 在 洛 伦 效 变换 下 是 不 相 


互 交换 的 ): 光 锥 以 外 的 区 域 (6 < 0), 光 锥 上 部 的 区 域 (6 > 0,t0 > 0) 和 光 锥 下 部 的 区 
域 (€2 > 0,co < 0). 
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我 们 采用 一 个 规范 , 其 中 div4 = 0, 且 算 符 和 由 展开 式 (2.17) 和 (2.18) 
给 出 : 
个 27 /~ al) 一 ikz oa)* ikz 
A= DY )e-ikz C+ el(W*eitz) w= |k| (76.6) 
(指标 a = 1,2 代表 极 化 态 ). 算 符 人 ti+ 乘 积 对 真空 的 期 望 值 中 , 非 零 的 只 有 
(0|ckacx |0) = 1. 


于 是 , 由 定义 (76.1), 我 们 有 
l 2rid 大 Qo) Aa)* | ,iwlT|+ik. 
Daik(6) = my | (> Jere) ): (bi (76.7) 


(其 中 i,k 为 三 维 矢 量 指 标 ; 对 k& 的 求 和 已 化 成 对 d3k/(2n)3 的 积分 )， 由 于 
(76.1) 式 中 算 符 的 乘积 是 编 时 的 , 所 以 , 在 指数 上 出 现 差 7 =t 一 t+ 的 绝对 值 . 

由 (76.7) 式 明显 看 出 , 被 积 锯 数 (除去 e** 因子 ) 是 郴 数 Di(7,t) 的 三 维 
传 里 叶 展 开 式 的 分 量 . 对 于 Da = 一 DD, 它 等 于 


2mi jijr) (ajj2 _ Zi _iwlr| 
& oO 





| 


为 了 求 出 Dzz(k), 我 们 必须 将 此 函数 表示 为 对 时 间 的 傅 里 时 积分 . 这 个 展开 
由 如 下 公式 给 出 


2xni LT 2 


一 iwlr| ~. 4r —ikoT 
?10 
在 上 一 节 中 已 解释 过 , 这 个 积分 的 回路 是 从 极点 ko = |k| = w 下 面 经 过 , 并 从 
极点 ko = 一 |k| = -w 上 面 经 过 ; 对 7 > 0, 积分 值 由 极点 ko = +w 的 留 数 决定 ， 
对 rr<0, 则 由 极点 ko = 一 w 的 留 数 决定 . 


于 是 , 我 们 最 后 求 出 
47 


k2 + i0: 
由 此 论证 得 到 的 分 母 中 的 +i0 是 和 规则 (75.15) 一 致 的 : 由 光子 的 质量 (等 于 
零 ) 减 去 i0. 从 (76.8) 式 明 显 看 出 , 相应 的 坐标 函数 D(&?) 满足 方程 


D(k?) = (76.8) 


—0,0*D(z — x') =4r8((z — 2’), (76.9) 


也 就 是 说 , 它 是 波动 方程 的 格林 函数 
我 们 通常 取 DW = 0, 即 采 用 传播 函数 


4 
Dwv 一 gu D(k’) 一 i099 (76.10) 
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( 费 曼 规 范 ). 
还 有 另外 一 些 规范 , 它们 在 某 些 应 用 中 会 比较 方便 . 
令 DD = 一 Dj/k, 我 们 得 到 形 如 


4T kky 
Dw = 715 (or 加 (76.11) 


的 传播 子 ( 朗 道 规范 ), 且 有 Dyyk” = 0， 这 种 选择 类 似 于 势 的 洛 伦 效 规范 
(Auk’ = 0). 
与 势 的 三 维 规范 条 件 div4 = 0 相 类 似 的 传播 子规 范 条 件 为 


Duk!:=0, Dok!=0. 


4n ki ki ， 


为 了 得 到 这 个 Diz, 必须 对 传播 子 (76.10) 作 变 换 (76.5), 并 取 


a 4Tw 4nk; 
No 92 Rk 和 2(w3 二 有) 天 2 


于 是 求 出 Du 的 其 余 分 量 为 
Doo = —4drx/k’, Doi = 0. (76.13) 


这 样 的 规范 叫做 库仑 规范 (E. Salpeter, 1952). 此 处 的 Doo 为 库仑 势 的 傅 里 叶 
分 量 . 
最 后 , 与 势 的 规范 条 件 5 =0 相 类 似 的 传播 子规 范 为 





4 Ki 
Di 一 本 (sa = 2 ) , Doi 一 Doo = 0 (76.14) 


这 个 形式 用 于 非 相 对 论 性 问题 是 很 方便 的 (YH. E. aanomuacrui, JI. Il. 
IImraeBcKI 首 1959)., 

所 有 以 上 表示 式 都 和 传播 子 的 动量 表象 相 联系 .在 有 些 情 况 下 , 使 用 混合 
的 频率 -坐标 表象 , 即 汤 数 


ds 天 
Ds(w,r) = / Dlw her (76.15) 





会 比较 方便 . 在 费 曼 规范 (76.10) 中 ， 


Djy(w,T) = gpv DW, mh 
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其 中 


eik-r d3 天 i eikr — e~ikr 
a 一 一 一 一 一 一 一 ”一 一 一 一 一 一 一 大 dK， 
ln) “a | w? — k2 + i0 (2n)3 Nr Jo ws—k2+io 


或 者 , 在 被 积 函 数 的 第 二 项 中 将 上 换 成 一 k: 


i fc eitrkdk 
De | 
此 处 积分 回路 是 复 变 量 有 的 上 半 平 面 内 的 无 限 大 圆 , 积分 等 于 取 极 点 有 = 
lw| 填 i0 的 留 数 . 最 后 结果 为 


D(w,7) = —eilel" yr. (76.16) 


对 此 表示 式 我 们 可 作 如 下 评论 . 图 (73.13) 和 (73.14) 所 描写 的 过 程 可 以 直 
观 地 看 成 是 电子 2 在 电子 1 的 场 中 (或 电子 1 在 电子 2 的 场 中 ) 的 散射 . 只 有 
当 w > 0 时 , 函数 (76.16) 才 对 应 于 通常 的 “推迟 ” 势 x eier (参见 第 二 卷 (64.1) 
和 (64.2) 式 ). 但 是 , w 的 符号 依赖 于 图 中 箭头 k 的 方向 的 选择 . 函数 D(w,7) 
的 上 述 性 质 意味 着 , 在 量子 电动 力学 中 , 场 源 被 看 成 为 损失 能 量 并 发 射 一 个 虚 
光子 的 粒子 . 

作为 本 节 的 结尾 , 我 们 来 讨论 自 旋 为 1 而 质量 不 为 零 的 粒子 的 传播 子 问 
题 . 在 此 情形 下 , 不 存在 规范 的 任意 性 , 传播 子 的 选择 是 唯一 的 , 

将 少 算 符 (14.16) 代 人 定义 式 


Gu = -itolTWwz(z)yt+(z)l0)， (76.17) 
得 到 一 个 表示 式 , 该 式 和 (76.7) 式 的 差别 只 是 被 积 函 数 中 对 极 化 的 求 和 换 成 
为 
aa) 


对 极 化 的 求 和 等 价 于 求 平均 并 乘 以 独立 极 化 数 3. 求 平均 给 出 非 极 化 粒子 的 
密度 矩阵 (14.15). 于 是 , 我 们 求 得 矢量 粒子 传播 子 的 表示 式 





1 _ PpPv 
Guv (Pp) = 7 + (gu pd ) 。 (76.18) 


传播 子 (75.17) 和 (76.18) 有 类 似 的 结构 : 分 母 中 包含 差 p? - m2, 分 子 为 给 定 
目 旋 的 非 极 化 粒子 的 密度 矩阵 (相差 一 个 因子 ). 
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在 873 和 874 中 , 我 们 对 几 个 简单 情形 中 的 散射 矩阵 元 所 进行 的 计算 包 
含 了 一 般 方法 的 所 有 基本 特征 . 进一步 推导 相应 的 一 般 规 则 以 计算 任意 级 微 
扰 论 的 矩阵 元 , 已 经 没有 特别 的 困难 . 

如 上 所 述 , 任意 初 态 与 终 态 之 间 跃 迁 的 散射 算 符 5 的 矩阵 元 等 于 9 右 乘 
以 所 有 初 态 粒 子 的 产生 算 符 、 左 乘 以 所 有 终 态 粒子 的 漂 没 算 符 后 所 得 到 算 符 
的 真空 平均 值 (期 望 值 ). 

这 样 处 理 的 结果 , 第 n 级 微 扰 论 中 的 5 矩阵 元 取 如 下 形式 : 


1 
(flS*™1i) = A oa7 cl 


Xx /aa Wik, diznT{(p1 (~ieyA1)yi) (77.1) 


(pn(~ieyAn)Yn)} xc) 


下 标 1i,2i 表征 初 态 粒子 (分 别 为 正 电 子 、 电 子 、 光 子 ), 下 标 1f,2f 表征 终 态 
粒子 ; 算 符 银 与 4 的 下 标 12, .… 意味 着 : 办 = bzi), …… 这 里 出 现 的 算 符 乡 
与 4 是 各 种 状态 中 相应 粒子 的 产生 算 符 和 沽 没 算 符 的 线性 组 合 . 于 是 , 我 们 
得 到 矩阵 元 的 表示 式 , 其 形式 为 粒子 的 产生 和 淹没 算 符 的 乘积 及 其 线性 组 合 
的 真空 期 望 值 . 这 些 期 望 值 的 计算 可 利用 下 述 结 果 , 这 些 结 果 构 成 了 威 克 定 理 
(G. C. Wick, 1950): 

(1) 多 个 玻 色 算 符 民 ,6 的 乘积 的 真空 期 望 值 等 于 这 些 算 符 的 所 有 可 能 配 
对 的 期 望 值 (收缩 ) 乘积 之 和 . 每 一 对 中 因子 的 次 序 和 原来 的 乘积 中 相同 . 

(2) 对 相同 粒子 或 不 同 粒 子 的 费 米 算 符 寺 , 6, 寻 , 5, 规则 的 不 同 之 处 只 
是 , 求 和 中 每 一 项 的 符号 是 正 还 是 负 , 取决 于 将 所 有 成 对 的 费 米 算 符 放 到 一 起 
所 需 交 换 的 次 数 是 偶数 还 是 奇数 . 

显然 ,只 有 当 乘 积 中 每 个 因子 人 .2 2 都 有 对 应 的 因子 从 ,6+, C+ 也 出 现 
在 乘积 中 , 对 真空 的 平均 值 才 不 为 零 . 另外 , 收缩 的 算 符 对 (&, 2 半 ), .… 必须 属 
于 同一 状态 , 而 且 只 能 是 代 ,… 在 2 .…… 的 右边 : 粒子 先 被 产生 , 然后 被 潭 没 
(反之 , 则 期 望 值 (0|&+6|0) = 0,…). 

如 果 每 个 算 符 对 (2, 人 ),… 在 乘积 中 只 出 现 一 次 , 威 元 定理 明显 是 正确 
的 , 这 时 , 期 望 值 可 以 化 为 诸 配 对 期 望 值 的 单一 乘积 . 如 果 乘 积 中 所 有 漂 没 算 
符 都 在 产生 算 符 的 右边 , 威 克 定理 的 正确 性 也 显然 是 正确 的 . 这 样 的 乘积 称 为 
正规 乘积 . 这 时 期 望 值 为 零 . 至 于 同一 对 算 符 在 乘积 中 出 现 k 次 的 一 般 情 形 ， 
威 克 定理 的 正确 性 则 不 难 用 归纳 法 予以 证 明 . 
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我 们 来 考虑 玻 色 算 符 对 出 现 太 次 的 期 望 值 (0|: .6€+..|0) =0 (对 于 费 米 
算 符 , 以 下 的 论证 是 完全 类 似 的 ). 如 果 在 某 个 配对 中 交换 因子 人 和 +, 根据 
对 易 规 则 , 我 们 有 


(0|. .cc+ . .|0) = (0|: ete. .|0) + (0|: .1. .|0). (77.2) 


期 望 值 (0| : :1 .|0) = 0 包含 一 1 个 配对 , 且 假 定 威 克 定 理 对 其 是 正确 的 . 另 
一 方面 , 若 按 威 克 定 理 将 期 望 值 (0|: -cc+ : -|0) = 0 展开 , 它 与 (0| cte..|0)=0 
之 差 恰 好 是 

(0| 110)(olec io) = (0} : -1: -10) 


(在 (0| : .etc..|0) = 0 的 展开 式 中 , 相应 的 项 (0| . -1… .|0)(0lctcl0) 为 零 ). 因此 ， 
由 (77.2) 式 得 出 , 如 果 威 克 定 理 对 和 矩阵 元 (0| . :cte: -|0) = 0 成 立 , 则 交换 仑 和 
E+ 以 后 定理 仍然 成 立 . 既然 威 克 定理 对 因子 的 一 个 特定 序列 (正规 乘积 ) 成 
立 , 那么 在 任何 情形 下 这 个 定理 都 将 成 立 . 

由 于 威 克 定理 对 算 符 6, 5, .… 的 乘积 成 立 , 因此 对 含有 人 六 .…… 以 及 它 
们 线性 组 合 多 ,多 , 4 的 任何 乘积 也 成 立 . 将 此 定理 应 用 于 矩阵 元 (77.1), 就 使 
它 成 为 求 和 形式 . 其 中 的 每 一 项 将 是 若干 个 配对 的 期 望 值 的 乘积 . 这 些 期 望 
值 中 将 包括 算 符 y$,y, 4 和 “外 ” 算 符 ( 即 产生 初 态 粒子 或 潭 没 终 态 粒子 的 算 
符 ) 的 收缩 . 这 些 收缩 可 借助 初 、 终 态 粒 子 的 波 函 数 用 如 下 公式 表示 : 


(0|Acs|0) = 4p， (0lcpAl0) = 4， 
(0lypazl0) = Bp, (0lapyl0) = 他， (77.3) 
40jppj0) = Vp-p, (0jwbs |0) a Pp_», 


其 中 4。 和 是 动量 为 p 的 光子 与 电子 的 波 函 数 (和 873, 874 中 一 样 . 为 简 
单 计 , 略 去 了 极 化 指标 ). 还 将 会 出 现 工 乘积 中 “内 ” 算 符 的 收缩 . 既然 在 应 用 
威 克 定理 时 每 次 收缩 配对 中 因子 的 次 序 都 保持 不 变 , 这 些 收缩 就 将 保持 算 符 
的 编 时 次 序 不 变 , 因此 它们 可 由 相应 的 传播 子 代替 @. 

运用 威 克 定理 从 和 矩阵 元 得 到 的 求 和 式 中 的 每 一 项 , 都 可 以 用 一 个 确定 的 
费 曼 图 表示 . 在 第 n 级 近似 图 中 有 nn 个 顶点 , 每 个 顶点 上 有 三 条 线 相交 ; 两 条 


对 后 一 论断 需要 作 如 下 说 明 . 在 证 明 威 克 定 理 时 , 我 们 用 了 算 符 人 和 人 夺 的 对 易 
规则 . 这 些 规则 只 对 实 光 子 (“横向 ”光子 ) 有 意义 . 自然 ,“ 外 ” 算 符 夺 ,3 正 是 对 应 这 
样 的 初 态 与 终 态 光子 . 但 是 , 在 $76 看 到 , 工 乘积 中 出 现 的 算 符 入 不 只 是 描述 横向 光子 . 
这 里 出 现 的 情形 和 Dj 的 计算 (876) 相 类 似 . 由 于 相对 论 不 变性 和 规范 不 变性 , 定理 的 
正确 性 只 需 对 那些 由 势 的 横向 部 分 决定 的 乘积 ( 即 张 量 的 分 量 ((0IT4 4, ，…|o) 加 以 
证 明 就 够 了 . 因此 , 定理 对 任何 乘积 都 成 立 . 
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实 线 (电子 线 ) 和 一 条 虚线 (光子 线 ), 分 别 对 应 着 电子 算 符 (友和 功 和 光子 算 
符 (和. 它们 是 同一 变量 xz 的 函数 . 算 符 落 对 应 人 线 , 而 攻 则 对 应 出 线 . 

为 了 具体 说 明 , 我 们 举 几 个 三 级 近似 的 矩阵 元 的 项 与 费 曼 图 间 相 互 对 应 
的 例子 . 略 去 积分 号 、 算 符 记 号 、 算 符 工 以 及 因子 -iey, 也 不 写 出 算 符 的 宗 
量 , 我 们 把 这 些 项 写成 


人 


(77.4) 


(d) (BAY) DAD) DAY) = 一 人 > 一 一 


为 清楚 起 见 , 电子 的 收缩 和 光子 的 收缩 分 别 用 实 线 和 虚线 画 出 , 电子 收缩 的 箭 
头 方向 从 用 到 从 如 图 所 示 . 对 于 内 光子 收缩 , 其 方向 无 关 紧 要 (光子 传播 子 
为 xz 一 xz!' 的 偶 图 数 )， 

这 样 得 到 了 一 些 相 互 等 价 的 项 ,它们 之 间 的 差别 只 是 交换 了 顶点 编号 , 即 
顶点 和 变量 zi, zz,… 之 间 的 对 应 关系 改变 . 简单 地 说 , 是 积分 变量 重新 命名 . 
这 些 置换 数 是 nl. 它 正 好 消去 了 (77.1) 式 中 的 因子 1/ml, 这 样 就 不 需要 考虑 差 
别 仅仅 是 交换 顶点 的 那些 图 . 在 873 和 §74 中 我 们 已 经 指出 过 这 一 点 . 例如 ， 
在 二 级 近似 中 有 两 个 等 价 图 : 


JR 二 (77.5) 
(AY) (VAY) = 

在 (77.4) 和 (77.5) 中 只 画 出 了 和 图 内 线 相 对 应 的 内 部 收缩 ( 虚 电 子 与 虚 光 子 ). 
仍然 自由 的 算 符 和 外 算 符 收缩 , 并 由 此 可 建立 图 的 目 由 端 和 某 些 初 、 终 态 粒 
子 之 间 的 对 应 关系 . 于 是 , 冰 (与 jy 或 寻 收缩 ) 给 出 终 态 电子 线 或 初 态 正 电子 
线 , 而 少 (与 人 针 或 bs 收缩 ) 给 出 初 态 电子 线 或 终 态 正 电 子 线 . 自由 算 符 各 (与 
计 或 六 收缩 ) 可 以 和 一 个 初 态 光子 或 一 个 终 态 光子 相对 应 . 这 样 , 我 们 就 得 
到 一 些 拓扑 上 全 同 的 图 形 ( 即 图 形 有 同样 数目 的 线 并 且 它 们 的 配置 方式 也 相 
同 ), 差别 仅仅 是 交换 了 人 、 出 自由 端 之 间 的 初 态 粒子 和 终 态 粒子 . 

显然 , 每 一 个 这 样 的 交换 等 价 于 (77.1) 式 中 外 算 符 人 2 .… 的 某 种 交换 . 
因此 , 可 以 很 明显 , 如 果 初 态 粒子 或 终 态 粒子 中 包含 全 同 费 米子 , 以 自由 端的 
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奇数 次 交换 区 别 的 费 曼 图 必定 有 相反 的 符号 . 
图 中 实 线 的 不 间断 序列 构成 一 条 箭头 保持 恒定 方向 的 电子 线 . 这 样 的 一 
条 线 或 者 有 两 个 自由 端 , 或 者 形成 闭合 圈 . 例如 , 图 


(WAV) PAY) = ---€ >—- 


是 具有 两 个 顶点 的 一 个 圈 . 电子 线 方向 不 变 是 电荷 守恒 的 图 表示 : “进入 "每 
个 项 上 扣 的 电 奏 等 于 从 该 项 后 “出 去 ”的 电荷. 

连续 电子 线 上 双 旋 量 指 标的 排列 , 相当 于 将 道 箭头 方向 移动 时 过 到 的 矩 
阵 目 左 至 右 写 出 来 . 不 同 电子 线 的 双 旋 量 指 标 绝 不 会 弄 乱 . 沿 一 条 非 闭合 线 ， 
指标 序列 终止 于 具有 电子 (或 正 电子 ) 波 函 数 的 自由 端 . 在 一 个 闭合 圈 上 , 指 
标 序列 本 身 是 闭合 的 , 即 轿 对 应 于 它 上 面 的 矩阵 之 阵 迹 . 不 难看 出 , 此 阵 迹 应 
该 取 负 号 . 

实际 上 , 具有 个 顶点 的 一 个 图 对 应 着 一 组 个 收缩 


CRIRRIT 


(或 等 价 的 另 一 组 收缩 , 差别 仅仅 是 交换 了 顶点 ). 在 第 上 一 1 个 收缩 中 , 算 符 节 
和 乡 按 它们 在 电子 传播 子 中 的 次 序 作 在 少 的 右边 ) 排列 在 一 起 . 两 头 的 算 符 
可 通过 与 其 它 少 算 符 的 偶数 次 交换 移 在 一 起 , 并 按 次 序 y 排列 . 
由 于 
(OIT¥ 0) = —(0|Twp |0) 


(参见 874 第 二 个 注释 ), 用 相应 的 传播 子 取代 这 一 收缩 , 就 意味 着 整个 表示 式 
改变 符号 . 

一 般 来 说 , 过 渡 到 动量 表象 的 方法 和 8§73, 874 中 完全 类 似 . 除了 一 般 的 四 
维 动量 守恒 定律 外 , 在 每 一 个 顶点 上 也 必须 遵守 “守恒 定律 ”. 然而 , 要 唯一 
地 确定 图 中 所 有 内 线 的 动量 ,上述 这 些 定律 还 是 不 够 的 . 在 这 种 情况 下 , 仍 需 
通过 d4p/(2n)4 对 所 有 不 确定 的 内 部 动量 积分 . 积分 在 整个 p 空间 进行 , 其 中 
po 从 -oo 到 十 oo. 

在 上 面 的 讨论 中 , 微 扰 是 由 “主动 ”参加 反应 的 粒子 ( 即 在 此 过 程 中 状态 
改变 的 粒子 ) 间 的 相互 作用 来 表示 的 . 对 于 存在 外 电磁 场 的 情形 ( 即 存在 由 反 
应 过 程 中 状态 不 改变 的 “被 动 ”粒子 产生 的 场 ), 可 作 类 似 的 处 理 . 

设 外 场 的 四 维 势 为 4(e)(z). 它 以 4+ 4(e ( 乘 以 流 算 符 胃 的 形式 和 光子 
算 符 4 一 起 出 现在 相互 作用 的 拉 格 朗 日 中 . 由 于 4(e) 不 包含 任何 算 符 , 它 不 
能 与 其 它 算 符 收缩 . 换 句 话说 , 在 费 曼 图 中 只 有 外 线 与 外 场 对 应 . 
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如 果 将 A(% 表示 成 傅 里 叶 积分 : 





A (2) = / 4 (ee Et 本 


4te)(g) = ) 4(e)(zjeigzd4z. 


在 动量 表象 的 矩阵 元 表示 式 中 , 四 维 动量 9 与 代表 真实 粒子 的 其 它 外 线 的 四 
维 动量 一 起 出 现 . 每 一 条 这 样 的 外 场 线 可 与 一 个 因子 44e (9) 相关 联 , 并 且 该 
线 锐 看 成 为 “人 ” 线 与 因子 e~3 中 指数 的 符号 相对 应 (在 侍 里 叶 积 分 
中 , egz 总 伴随 着 A((q) 出 现 );“ 出 ” 线 则 与 因子 4te%*(q) 相关 联 . 如 果 所 有 
外 场 线 的 四 维 动量 不 能 用 四 维 动量 守恒 定律 单 值 地 确定 (给 定 所 有 实 粒 子 的 
四 维 动量 ), 那 就 还 需要 通过 dsp/(2z) 对 所 有 “自由 的 ”9 积分 , 并 对 所 有 其 
余 未 确定 的 图 线 的 四 维 动量 积分 . 
如 果 外 场 与 时 间 无 关 , 那么 





A(®(g) = 2x8(g°)A'® (q), (77.7) 
其 中 4(e)(9) 为 三 维 侍 里 叶 分 量 : 
4(e(g) = / 4ta(rje-igrd3z. (77.8) 


在 这 种 情形 下 , 外 线 与 因子 A4(%(q) 相关 联 , 且 赋 予 其 一 个 四 维 动量 gx = (0, 9); 
和 场 线 一 起 相交 于 一 个 顶点 的 电子 线 的 能 量 由 于 守恒 定律 而 相等 . 还 需要 通 
过 dsp/(2r3 对 内 线 的 其 它 未 确定 的 三 维 动量 p 积分 . 例如 , 这 样 得 到 的 振幅 
Mri 可 以 通过 (64.25) 决定 散射 截面 . 

下 面 我 们 列 出 图 技术 的 最 后 规则 , 采用 这 些 规则 可 以 得 到 动量 表象 中 散 
射 振幅 (或 更 确切 地 说 , iMy;) 的 表示 式 . 

(1) 微 扰 论 的 第 n 级 近似 对 应 着 有 nn 个 顶点 的 图 . 每 一 个 顶点 是 一 条 进 
入 的 和 一 条 出 去 的 电子 线 ( 实 线 ) 与 一 条 光子 线 (虚线 ) 的 相交 点 . 散射 过 程 的 
振幅 中 包括 自由 端 (外 线 ) 的 数目 等 于 初 、 终 态 粒子 数 的 所 有 图 ， 

(2) 每 一 条 进入 的 实 外 线 与 一 个 初 态 电子 的 振幅 w(p) 或 一 个 终 态 正 电子 
的 振幅 wu( 一 p) 相 联 系 (p 是 粒子 的 四 维 动量 ). 每 一 条 出 去 的 实 线 与 一 个 终 态 
电子 的 振幅 z(p) 或 一 个 初 态 正 电子 的 振幅 区 -2p) 相关 联 . 

(3) 每 一 个 顶点 与 一 个 四 维和 撩 量 -iey* 相关 联 . 

(4) 每 一 条 进入 的 虚 外 线 与 一 个 初 态 光 子 的 振幅 V4rev 相关 联 , 而 每 一 条 
出 去 的 虚 外 线 与 一 个 终 态 光子 的 振幅 V4rex 相关 联 ,e 为 四 维 极 化 矢量 . 这 个 
矢量 的 指标 /与 对 应 顶点 的 矩阵 y+ 的 指标 相同 (因而 得 到 标量 积 ye 或 ye*). 
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(5) 每 一 条 实 内 线 与 因子 iG(p) 相关 联 . 每 一 条 虚 内 线 与 因子 -iDjy(p) 相 
关联 . 张 量 指标 j,v 与 虚线 所 连接 的 两 个 顶点 的 矩阵 ys, xy* 的 指标 相同 . 

(6) 沿 着 电子 线 的 任 一 连续 序列 , 箭头 方向 保持 不 变 , 且 双 旋 量 指 标的 配 
置 相应 于 按 这 样 的 顺序 自 左 至 右 写 出 矩阵 , 即 逆 着 箭头 方向 移动 时 , 将 按 顺 序 
遇 到 这 些 和 矩阵 . 一 条 闭合 的 电子 圈 图 相应 于 它 上 面 所 有 和 托 阵 相 乘 的 阵 迹 . 

(7) 相交 于 每 个 顶点 的 线 的 四 维 动量 满足 一 条 守恒 定律 , 即 进入 线 的 动量 
之 和 等 于 出 去 线 的 动量 之 和 . 自由 端的 动量 是 给 定 的 量 (服从 一 般 的 守恒 定 
律 ), 且 赋 了 予 正 电 子 线 以 动量 -2p. 对 每 个 顶点 应 用 守恒 和 定律 后 仍 不 能 确定 的 内 
线 的 动量 , 还 应 该 对 d4p/(2r)4 进行 积分 . 

(8) 一 个 与 外 场 相对 应 的 自由 进入 端 与 因子 A(9(g) 相关 联 . 四 维 动量 g 通 
过 顶点 上 的 守恒 定律 与 其 它 线 的 四 维 动量 相关 联 . 如 果 场 与 时 间 无 关 , 则 自由 
端 与 因子 A(%(q) 相关 联 . 对 尚 不 确定 的 内 线 的 三 维 动量 , 还 应 该 对 d3p/(2n)3 
积分 

(9) 对 图 形 中 的 每 一 条 闭合 的 电子 圈 和 每 一 对 正 电 子 外 线 (如 果 这 些 外 
线 是 单一 实 线 序列 的 始 端 和 终端 ), Mr 的 表示 式 中 都 有 一 个 附加 因子 -1. 如 
果 初 态 粒 子 或 终 态 粒子 包含 一 个 以 上 的 电子 或 正 电 子 , 那么 交换 奇数 次 全 同 
粒子 ( 即 与 之 相应 的 外 线 交 换 奇 数 次 ) 必定 有 相反 的 符号 . 

为 阐明 最 后 一 条 规则 , 我 们 附带 提 一 下 : 具有 相同 实 线 的 图 形 ( 即 除去 光 
子 线 后 是 全 同 的 图 形 ), 其 符号 必然 相同 . 还 应 当 注 意 : 如 果 有 全 同 的 费 米子 ， 
则 振幅 的 总 符号 是 任意 的 . 
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由 费 曼 积分 所 表示 的 散射 振幅 Mjs 显现 出 如 下 值得 注意 的 对 称 性 质 . 

费 曼 图 中 任 一 进入 的 外 线 可 以 看 成 一 个 初 态 粒子 或 一 个 终 态 反 粒 子 (不 
改变 箭头 方向 ); 而 任 一 出 去 线 可 以 看 成 一 个 终 态 粒子 或 一 个 初 态 反 粒 子 . 从 
粒子 变 成 反 粒 子 时 该 线 所 代表 的 四 维 动量 p 的 意义 也 发 生 了 变化 : 例如 , 对 电 
子 p = pe; 对 正 电子 p = -pp. 对 粒子 所 赋予 的 极 化 也 发 生 了 变化 . 由 于 进入 
的 外 线 必 定 对 应 于 振幅 ww 出 去 线 对 应 于 w*, 因而 对 电子 w= wo, 而 对 正 电子 
u= 尼 . 从 4 到 w 的 变化 意味 着 粒子 的 自 旋 分 量 (或 螺旋 性 ) 变 号 . 

对 于 真实 中 性 粒子 光子 而 言 , 外 线 含义 的 变化 不 过 是 从 发 射 光 子 变 成 吸 
收 光子 , 反之 亦 然 : 动量 为 上 的 一 条 光子 外 线 或 对 应 于 吸收 一 个 动量 为 Rs = 
的 光子 , 或 对 应 于 发 射 一 个 动量 为 km = -k 且 螺旋 性 相反 的 光子 . 

外 线 含义 的 这 种 改变 等 价 于 从 一 个 交叉 反应 通道 变 到 其 它 通道 . 由 此 可 
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见 , 作为 图 形 自由 端的 动量 的 函数 , 同一 振幅 描述 了 该 反应 的 所 有 通道 .只 
有 函数 宗 量 的 含义 随 通道 变 化 : 从 粒子 变 成 反 粒 子 意 味 着 pi 一 一 pr, 这 里 p; 
是 初 态 粒子 的 四 维 动量 (在 一 个 通道 ), 而 pr 是 终 态 粒子 的 四 维 动量 (在 另 一 
通道 ). 散射 振幅 的 这 个 性 质 称 为 交叉 对 称 性 或 交叉 不 变性 . 

在 870 将 不 变性 振幅 定义 为 运动 学 不 变量 的 函数 , 据 此 可 以 说 , 这 些 函 数 
对 所 有 通道 将 是 相同 的 , 但 对 每 一 通道 而 言 , 其 宗 量 将 在 相应 的 物理 区 域内 取 
值 . 于 是 , 费 曼 积分 将 不 变 振幅 确定 为 解析 函数 ; 其 在 各 个 物理 区 域内 的 取 值 
是 在 一 个 区 域 确定 的 图 数 的 解析 延 拓 . 因为 费 曼 积 分 的 被 积 范 数 有 奇 点 , 所 
以 , 不 变 振幅 也 有 奇 点 . 这 些 奇 点 可 以 应 用 避 开 极点 的 规则 由 费 曼 积分 的 表示 
式 确 定 . 如 果 对 任意 一 个 通道 从 费 曼 积分 求 得 不 变 振幅 ,向 其 它 通道 的 解析 延 
拓 必 须 考虑 这 些 奇 点 . 

应 该 强调 的 是 , 交叉 不 变性 超越 了 由 时 空 对 称 性 的 普遍 要 求 得 到 的 散射 
矩阵 的 性 质 . 后 者 意味 着 初 态 和 终 态 交换 、 所 有 粒子 换 成 反 粒 子 (所 有 粒子 的 
动量 p 不 变 而 它们 的 角 动 量 分 量变 号 ) 时 , 过 程 的 振幅 不 变 . 这 是 CPT 不 变 
性 的 要 求 @. 然而 , 交叉 不 变性 不 仅 允 许 同 时 对 所 有 粒子 做 这 种 变换 , 而 且 人 多 
许 对 任意 一 个 粒子 单独 地 做 这 种 变换 . 
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费 曼 图 中 的 内 线 在 协 变 微 扰 论 中 所 起 的 作用 类 似 于 “通常 ”理论 中 的 中 
间 态 , 但 是 , 这 些 中 间 态 的 本 性 在 两 种 理论 中 是 不 一 样 的 . 在 通 妆 理论 中 的 中 
间 态 , (三 维 ) 动量 是 守恒 的 , 而 能 量 是 不 守恒 的 . 正 是 在 这 个 意义 上 , 这 些 中 
间 态 被 说 成 是 虚 态 . 在 协 变性 理论 中 , 动量 和 能 量 是 平等 的 : 中 间 态 四 维 动量 
的 各 分 量 都 守恒 (这 是 由 于 5 矩阵 元 中 的 积分 既 对 坐标 进行 , 又 对 时 间 进 行 ， 
从 而 保证 了 理论 的 协 变性 ). 但 是 , 能 量 和 动量 之 间 的 关系 对 实 粒 子 成 立 并 用 
p2 = mm? 表示, 在 中 间 态 不 再 成 立 , 因此 这 些 中 间 态 被 称 为 中 间 虚 粒子 . 虚 粒 
子 的 动量 和 能 量 之 间 的 关系 是 任意 的 , 它 可 以 是 满足 顶点 处 四 维 动量 守 便 要 
求 的 任何 东西 . 

我 们 来 考虑 这 样 一 个 费 曼 图 : 它 由 1 和 工 两 部 分 组 成 , 这 两 部 分 由 一 条 单 


@ 如 果 某 一 特定 通道 为 四 维 动量 守恒 定律 所 禁止 , 那么 , 作为 公共 因子 出 现在 
(64.5) 式 中 的 8 函数 将 使 该 跃迁 概率 必定 为 零 . 

@ 应 当 注 意 , 改变 费 曼 图 中 所 有 四 维 动量 的 符号 ,从 上 述 的 一 种 反应 变 成 男 一 种 
反应 , 这 种 形式 描写 的 意义 相当 于 作为 四 维 反 演 的 CPT 变换 . 
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线 连 接 . 不 考虑 这 两 部 分 的 内 部 结构 , 我 们 可 以 把 这 个 图 形 表示 成 如 下 形式 


(每 一 条 线 可 以 是 实 线 , 也 可 以 是 虚线 ). 根据 普遍 的 守恒 定律 , 外 线 的 四 维 动 
量 之 和 对 部 分 I 与 部 分 I 是 相等 的 . 由 于 在 每 个 顶点 处 守恒 , 它们 也 等 于 连接 
I 与 工 的 内 线 的 四 维 动量 . 换 句 话说 , 这 个 动量 是 唯一 确定 的 , 因而 在 和 矩阵 元 
中 没有 对 它 的 积分 . 

量 pr? 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 , 视 反 应 通道 而 定 . 总 有 这 样 一 个 通道 , 其 中 
Z2 > 0 昌 . 这 时 , 就 其 形式 上 的 性 质 而 言 , 虚 粒 子 与 一 个 具有 实质 量 M = Vp? 
的 真 粒 子 完全 类 似 , 可 以 定义 它 的 静止 参考 系 , 可 以 确定 它 的 自 旋 , 等 等 . 

光子 传播 子 (76.11) 的 张 量 结构 和 一 个 自 旋 为 1、 质量 不 为 零 的 非 极 化 粒 
子 的 密度 矩阵 的 张 量 结 构 相 同 : 





(参见 (14.15) 式 ). 另 一 方面 , 对 一 个 虚 粒 子 来 说 , 传播 子 (由 场 算 符 的 二 次 组 
合 得 到 的 量 ) 的 作用 与 一 个 真 粒子 的 密度 矩阵 相 类 似 . 所 以 , 和 实 光 子 一 样 , 必 
须 赋予 虚 光 子 以 目 旋 1. 然而 , 与 具有 两 个 独立 极 化 的 实 光子 不 同 , 作为 一 个 
有 限 质 量 的 “粒子 ”, 虚 光 子 可 以 有 三 种 极 化 . 
电子 的 传播 男 数 为 
G co TD 十 7m， 


其 中 mm 为 实 电子 的 质量 , 而 虚 粒 子 的 “质量 " 为 M = V/ 殉 . 取 
M+m M 
DN (yp+ M)+ 
我 们 看 到 , 第 一 项 相当 于 一 个 质量 为 M、 自 旋 为 5 的 粒子 的 密度 矩阵 , 第 二 
项 与 一 个 类 似 的 “ 反 粒 子 ” 的 密度 矩阵 相当 (比较 (29.10) 和 (29.17)). 由 于 粒 
子 和 反 粒子 有 不 同 的 内 豪 宇 称 (827), 我 们 得 出 结论 : 必须 赋予 虚 电子 以 同样 
的 5 自 旋 , 但 不 能 赋予 它 确定 的 字 称 . 
图 (79.1) 的 显著 特点 是 , 只 要 切断 一 条 内 线 , 就 可 以 将 它 分 成 互 不 相连 的 
两 个 部 分 @. 在 这 种 情形 下 , 这 条 线 对 应 着 一 个 单 粒 子 中 间 态 , 即 仅 有 一 个 虚 


@ 例如 , 有 这 样 一 个 通道 (如 果 它 在 能 量 上 是 允许 的 ), 其 中 部 分 1 的 所 有 自由 端 对 
应 初 态 粒子 , 而 部 分 1 的 所 有 自由 端 对 应 终 态 粒子 , 这 时 , p = P; (所 有 初 态 粒 子 四 维 动 
量 之 和 ), 在 质心 坐标 系 中 ,p = (P9,0), 因而 22 > 0. 

@ 第 一 级 非 零 近似 中 几乎 所 有 过 程 的 图 都 有 这 个 性 质 . 








—m 
p+m = (7p — M), (79.2) 


2M 
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粒子 的 态 . 与 这 样 的 图 对 应 的 散射 振幅 包含 着 一 个 特征 因子 ( 它 无 须 积分 ) 

1 
这 个 特征 因子 是 由 内 线 p 产 生 的 (对 电子 线 , m 为 电子 质量 ; 对 光子 线 , m = 0). 
换 句 话说 , 在 p 的 取 值 使 得 虚 粒 子 变 成 真实 粒子 时 (p2 = m?), 散射 振幅 有 极 
点 . 在 非 相 对 论 量子 力学 中 , 也 有 与 此 类 似 的 情形 ; 当 能 量 值 与 碰撞 粒子 系统 
的 束缚 态 相 对 应 时 , 散射 振幅 有 极点 (第 三 卷 8128). 

我 们 来 研究 图 (79.1) 中 下 面 这 样 的 一 种 反应 通道 , 其 中 所 有 右边 的 自由 
端 对 应 初 态 粒 子 , 所 有 左边 的 自由 端 对 应 终 态 粒子 ; 于 是 p? > 0. 这 时 我 们 可 
以 说 , 在 中 间 态 , 初 态 粒子 转化 成 一 个 虚 粒 子 . 这 只 有 当 这 种 转化 不 与 必要 的 
守恒 定律 (不 包括 四 维 动 量 守恒 ) 相抵 触 时 才 是 可 能 的 , 也 就 是 说 , 在 这 种 转 
化 中 , 角 动 量 、 电 荷 、 电 荷 宇 称 等 等 都 是 守恒 的 . 这 是 出 现 所 谓 极 点 图 的 必要 
条 件 . 如 果 这 些 条 件 对 一 个 反应 通道 存在 , 那么 由于 交叉 对 称 性 它 对 其 余 通 道 
也 同样 存在 . 要 

例如 , 所 说 的 守恒 定律 不 排除 按照 e+?y 一 e 产 生 一 个 虚 电 子 . 这 对 应 于 
康 普 顿 效应 振幅 的 一 个 极点 (因而 也 对 应 于 这 个 反应 的 其 它 通道 的 一 个 极点 ， 
即 电 子 - 正 电子 对 的 双 光 子 潭 没 ). 按照 e- 十 et 一 7 产生 一 个 虚 光 子 , 对 应 于 
一 个 电子 被 一 个 正 电 子 散 射 的 振幅 的 一 个 极点 , 因而 也 对 应 于 电子 -电子 散 
射 的 振幅 的 一 个 极点 . 两 个 光子 既 不 能 转化 成 一 个 虚 电 子 ,也 不 能 转化 成 一 个 
虚 光 子 : y 十 yY 一 e 被 电荷 守恒 与 角 动 量 守 恒 所 禁 戒 , 而 y 十 Y 一 了 则 被 电荷 宇 
称 守恒 所 禁 戒 . 因此 , 光子 -光子 散射 振幅 不 可 能 有 极点 图 . 

上 面 我 们 基于 费 曼 积分 讨论 了 散射 振幅 极点 奇异 性 的 根源 , 实际 上 这 是 
具有 普遍 性 的 性 质 , 而 与 微 扰 论 无 关 . 我 们 将 会 看 到 , 这 种 奇异 性 只 是 作为 之 
正 性 条 件 (71.2) 的 结果 而 出 现 的 . 

我 们 假定 , (71.2) 式 中 出 现 的 中 间 态 n 包含 一 个 单 粒子 态 . 这 个 态 的 贡献 
是 

3 
(Tyi — Tes) (one ?) 一 if2m) 2 |/ SD (Py 一 P)TrnTY 7 
其 中 p 与 入 为 中 间 粒 子 的 四 维 动量 与 螺旋 性 . 对 dsp 的 积分 换 成 了 对 d4p 的 
积分 (在 加 三 E>0 的 区 域 ): 


dap 一 2e6(p* — M2)d4p 
(M 为 中 间 粒 子 的 质量 ). 积分 消去 8 函数 84( Pr 一 p), 然后 , 按照 (64.10) 由 振 
幅 Ty; 变 到 振幅 Myi, 我 们 得 到 
(MP 一 MY)Gonep) = 2ri8(p2 — M2) 》 Msn Mi,. (79.3) 
入 
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若 假 定 工 和 PP 的 不 变性 成 立 , 我 们 就 有 MP = Mp (精确 到 相差 一 个 相 因 
子 ), 其 中 状态 区 f' 与 状态 i, f 的 区 别 只 是 粒子 螺旋 性 的 符号 不 同 (在 具有 相 
同 动 量 的 条 件 下 ). 将 方程 (79.3) 和 Mrz = MM ps 的 相应 方程 相 加 . 我 们 得 到 


Im 条 je = 一 mx8(p2 — M?)R, (79.4) 


其 中 
MP = Mit Mere, R=-D (MinMi +t Mem Mn). 
入 


由 此 得 出 , Mr 作为 2 = P2 = Pr 的 解析 函数 , 在 pz = M? 有 一 极点 . 按照 
(75.18) 式 , 极点 部 分 为 
0 
D2 一 M2+i0 
实际 跃迁 到 一 个 单 粒子 态 只 对 PP = P? 的 一 个 值 即 M? 才 有 可 能 . 于 是 , 我 们 
确实 得 到 了 对 应 于 (79.1) 形式 图 的 散射 振幅 结构 . 

最 后 , 我 们 来 研究 包含 闭合 电子 圈 的 费 曼 图 的 一 个 重要 性 质 . 这 个 性 质 
很 容易 通过 对 虚 光 子 运 用 电荷 宇 称 的 概念 推导 出 来 : 与 实 光 子 一 样 , 必须 赋予 
虚 光 子 以 确定 的 ( 负 ) 的 电荷 宇 称 @， 

如 果 某 个 图 包含 一 个 闭合 圈 (顶点 数 N > 2), 那么 该 过 程 的 振幅 除了 包 
括 这 个 图 外 , 还 必定 包括 另 一 个 区 别 只 是 绕 行 方向 不 同 的 图 ( 若 N = 2, 显然 


人 ny -a 7 (79.6) 
SN 


可 以 认为 它们 决定 着 一 组 光子 ( 实 光 子 或 虚 光 子 ) 转换 成 另 一 组 光子 的 过 程 
的 振幅 : NN 为 初 态 光子 数 与 终 态 光 子 数 之 和 .但 是 , 电荷 宇 称 守恒 禁止 偶数 个 
光子 转换 成 奇数 个 光子 . 因此 , 当 NN 为 奇数 时 , 与 图 (79.6) 对 应 的 表示 式 的 和 
必定 为 零 . 结果 以 这 些 立 为 其 组 成 部 分 的 两 个 图 形 对 散射 振幅 的 总 贡献 也 为 
零 . 这 一 结果 被 称 为 弗 里 定理 (W. H. Furry, 1937). 

这 样 , 在 对 某 一 给 定 过 程 构造 振幅 时 , 我们 可 以 完全 略 去 包含 奇数 个 顶点 
的 圈 的 那些 图 . 


巴 这 可 以 从 813 结尾 对 实 光 子 给 出 的 关于 作用 在 每 个 顶点 上 的 电磁 相互 作用 算 符 
的 同样 论证 得 出 . 


= (one-p) 
yp (79.5) 
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我 们 来 更 详尽 地 考查 一 下 这 样 做 的 根据 . 一 条 闭合 的 电子 圈 对 应 于 一 个 
表示 式 (给 定 光 子 线 的 动量 ki, ko,…… , kn) 


/ dsp .tr [(ye1)G(p)(ye2)G(p + ha).…], (79.7) 


其 中 p,p 十 ki,… 为 电子 线 的 动量 (考虑 了 各 顶点 上 的 守恒 定律 后 , 这 些 动量 
仍 不 能 完全 确定 ). 对 所 有 和 矩阵 ?4 和 GG 进行 电荷 共 斩 变换 , 即 用 UiytU 和 
UJ-1GU 蔡 换 y+ 和 G. 由 于 矩阵 乘积 之 阵 迹 不 受 这 种 变换 的 影响 , 表示 式 
(79.7) 不 会 改变 . 另 一 方面 , 按照 (26.3) 式 ， 





VDUc = 一 各， (79.8) 
因此 要 
到 PYTm pe 
Uo'Glp)Uo = Ts ma = G(-P). (79.9) 


但 是 , 用 改变 符号 的 p 的 转 置 矩 阵 替 代 G(p), 显然 等 效 于 改变 圈 的 绕 行 方 向 ， 
即 所 有 第 头 反 向 . 于 是 , 这 个 变换 将 一 个 圈 变 成 为 男 一 个 圈 , 且 从 每 个 项 点 上 
的 代 换 (79.8) 得 到 一 个 因子 (1)*. 因此 


In = (—1)NIIg, (79.10) 


这 就 是 说 , 当 顶 点 数 是 偶数 时 , 两 个 圈 的 贡献 是 相同 的 ; 当 顶 点 数 为 奇数 时 , 两 
个 图 的 贡献 是 相反 的 ( 即 相 差 一 个 负 号 ). 


第 九重 
电子 的 相互 作用 


8$80 电子 在 外 场 中 的 散射 


电子 在 恒定 外 场 中 的 弹性 散射 是 一 个 简单 的 过 程 , 它 在 微 扰 论 的 第 一 级 
近似 (一 级 玻 恩 近似 ) 就 已 出 现 . 这 个 过 程 对 应 具有 一 个 顶点 的 图 : 


a (80.1) 


其 中 pp 和 yp/ 分别 为 电子 的 初 态 和 终 态 的 四 维 动 量 ,而 gq = wp 一 p. 由 于 电子 在 
恒定 场 的 散射 中 保持 能 量 守 恒 (e = a 人), 我们 有 gq = (0,q).2 
相应 的 散射 振幅 为 


Msi = —ez(p )[yA(® (gq)]u(p), (80.2) 
其 中 4(e(g) 为 外 场 的 空间 傅 里 叶 展 开 的 分 量 . 按照 (64.26), 散射 截面 为 
do = -zl Mril?do, (80.3) 
对 一 个 静电 场 , 4(e) = (44),0), 因此 


MP = —ez(p)y up) AY (q) = eu' (pulp) A (q). (80.4) 


@ 当然 , 在 有 外 场 时 , 这 样 的 图 并 不 被 四 维 动量 守恒 定律 所 禁 戒 , 如 同 在 有 实 光 子 
的 图 (73.19) 那样 , q? 与 实 光子 的 四 维 动量 平方 不 同 , 不 一 定 为 零 ,q 的 分 量 由 表示 外 场 
的 侍 里 叶 积 分 自动 得 到 . 
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在 非 相 对 论 情 形 , 平面 波 的 双 旋 量 振 幅 w(p) 简化 为 非 相对 论 (二 分 量 ) 振幅 . 
对 于 极 化 不 变 的 散射 , 通过 适当 选择 归 一 化 条 件 有 : v' 二 4 和 ww*w 一 2m 于 是 
7 2 
do = -UV(g)| do'， 
其 中 U(g) = e4(9(9) 为 电子 在 此 场 中 位 势 的 傅 里 叶 分 量 ; 这 个 表示 与 通常 的 
玻 恩 近似 公式 相同 (第 三 卷 , (126.4)). 


在 普遍 的 相对 论 情形 , 非 极 化 电子 的 散射 截面 由 |Myi 对 初 态 极 化 平均 
并 对 终 态 极 化 求 和 得 到 , 即 
7 > [Myil”, 


polar 


其 中 求 和 对 初 、 终 态 电子 的 自 旋 方 向 进行 ; 因子 将 求 和 变 成 了 平均 . 按照 
865 的 规则 , 我 们 得 到 


1 e e)* 
7 D> [Mp = 2tr p' (yA )p(y A 


polar 
= 5A (otr (m+ yp) (m + yp)y. 
为 了 计算 其 中 的 阵 迹 , 我 们 注意 到 y?(yp)y? = (YD), 其 中 三 = (e, 一 p), 所 以 
ztr (m+ yp)Y (m+ yp)Y = zt (m+ yp )(m + 7D) 


Es 1 
=m? +pP=e +m +p'p = 2 — 3 


因此 , 截面 为 i 
2| A(e) /2 2 
do = 0 (4 一 号 do . (80.5) 
对 于 由 静态 电荷 分 布 密度 p(7) 所 产生 的 场 , 我 们 有 
46" (9) = 2 (80.6) 


其 中 p(qg) 为 电荷 分 布 密度 p(7) 的 健 里 叶 变 换 (形状 因子 ). 特别 是 , 对 点 电 共 
Ze 的 库仑 场 , 我 们 有 p(q) = Ze. 于 是 , 截面 为 


4{7 22 .2 2 
do = do 0 起) (80.7) 


(N. F. Mott, 1929). 平方 量 


q* = 4p’ sin (9/2), 
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其 中 6 为 散射 角 . 因此 , 括 弥 前 量 的 角度 依赖 性 为 户 瑟 福 截面 的 角 分 布 : 


212 -2 22-2 
和 E _ jn 和 2e ) 和 


0 
in 一 4 一 80. 
I in 了 (80.8) 


donru 一 do 
(在 非 相 对 论 极 限 , 系数 s2/2 一 1/m2?2v4). 因此 沁 
do = doRnu 4 — v2 sin” 5 ) ; (80.9) 


在 极端 相对 论 情形 , 角 分 布 与 非 相 对 论 情形 的 区 别 是 向 后 散射 有 相当 大 的 减 
小 : 当 6 一 工时 , dc/dcRu 一 m2 152， 
在 极端 相对 论 情形 , 公式 (80.7) 对 小 角度 散射 给 出 

do 一 A (80.10) 
尽管 这 个 公式 是 在 玻 恩 近似 下 推出 的 ( 即 假设 Ze? < 1), 但 它 在 Ze2 ~ 1 时 
仍然 保持 成 立 (对 于 角度 9 < m/e). 这 可 以 从 极端 相对 论 波 函 数 w+) (39.10) 
看 出 , 它 可 以 精确 地 看 成 Ze?. 这 个 解 在 范围 (39.2) 内 成 立 , 当然 在 渐 近 区 域 
7 一 co 仍 保 持 正 确 . 这 里 


OQ: VF 
E 


F cx 1 +const. ei(p”—P'") ~1—cos0—02<1, 


所 以 , 如 应 该 的 那样 , 修正 项 仍然 是 小 的 . 形 如 ei?'"?F 的 波 函 数 , 它 与 非 相对 论 
波 孙 数 有 同样 的 形式 (当然 参量 有 明显 的 变化 ), 也 有 同样 的 渐 近 表示 , 因此 截 
面 由 户 巧 福 公 式 给 出 . 

为 了 计算 有 极 化 的 电子 的 散射 截面 ,可 以 按照 一 般 的 步骤 , 采用 密度 矩阵 
(29.13). 然而 , 在 此 情形 , 可 以 通过 公式 (23.9) 表示 的 双 旋 量 振幅 wu(p') 和 w(p) 
更 容易 地 得 到 结果 . 二 者 相 乘 给 出 


wu (p)u(p) =w {etmt(e— mn ono}, 


或 者 利用 (33.5) 式 ， 
w* (pu(p) = wr fw, (80.11) 


@ 由 此 公式 表示 的 do 与 dcnu 的 区 别 是 专 指 自 旋 > 的 粒子 在 自 施 为 0 的 粒子 的 


散射 中 , 若 它们 在 电磁 场 中 的 运动 由 波动 方程 描述 , 则 结果 为 dc = don,. 乍 一 看 来 , 可 
能 会 有 疑问 , 为 什么 一 个 表示 纯粹 量子 效应 的 因子 怎么 不 包含 所 然而 , 应 当 记 得 , 玻 恩 
近似 成 立 的 条 件 (e2/fiw < 1) 和 在 库仑 场 中 准 经 典 运动 的 条 件 是 相反 的 , 而 因此 , 公式 
(80.9) 不 可 能 取经 典 极限 . 
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其 中 名 


f=A+Bv-.o, 
A=(e+m)+(e~—~m)cosg, B= -ile—m)sind, (80.12) 
nxn 
sing 
二 分 量 量 (三 维 旋 量 ) w 为 电子 的 非 相 对 论 波 函数 . 因此 , 变换 到 部 分 极 
化 态 可 通过 将 乘积 war (a, B 为 旋 量 指标 ) 换 成 非 相 对 论 二 列 密度 矩阵 pap 
来 完成 . 因此 我 们 必须 取 





[Msil? 一 ezl459(q)Ptrp(4- Br o)p'(A+ Bv .ch， 


其 中 
p=3(l+o.6), p=3(1+0.6) 


并 且 6, 6 分 别 为 探测 器 选择 的 初 态 与 终 态 的 极 化 矢量 . 计算 阵 迹 的 结果 为 


(4° -IBC :6 +2IBP(v .OO(v :6)+2ABlv. CxC 


do = doo 1+ A2 +1BE: 


(80.13) 
其 中 doo 为 非 极 化 电子 的 散射 截面 . 
将 (80.13) 式 中 括号 内 的 量 表 示 成 1 十 CD .C 昌 形式 ,我们 求 出 终 态 电子 
的 极 化 本 身 Ctn, 它 和 探测 的 极 化 6 是 不 同 的 ( 见 865): 思 
0 _ A BP) +2lBP lv. Cv +2AlBlv x¢ 
A +1B[ 
我 们 看 到 , 只 有 当 人 射电 子 是 极 化 的 时 候 , 散射 的 电子 才 是 极 化 的 . 当然 这 是 
一 级 玻 恩 近似 的 一 个 普遍 性 质 ( 见 第 三 卷 8140). 
在 非 相 对 论 情形 (s 一 m), (80.14) 式 给 出 C(7) = 6, 也 就 是 说 , 电子 在 散射 
中 保留 其 极 化 , 这 是 忽略 自 旋 轨道 看 合作 用 的 一 个 目 然 结 有 果 . 
在 相反 的 极端 相对 论 情 形 , 我 们 有 


(80.14) 


A=e(ll+cos0), B= ~iesin®d, 


与 一 般 公 式 (38.2) 一 致 . 


@@ 这 里 采用 的 了 的 定义 和 在 837 与 838 中 的 定义 相差 一 个 因子 . 
@ (80.14) 式 对 应 于 在 第 三 卷 8140 问题 1 中 推出 的 式 子 ,并 由 该 式 取 4 为 实 、B 为 
虚 得 到 . 
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如 果 入 射电 子 有 确定 的 螺旋 性 (¢ = 2Xn, 和 = +3), 经 简单 计算 , (80.14) 

式 给 出 
Cf) = 2Xmz/. 

因此 电子 在 散射 后 保持 其 螺旋 性 不 变 , 即 有 相同 的 螺旋 性 值 (和 ). 

如 在 838 所 指出 的 , 出 现 这 个 性 质 是 因为 当 忽 略 质量 时 , 旋 量 表示 的 狄 拉 
克 方 程 可 分 成 两 个 独立 的 方程 , 它们 分 别 对 于 函数 & 与 由 这 个 结果 还 有 更 普 
遍 的 意义 , 因为 流 

j= (6°€ + "08 — on) 

和 电磁 微 扰 算 符 V = ej4 并 不 包含 上 与 了 的 混合 项 , 而 因此 没有 上 态 和 7 态 
之 间 过 渡 的 矩阵 元 . 所 以 , 假如 极端 相对 论 电子 有 确定 的 螺旋 性 , ( 即 假如 7 或 
& 非 零 ), 那么 在 对 应 于 完全 忽略 电子 质量 的 近似 下 , 这 个 螺旋 性 在 相互 作用 过 
程 中 是 守恒 的 . 
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我 们 来 考虑 一 个 电子 被 一 个 电子 散射 的 过 程 , 两 个 四 维 动量 分 别 为 pl, p。 
的 电子 相 碰 撞 , 而 出 射 四 维 动量 分 别 为 pi, py. 四 维 动量 守恒 表示 为 
Dl 十 Da 一 中 十 29， (81.1) 
我 们 采用 8$66 的 运动 学 不 变量 , 其 定义 为 
3 = (p1+ p2)? = 2(m? + p1p2), 
t = (pi — p1)” = 2(m? ~ p1p1), 


u = (p1 ~ p2)” = 2(m? 一 plp9)， 
5 ++t++u = 4m?. 


(81.2) 


所 讨论 的 过 程 可 用 两 个 费 曼 图 (73.13) 和 (73.14) 表示 , 其 振幅 为 @ 
1 
Mss = bne? {3 (oyu) (hr) - Uy) } 813) 
按照 865 对 于 用 极 化 密度 矩阵 pu p4， .… 描述 的 粒子 初 态 与 终 态 给 出 的 


Myi 的 这 个 形式 与 一 般 公 式 (70.5) 一 致 . 在 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近似 下 ,5 个 不 
变 振 幅 中 只 有 一 个 是 非 零 的 : f(t,w) = 4re2/t. 
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规则 , 我 们 必须 作 改 变 
Mi 一 16mzct| 贡 (pay*p2y’)tr (pyapl7z) 十 i (p1Y*p2Yy’ )tr (paypp1Yv) 
-tr (p2y*p2y” p1Yup1Yv) 一 tr (repay pupr) }. (81.4) 


对 于 非 极 化 电子 的 散射 不管 其 散射 后 的 极 化 ), 我 们 必须 取 所 有 密度 逢 
阵 为 p 二 荆 Op 十 由) 并 将 结果 乘 以 2x 2 = 4 (对 两 个 初 态 电 子 的 极 化 平均 并 
对 两 个 终 态 电 子 求 和 ), 散射 截面 由 (64.23) 式 给 出 , 在 该 式 中 由 (64.158) 得 到 
7 二 人 4m*). 我 们 可 以 写 出 


f(t,u) = 3 一 tr [(7p2 + m)y* (yp2 + m)Y’ ltr [ypi + mY YPp1 + m)Yyv), 


g(0) = 一 -tr [OP + mm) pa + my vp + m)y (ops + m) 
(81.5) 


在 f(t,w) 中 , 先 计算 阵 迹 (用 (22.9) 和 (22.10) 式 ), 然后 对 jy, v 求 和 ;名 而 在 
g(t,4) 中 则 先 对 jy,v 求 和 (利用 (22.6) 式 ). 结果 为 


f(b 0) = SIpip2)? + (piph)* + 2m?(m? — p1ph)], 
g(t) = (pipa — 2m?)(p1p2) 


或 者 , 采用 不 变量 (81.2)， 











f(t,u) = = + dm2(t -中 

a (81.6) 
S 
gbu) = g(t) = (3—m) (3—3m?). 
因此 , 截面 为 

4nxm2dt 1 Ts2 十 2 | 

do = 2 | + 4m’(t—m’) 
* 坟 = 0 + 4m?(u—m?)| 十 二 (3 —m?) (3 -am 上 (81.7) 


@ 为 以 后 引用 给 出 如 下 公式 ; 


1/4 tr (ypi + m)yt (yp2 + m)y” = 9g (m? — p1p2) + pipY + pIpS. 
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其 中 re = e2 /mn. 
在 质心 系 中 , 我 们 有 


0 0 
S 一 4E2， 大 全 —4p” sin? 7 以 二 一 4 cos? 9) 
(81.8) 


p? 
一 dt = 一 2p2d cosb = 元 do， 


其 中 |p| 与 为 电子 的 动量 与 能 量 的 大 小 , 它们 在 散射 中 保持 不 变 , 而 b 为 散 
射 角 . 在 非 相 对 论 情 形 (e srm), 号 我 们 得 到 截面 为 


4dt 
二 (E+ 1 二 





22 \t2 ww tu 
el 1 1 
mw? sin4 2 | COS4 sin2 2 
2 2 2 2 


do ( 非 相 对 论 )， (81.9) 


其 中 wv = 2p/m 为 电子 的 相对 速度 , 与 非 相 对 论 理论 一 致 ( 见 第 三 卷 8137). 在 
任意 速度 的 一 般 情形 , (81.7) 式 作 代 换 (81.8) 后 不 难得 到 如 下 公式 


2(e2 + D2)2 4 3 p? 2 4 
pe PR, A a 4 I A A Se | 
ee 4p4e? EE 0 sin’0 (a 十 7) ( sin? 5 oy 


(Ch. Maller, 1932). 在 极端 相对 论 情形 (p? = s2)， 
2 2 2 
do = 3 - do (极端 相对 论 ) (81.11) 


在 实验 室 系 ,一 个 电子 (比如 电子 2) 碰撞 前 静止 , 截面 可 通过 如 下 量 表示 


_ Cn 


my? sin40 





ge1—E! es 
A= + 到 二 一 ， (81.12) 


这 是 入 射电 子 (电子 1) 传递 给 电子 2 的 能 量 (以 m 为 单位 ).@ 不 变量 为 


4 一 2m(m 十 £1), ve 一 27p24， 
(81.13) 
4 = —2m(e1 一 720 一 ?024). 
将 这 些 表 示 式 代入 (81.7) 式 , 对 于 在 快速 初始 电子 的 散射 中 产生 的 次 级 电子 
(所 谓 的 6 电子 ) 的 能 量 分 布 给 出 如 下 公式 : 
» dA { QO-Y 27+2y~1 Pe 
lr + 中 


包 假设 速度 v 较 小 (v 和 1), 但 仍 满足 微 扰 论 适 用 的 条 件 : ez/u(= e2/ 知 ) < 1， 
对 弹性 碰撞 ,不 同 参 考 系 中 的 运动 学 关系 在 第 二 卷 813 中 已 经 给 出 . 





do = 2rr (81,14) 
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其 中 y=ei/m. 量 mA 与 m(y 一 1 A) 分 别 为 两 个 电子 磁 撞 后 的 动能 ep 
电子 的 全 同性 在 这 里 表现 为 此 公式 对 这 些 量 的 对 称 性 . 假如 “ 反 冲 电子 ” 
定 为 较 小 能 量 的 电子 , 4 取 值 从 0 到 ;0 1). 当 4 小 时 , (81.14) 式 变 成 


2 dA 2rr2d4 
do = 2 - 2 A<7y-1. (81.15) 
这 个 公式 假如 用 人 射电 子 的 速度 (w = |pil/e1) 表示 , 在 非 相 对 论 情形 保持 相 
同形 式 . 因此 , 其 形式 自然 与 非 相 对 论 理论 (参见 第 三 卷 (148.17)) 给 出 的 结果 


相同 . 





现在 我 们 来 研究 正 电 子 被 电子 的 散射 (H. J. Bhabha, 1936). 这 是 电子 - 电 
子 散 射 普遍 反应 的 另 一 个 交叉 道 . 如 果 p_, p+ 为 电子 与 正 电 子 的 初始 动量 ， 
而 p“, 24 为 它们 的 终 态 动量 , 那么 从 一 个 情形 变 到 另 一 个 情形 可 通过 如 下 代 
换 完成 
Di 一 -ph pa 一 2-， 11 一 一 pH，22 一 2 
运动 学 不 变量 (81.2) 变 为 
s=(p- —p4), t= (p+ —p4), = (p- —p+) (81.16) 


如 果 ee 散射 是 s 道 , 那么 ee 散射 就 是 反应 的 wv 道 . 用 s, t 和 ww 表示 的 散射 振 
幅 的 平方 与 前 面相 同 ; 在 (81.5) 的 分 母 中 , 应 该 作 代 换 s 一 4. 这 样 , 正 电 子 被 
一 个 电子 散射 的 截面 为 ( 代 蔡 (81.7) 式 ): 
477722dt 1 [s+ 
do = 和 | ee 十 47mn02(t 一 ma) 
2 2 
元- + dm?2(u — ma 十 (5 m?) (3 a sm) | (81.17) 


在 质心 系 中 , 不 变量 s, t, 4 和 (81.8) 式 的 区 别 只 是 将 s 与 wv 交换 : 





5 一 一 4D2 cos’ 。 t = ~—4p’ sin’ 4 vu = de*. (81.18) 
在 非 相对 论 极 限 , (81.17) 式 化 为 卢 瑟 福 公 式 : 
e2 \ 
Be ( 京 ) a 而 ( 非 相对 论 ) (81.19) 


其 中 vw = 2p/m. 它 来 自 (81.17) 式 括号 里 的 第 一 项 , 源 于 “散射 ”型 的 图 ( 见 
873). “淹没 ”图 ((81.17) 式 的 第 二 项 ) 以 及 它 与 散射 图 的 干涉 (第 三 项 ) 的 贡 
献 在 非 相 对 论 极限 趋 于 零 . 巴 


® 关于 散射 振幅 中 散射 项 和 淹没 项 如 何 过 渡 到 非 相 对 论 极限 见 (83.4) 和 (83.20) 
式 . 淹没 项 包含 一 个 因子 1/c2, 因此 趋 于 零 ， 
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在 任意 速度 的 一 般 情形 , (81.17) 式 中 所 有 三 项 贡献 有 相同 的 数量 级 ; 其 
中 第 一 项 仅 在 小 角度 占 主 导 , 由 于 其 中 有 因子 t-? cx sin-4 5 在 引入 类 似 的 
项 后 , 可 以 将 正 电 子 被 电子 的 散射 截面 (在 质心 系 中 ) 写成 如 下 形式 
rm? 「(s2 十 2D2)? 1 8e4 — m4 1 
人 216 { 2p2 sins(0/2) pe? sin*(0/2) 


l2e4 +mt 4p2(e2 十 Dp2) .20 4p4 .,.0 
i 3 + a sin 20: (81.20) 











对 9 xx 一 9 的 对 称 性 对 于 全 同 粒子 散射 是 很 典型 的 , 但 在 正 电子 被 电 
子 的 散射 中 自然 是 没有 的 . 在 极端 相对 论 极 限 , 公式 (81.20) 与 电子 -电子 散 
射 截面 的 区 别 只 是 因子 cos ;0: 


doez 一 cos4 Sdooe ( 极 问 相 对 论 ). (81.21) 


在 实验 室 系 中 , 一 个 粒子 (例如 电子 ) 在 碰撞 前 是 静止 的 , 我 们 仍 定 义 


一 一 - f 一 一 
pe E+ 一 Et 三 se (81.22) 
m m 


即 等 于 正 电 子 传 给 电子 的 能 量 . 如 在 (81.13) 中 一 样 , 我 们 现在 有 
5 一 一 2m(c+ ~-m—mA), t=—2m:A, vu=2m(m+er). 


将 这 些 表示 式 代 入 (81.17) 式 , 作 简 单 的 变换 后 , 不 难 对 次 级 电子 的 能 量 分 布 
得 到 如 下 公式 : 
2 dA [7 2y+4y+11 
“Ay 人 {和 ”y+1 4 
3? 十 67 十 4 27 1 2 
(yD Or t+ G+ } 

其 中 Y= e+/m; 4 从 0 变 到 一 1. 当 A < 安 Y 一 1 时, (81.23) 式 导 致 与 电子 散 
射 同样 的 公式 (81.15). 

在 电子 或 正 电子 散射 中 的 极 化 效应 用 8$65 给 出 的 普遍 方法 计算 . 除了 几 
个 特殊 情形 外 , 所 得 公式 一 般 是 很 长 的 . 这 里 我 们 仅 作 某 些 评论 .Q 

在 所 考虑 的 ( 微 扰 论 第 一 个 非 零 近似 ) 近似 中 , 截面 不 包含 初 态 或 终 态 粒 
子 极 化 矢量 的 线性 项 . 如 同 非 相 对 论 理 论 (第 三 卷 8140) 一 样 , 这 样 的 项 由 于 
要 求 散 射 矩 阵 是 厄 米 的 而 被 禁 戒 . 因此 , 如 果 只 有 一 个 碰撞 粒子 是 极 化 的 , 那 
么 散射 截面 不 变 ; 而 未 极 化 粒子 也 不 会 由 于 散射 而 变 成 极 化 的 . 


Q 进一步 的 细节 见 W. H. McMaster, Reviews of Modern Physics 33, 8, 1961., 


do = 2n7 





(81.23) 
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同样 的 要 求 还 禁 戒 了 在 截面 中 出 现 参加 过 程 的 粒子 ( 初 或 终 ) 三 个 极 化 
乘积 的 关联 项 . 然而 , 截面 确实 包含 二 重 和 四 重 的 关联 项 . 在 不 同 粒 子 (电子 与 
正 电子 , 电子 与 人 粒子 ) 的 散射 中 , 这 些 项 在 非 相对 论 极 限 由 于 没有 目 旋 轨道 
相互 作用 而 消失 了 . 然而 , 在 相同 粒子 的 散射 中 , 由 于 交换 效应 , 即使 在 非 相对 
论 极 限 也 有 关联 项 . 


习 是 


1. 求 非 相对 论 极 限 下 极 化 电子 的 散射 截面 ， 

解 : 在 非 相 对 论 极限 , 在 标准 表示 中 双 旋 量 振幅 有 两 个 分 量 , 密度 矩阵 为 
两 列 矩 阵 (29.20). 在 散射 振幅 (81.3) 中 , 只 有 j=v=0 的 项 是 非 零 的 , 它 包 
含 的 矩阵 ?0 是 对 角 的 (在 标准 表示 中 ). 代替 (81.4), 我 们 有 


1 1 
>》 [Mril? = 16r2e4 . ms{ ( 计 十 到 tr(l+o.6¢)tr(l+o .62) 


polar 
-tr (上 十 a:6GUUL 十， 二 


1 1 1 
一 16r2e4 .47np4 .4 去 + 栅 - E(t 6) ) 


求 和 对 终 态 电子 的 极 化 进行 . 因此 , 散射 截面 为 


sin20 


和 人 
1 ( 1 十 3cos26 


Ge 
其 中 0 为 质心 系 中 的 散射 角 , dao 为 非 极 化 粒子 的 散射 截面 (81.9)， 对 完全 
极 化 的 电子 , 此 公式 与 第 三 卷 8137 习题 的 结果 相同 , 其 中 | 人 | = |6z| = 1 
Cl C2 二 cosQ, Q 为 电子 极 化 方向 间 的 夹 角 . 

对 于 正 电 子 被 电子 的 散射 , 在 此 近似 下 与 极 化 没有 关系 (do = doo); 这 容 
易 从 在 非 相 对 论 极 限 , 在 电子 和 正 电 子 振 幅 ww 与 w_p 中 不 同 对 的 分 量 非 零 
看 出 . 

2. 在 非 相 对 论 情形 , 求 非 极 化 束 被 极 化 靶 散 射 中 散射 电子 的 极 化 . 

解 : 我 们 可 以 计算 对 给 定 初始 极 化 C2 与 探测 的 终 态 极 化 6 的 散射 截面 ; 
只 测 一 个 终 态 电子 的 极 化 . 采用 习题 1 同样 的 方法 , 我 们 求 出 
2cosbl(l — cos0) 


1 ， 
do : 人 30 


因此 , 散射 电子 的 极 化 矢量 为 


2cosb(1 — cos0) 


(f) _ _ 
1 二 一 6 1 十 3cos20 
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3. 在 非 相 对 论 情形 , 求 一 个 完全 极 化 电子 被 非 极 化 电子 散射 的 自 旋 反 转 


概率 . 
解 : 我 们 类 似 地 求 出 给 定 极 化 和 与 Ci 的 截面 : 
_1 ; 2c0os0(1 + cos0) 
de i: + 0 1 十 3cos20 


取 61 61 = 一 1 于 是 就 求 出 自 旋 反 转 的 概率 ; 


do (1—cos0)’ 
doo 2(1+3cos?0) 


4. 求 在 极端 相对 论 情形 下 , 平行 自 旋 与 反 平 行 自 旋 的 螺旋 性 电子 散射 截 


面 之 比 . 
解 : 按照 (29.22) 式 , 在 (81.4) 式 中 我 们 必须 取 


1 | 
pi = 3(YP1)(1 一 2Xi7)， pz = 2 (YP2)(1 一 2X27”)， 
1 1 
= 7?pP1， p2= 57p2 
1 要 
其 中 和 ,和 2 = 十 3. 阵 迹 可 用 822 给 出 的 公式 计算 , 特别 是 ， 


好 [7 (ya)Y* (Yb)Y "Jtr ty (Ye) yp (7d) yy] 
= i?(er raba)(eourve"d") = 2(626* 一 586)aobxccdr = 2(ac)(bd) — 2(ad)(be). 


结果 为 
do S2 十 UV s++t2 282 一 UV2 s2-12 258?2 
se 4 |. 
a ( m+ mt 全 本 Na (TB Bt + 人 


由 于 (在 质心 系 中 ) 碰 擅 电子 的 动量 是 方向 相反 的 ; 反 平 行 自 旋 对 应 于 相 
同 螺 旋 性 情形 (A1 = 和 A2), 而 平行 自 旋 对 应 于 相反 螺旋 性 情形 (和 1 = 一 Ao). 由 
(81.8) 代入 s,t,u ( 且 p? 心 62) 我们 求 出 所 要 求 的 截面 比 : 


dort 


人 二 (1 十 6cos "0 十 cos4 0). (1) 


0 5 时 , 取 其 极 小 什 ~ 
5. 同 习 题 4, 但 换 成 正 电 子 被 电子 散射 的 情形 . 
解 : 在 此 情形 代替 (81.4), 我 们 必须 计算 ， 


1 
Mi 一 16nzct| 车 (p_ yp_Y )tr (pr Yup yy) 


1 
-tr (py Pp Y p+Yp4YN) 十 … | 
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其 余 项 由 交换 p+ 与 六 得 到 . 密度 矩阵 为 


1 1 
p- = 了 (Xp-)(1 2A), p+ = a30p+)(1+2Ary), 


,1 人 














do s+u s+ 2 s2—u st 29292 
=—— ( 1 十 2 十 从 一 4 和 ATA- 2 十 2 十 襄 ) 
于 是 , 我 们 求 出 与 习题 4 同样 的 截面 比 . 

6. 求 风 子 被 电子 散射 的 截面 . 

解 : 这 个 过 程 用 图 (73.17) 描述 . 代替 (81.5) 式 , 我 们 有 


Te4dt 4re4dt 


和 


(pepy)? — m2 ft, u), (1) 


1 
f(t,u) = Tor [yp + PY (ypy + Hp)Y’ tr [(yps + m)ya (ype + Mm) 

pe Pp 与 De, Pi, 为 电子 与 儿子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动 量 ,m, jp 为 它们 的 质量 . 
不 变量 为 

5 二 (pe + pu)? > m2? 十 1 二 2pepy, 

t = (pe 一 由) = 2(m? — peps) = 2(p2 — ppp,,), 

u= (pe—ph) = m+ ~ 2peph, 

s +t+u=2(m+ .2). 
计算 结果 为 

2 1 
f= 2 {pene) (pep,)” FE 3m 本 At] 

1 
12 
公式 (1) 与 (2) 给 出 了 问题 的 解 . 在 质心 系 ， 


< 一 一 
一 一 





全 t+ (m? +p)(2—m? — 上 (2) 


e4do 
8(ee 十 ss)2p4sin4(012) 
Xx|(eeeu 十 也 2? 十 (EeEj 十 2D2 cos 0)? 一 2(m? 十 12)p? sin* (8/2)], 
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其 中 do 二 2nsin0d0; ee, en 为 电子 与 儿子 的 能 量 ; p= 二 ef 一 2 二 好 一 2. 如 
果 22 入 12, 我 们 就 回 到 对 固定 库仑 力 心 的 散射 公式 (80.9). 在 极端 相对 论 情 
形 (2 > 17), 
es 1+coss(0/2) 
8p? sine(0/2) 
在 实验 室 系 (在 此 系 中 电子 在 碰撞 前 是 静止 的 )， 


e2\” dA A mm 
do = 27 (号 (1- 才 - 2e2 
其 中 ej 为 入 射 子 的 能 量 , Vj = pp/ep 为 其 速度 ;mA 二 eA 一 m= 二 ej 一 Eh 为 
反 冲 电子 的 能 量 ; 而 





/| 
YY m+ p+ 2me, 
为 A 的 最 大 值 . 
7. 求 在 极端 相对 论 情形 下 (sr 渤 几 Ee 污 m), 平行 自 旋 与 反 平行 自 旋 的 
螺旋 性 电子 和 内 子 互相 散射 的 截面 比 . 
解 : 由 和 习题 4 同样 方法 , 我 们 求 出 
do 0 
| 一 COs 
其 中 0 为 质心 系 中 的 散射 角 . 
8. 求 一 个 电子 对 变 成 儿子 对 的 截面 (B. B. Bepecremrkuit, YI. FI. IIowep- 
aHuyx, 1955)， 


解 : 这 是 je 散射 所 属 反应 的 另 一 个 交叉 道 . 在 这 个 道 ， 
$C 二 (pe 一 五 ,)”， t= (pe 一 五 六 v= (pe 一 po) 
其 中 pe, DP。 为 电子 与 正 电子 的 四 维 动量 , 而 Pi 万 ,为 风 子 与 反 风 子 的 四 维 动 
量 . 有 反应 阅 对 应 于 电子 对 (在 质心 系 中 ) 的 能 量 2j, 所 以 我 们 必须 有 > 412. 
在 实验 室 系 , 电子 在 碰撞 前 是 静止 的 并 且 正 电子 有 能 量 e+， 
t= 2m(e+ +m) ST 2me, 

因此 我 们 必须 有 el > ei, 其 中 间 能 为 ej = 2j2/m; 这 里 及 以 后 都 作 了 不 等 式 
请 六 人 所 容许 的 所 有 近似 ， 

微分 截面 (代替 习题 6 的 公式 (1)(2)) 为 


4re4das ds 「82 十 22 
d a 4 
o (am f(t,u) ~ 4re 一 到 二 


忆 解 此 问题 的 另 一 方法 在 $144 的 末尾 给 出 . 


+2p2t— yp a 
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对 给 定 的 t, 量 s 取 值 在 由 方程 su 心 M4 和 ss 十 t 十 以 守 212 确定 的 上 下 限 之 间 ， 


印 
t I t 1 
Wa- 3Vit-4) sp -+aV (t — 4p2). 
作 一 个 初等 积分 给 出 
4r 2m’ gp 2p2 和 
Qe 1 等 (+ 佐 人 (1) 
在 实验 室 系 中 ,t = 2me+. 这 个 公式 在 阅 的 邻 域 不 成 立 : 当 e+ 一 Et ~ He4 时 ， 
形成 的 1 子 不 能 看 成 是 自 由 粒子 ; 考虑 它们 之 间 的 库 仓 相互 作用 ， 当 局 十 过 
时 截面 并 不 趋 于 零 而 趋 于 一 个 恒定 值 ( 见 第 三 卷 8147). 
截面 (1) 在 e+ = 二 1.7et 时 有 最 大 值 . 其 最 大 值 大 约 比 同样 能 量 的 两 个 光子 
淫 没 的 蕉 面 小 20 倍 . 


882 快速 粒子 的 电离 损失 


考虑 一 个 快 的 相对 论 粒子 和 一 个 原子 的 碰撞 , 并 伴随 有 原子 的 激发 和 电 
离 . 这 样 的 非 弹 性 碰撞 的 非 相 对 论 情形 已 经 在 第 三 着 8148-8150 中 讨论 过 了 ; 
这 里 我 们 将 推导 第 三 卷 得 到 的 公式 的 相对 论 推广 (H. A. Bethe, 1933). 

假设 入 射 到 原子 的 粒子 的 速度 与 原子 内 电子 的 速度 相 比 是 很 大 的 ; 于 是 
我 们 总 假设 Za < 1, 即 原子 序数 很 小 . 这 个 条 件 保 证 了 玻 恩 近似 可 以 应 用 于 
所 考虑 的 过 程 . 问题 的 解 某 种 程度 上 依赖 于 快速 粒子 是 轻 的 (电子 或 正 电 子 ) 
还 是 重 的 (介子 , 质子 , a 粒子, 等 等 ), 后 一 情形 较为 简单 , 我 们 将 在 这 里 研究 . 

设 p= (e,p) 与 p' = (e',p') 分 别 为 实验 室 系 中 快速 粒子 的 初 态 与 终 态 动 
量 , 在 此 坐标 系 中 原子 在 碰撞 前 是 静止 的 ; 差 g = yp' 一 p 给 出 粒子 给 原子 的 能 
量 与 动量 转移 . 可 能 的 动量 转移 范围 可 以 分 为 两 个 部 分 : 


q” Q? 
-一 mm 1) -一 i 82.1 
(D m <m, (LD m tk ( ) 


其 中 m 为 电子 质量 而 I 为 原子 的 平均 能 量 , 即 其 电离 势 . 这 两 部 分 在 了 < 
q2/m < m 时 重合; 这 使 得 两 部 分 分 别 的 结果 得 以 精确 的 连接 . 该 两 部 分 范围 
的 动量 转移 可 分 别 说 成 是 小 动量 转移 与 大 动量 转移 . 


小 动量 转移 


在 此 范围 , 初 态 与 终 态 原子 的 电子 都 可 以 看 成 是 非 相 对 论 的 . 这 个 过 程 
的 振幅 为 
MI®) = eh (~—q) Typ(q) Drv(q), (82.2) 
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其 中 .Jo 为 原子 从 初 态 (0) 到 终 态 (n) 的 四 维 跃迁 流 , 而 1, 为 快 粒子 的 四 
维 跃 迁 流 ; 此 处 的 这 些 流 代替 了 zywu, 它 会 出 现在 例如 两 个 “基本 ”粒子 (如 
(73.17) 式 中 的 电子 与 4 子 ) 的 散射 振幅 中 ; 可 比较 (139.3) 式 . 跃迁 流 在 动量 
表象 中 表示 (参见 (43.11)). 在 实验 室 系 中 这 个 过 程 的 截面 为 
2 d37/ 


有 (n) me 
don, = 2n6(e E wn0) Mh 2ip| 2e’(27)3° 





(82.3) 


其 中 wno = Bn 一 Bo 为 原子 两 个 态 之 间 的 姥 迁 频率 . 终 态 既 可 以 属于 离散 谱 也 
可 以 属于 连续 谱 , 分 别 对 应 于 原子 的 激发 和 电离 情形 . 在 能 量 守 恒 (由 (82.3) 
式 中 的 8 函数 表示 ) 方程 中 , 原子 的 反 冲 能 量 可 以 忽略 ; 这 对 于 小 动量 转移 肯 
定 是 允许 的 . 

这 里 光子 传播 子 可 方便 地 在 规范 (76.14) 中 表示 , 这 时 只 有 其 空间 分 量 是 
非 零 的 : 

Dik(9) = 0 (su 人 、 (82.4) 

于 是 , 在 (82.2) 中 类 似 地 也 只 需要 暑 迁 流 的 空间 分 量 . 

原子 的 牙 迁 流 Jno(q) 在 这 里 为 通常 的 非 相 对 论 表 示 的 健 里 叶 分 量 : 





Jro(g) = 去 "(Wov 如 一 起 vo) (82.5) 


其 中 加 与 加 为 原子 波 函 数 ; 为 简洁 计 , 以 后 对 原子 中 电子 的 求 和 号 略 去 不 
写 , 即 公式 的 写法 好 像 原 子 中 只 有 一 个 电子 . 对 第 一 项 分 部 积分 , 我 们 可 以 将 
此 表示 式 重 写 为 矩阵 元 : 


1 , 
Jno(q) = 3(ve +e 7V)n0， (82.6) 


其 中 w= 一 (i/m)V 为 电子 的 速度 算 符 . 
由 于 散射 粒子 的 动量 损失 是 相对 小 的 (lgq| < |p|), 这 个 粒子 的 嫉 迁 流 可 
以 简单 地 换 成 为 对 角 元 : 
.Jp(0) = 2p2, (82.7) 


对 应 于 经 典 的 直线 运动 (参见 (99.5)); 包含 一 个 因子 z 是 考虑 粒子 电荷 ze 电 
子 电 荷 e 的 可 能 差别 . 

因为 g 是 小 的 , 粒子 的 偏转 角 3 也 是 小 的 . g 的 纵向 与 横向 分 量 (相对 于 
PD) 分 别 为 : 


d w 
-ql ~ Tn0 = ,gL ~ plo, (82.8) 


因此 , gp OS 一 ewno. 


. 326 ， 第 九 章 电子 的 相互 作用 


将 (82.4) 一 (82.8) 代入 (82.2), 并 考虑 到 w = wno 就 得 出 : 


4nxze? 
MI = (nl (a ve er toinrg.w) + (p. vee + eerp.w)l0). 


在 第 一 项 中 , 由 于 _ 

q .他 | 十 jg. 省 = 2if, 
其 中 f = e-i97 ( 见 第 三 卷 8149), 这 个 算 符 的 矩阵 元 为 2i( 站 wo = 2wnofno. 在 
第 二 项 中 , 因为 g 是 小 量 , e-i97 可 取 为 1. 于 是 


8Tze? 


M > = -et{e(e ®")no 一 ip: rnowno}. 
模 平方 为 
64rr2(ze2)? 三 本 
Me = tele iar)nol2 十 2(g -rno)(p -rno)ewno + (pTn0)2w20}: 


(82.9) 
这 里 , 在 第 二 项 , 我 们 已 取 ei9"7 必 ~ 1 一 ig 7, 但 在 第 一 项 中 不 能 这 样 做 , 其 原 
因 将 在 下 面 第 三 个 脚注 中 解释 . 
快速 粒子 在 与 原子 的 非 弹 性 碰撞 中 的 能 量 损失 为 包 


1 n 
x =》、 / wnodon = TE-a > / wno| Mi do’, (82.10) 


其 中 求 和 对 原子 所 有 可 能 的 终 态 进行 , 而 积分 对 散射 粒子 的 方向 进行 ; 这 个 量 
将 称 为 有 效 滞 阻 (x/s 为 熟知 的 能 量 损失 截面 ). 

(82.10) 式 中 的 积分 可 以 分 两 步 完 成 ,第 一 步 对 p’ 相对 于 p 方 向 的 极 角 求 
平均 , 然后 对 do' = 2x9d9 积分 , 其 中 3 为 小 散射 角 . 第 一 步 作 了 如 下 改变 


Wno0 
d Tn0 一 全 Zn0 = Tn0: 


其 中 zno 为 原子 电子 的 一 个 笛 卡 儿 坐 标的 矩阵 元 多. 对 dy 的 积分 可 以 用 对 
q? 积分 代替 , 因为 


2 


2 
Ww 
-0 =i0+t -wnt+ +p = + p292, (82.11) 


因此 29d3 = dlga2?|/p2，M 为 快速 粒子 的 质量 . 
x = tmleep Df {eer)ooh a wakenof 
@ 这 通常 称 为 电离 损失 , 尽管 它们 来 自 原子 的 激发 和 电离 . 


@ 哪个 坐标 是 无 所 谓 的 : 在 对 终 态 原子 角 动 量 方向 求 和 后 , 矩阵 元 就 与 > 轴 的 方 
向 无 关 了 . 





M? 11| dle’| 
es 站 2.1 
p? Fr | |g2|? Be 








882 快速 粒子 的 电离 损失 . 327 . 
对 92 的 积分 下 限 为 : 
2 
Iq?|min = ——w20. (82.13) 
我 们 取 一 个 |q2|i 值 作 为 积分 的 上 限 , 使 得 
I< 0 mm (82.14) 


于 是 , 它 处 于 范围 I 和 范围 I 人 (82.1). 
(82.12) 式 中 的 积分 和 求 和 采用 与 第 三 卷 8149 对 非 相 对 论 情形 同样 的 方 
法 进行 . 整个 积分 范围 分 成 两 部 分 : (a) 从 |q*|min 到 lg2lo; (b) 从 lo2lo 到 |g2|1， 
其 中 |q*lo 的 取 值 使 得 
六 < Vlalo < ma, (82.15) 


右边 的 量 ma 为 原子 电子 动量 的 数量 级 ， 在 范围 (a) 我 们 可 以 取 erig7 % 
1 一 ig…7, 这 部 分 对 x 的 贡献 为 


M? 1 
soy Df 人 zwWno| Zno| 2D2 wolenoP dl 
人 
0. | Swnolenol? E 和 -| 
Wnog 


其 中 第 二 项 的 积分 可 以 扩展 到 无 穷 大 . 
求 和 则 利用 如 下 公式 进行 


Z 
》 wnolznol? 一 9 (82.16) 


其 中 2 为 原子 中 的 电子 数 ; 见 第 三 卷 (149.10). 结果 可 写成 


a E a -| (82.17) 
其 中 了 为 原子 的 平均 能 量 , 定义 为 
> wno|zno| ln wno 
In7 = 一 一 ”一 > Donolenol In wno. (82.18) 


D> wnolznol? 
nn 


在 范围 (b), (82.11) 式 表 明 |q?| s p292, 也 就 是 说 , |q?| 与 原子 的 特定 终 态 
行 . 在 第 一 项 , 求 和 利用 下 式 进 行 


二 Z 
2 |(e 7)no| uno = ppd (82.19) 
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( 见 第 三 卷 (149.5)), 并 且 积 分 为 @ 
2r2ZF(ze ”| 和: 
mo go2lo 
(82.12) 式 中 第 二 项 对 这 个 范围 的 积分 对 x 的 贡献 可 以 忽略 . 
将 最 后 的 式 子 加 到 (82.17) 中 , 我 们 求 出 整个 小 动量 转移 范围 对 x 的 页 
献 为 








AF 232 2 2 
一 in es 到 2 | (82.20) 
大 动量 转移 

现在 我 们 来 考虑 动量 转移 比 原子 电子 动量 大 得 多 (gq? >> m7 了 ) 的 碰撞 . 很 
明显 , 这 时 我 们 可 以 忽略 原子 对 电子 的 束缚 , 而 将 它们 看 成 是 自由 的 . 因此 , 快 
速 粒子 与 原子 的 碰撞 可 处 理 成 与 Z 个 原子 电子 的 弹性 碰撞 . 由 于 粒子 高 速 , 原 
子 电子 可 假设 原来 是 静止 的 . 

设 mA4 为 快速 粒子 转移 给 原子 电子 的 能 量 , doa 为 以 这 个 能 量 转移 作 弹 
性 散射 的 截面 . 于 是 , 整个 原子 的 微分 有 效 滞 阻 为 


dx = ZmAdoa. (82.21) 


由 一 个 质量 为 M 六 mm 的 粒子 的 撞击 能 够 转移 给 一 个 静止 电子 的 最 大 能 量 为 
2mp? 2mp? 


/dd 


m+ M+2me MM?+2me’ 


其 中 与 p 为 人 射 粒子 的 能 量 与 动量 ; 见 第 二 卷 (13.13). 我 们 还 假设 能 量 e 尽 
管 是 极端 相对 论 的 (e > m), 仍然 使 得 


PA 全 一 


a (82.22) 
m 
因此 即使 最 大 能 量 转 移 
mAmax 包 2mp = 2my2y’, (82.23) 








M? Ly 1— v2 


与 人 射 粒子 的 初始 动能 相 比 也 是 小 的 (mAmsx 和 <- M). 相应 地 , 动量 转移 9 
与 粒子 的 初始 动量 p 相 比 也 总 是 小 的 . 这 使 得 我 们 可 以 将 粒子 的 运动 看 成 没 
有 因 磁 撞 而 改变 , 也 就 是 说 , 粒子 本 身 看 成 有 无 穷 大 质量 . 于 是 散射 截面 简单 


@ 此 积分 在 上 限 的 对 数 发 散 正 是 (82.12) 式 的 第 一 项 中 的 e-i9"7 不 能 展开 为 9 的 
级 数 的 原因 . 
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地 通过 将 对 固定 中 心 电 子 散射 截面 (80.7) 变换 到 实验 室 系 就 可 求 出 , 在 实验 
室 系 电子 初始 时 是 静止 的 . 这 是 容易 做 到 的 , 只 要 注意 到 , 在 所 采用 的 近似 下 ， 


他 ndlg? 
—g* ~ gq? = 4p’ sin? 了 do 一 Tl 


并 且 在 两 个 参考 系 中 相对 速度 为 v. (80.7) 式 变 成 
go = M2e ) (1 | ) dlq”| 


v2 4m272 /|g2|2 
能 量 转移 4 用 相同 的 不 变量 q? 表示 : -92 = 2m?A, 并 因此 包 


2n(ze”)? »。 A YdA 
doaA 一 a ( 一 六 2 5 (82.24) 





这 个 范围 的 动量 转移 对 有 效 灌 阻 的 贡献 可 通过 对 (82.21) 从 上 面 定 义 的 
下 限 jg 到 |g?|max = 2m?Amex 的 积分 求 出 . 结果 为 


2r(ze2)2G 2 Amaxm? 2 
mv? lai 








(82.25) 
最 后 , 将 (82.20) 和 (82.25) 相 加 , 我 们 得 到 快速 重 粒 子 的 总 电离 损失 为 ( 通 
常 单位 ) 
A477 2\2 9 2 2 


在 非 相 对 论 情形 , 回 到 了 第 三 卷 (150.10) 式 : 





_ 4n2(ze?)? , 2mv? 








0 (82.27) 
而 在 极端 相对 论 情形 
_ 4n2(ze’*)’ 2mce? 
Mt 一 pp 名 TU 二 好 /cz) 一 1) 。 (82.28) 


带 阻 仅 依赖 于 快速 粒子 的 速度 , 而 与 其 质量 无 关 . 随 着 速度 增加 , 滞 阻 减 小 
(82.27), 而 在 极端 相对 论 情形 则 变 为 缓慢 (对 数 ) 地 增长 . 


QD 当然 , 当 重 粒子 为 强 子 时 , 这 个 表示 没有 考虑 强 相互 作用 的 特殊 效应 .然而 这 种 
效应 (对 应 于 强 子 的 形状 因子 ) 仅 当 jq?| x 1/M? 时 才 是 重要 的 , 而 这 样 大 的 动量 转移 被 
条 件 (82.22) 排除 了 . 
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习 题 


1. 求 相对 论 性 电子 的 有 效 滞 阻 

解 : 小 动量 转移 范围 的 贡献 仍 由 (82.20) 式 给 出 ,对 大 动量 转移 , (82.24) 式 
必须 换 成 (81.14) 式 , 此 式 包 括 交 换 效 应 , 对 dA 从 |g?|1/2m2? 到 = 1) 积分 
A.doa 并 加 到 (82.20) 式 中 , 我 们 得 到 


本 2n2e4 mF DOD ( 1 ) 上 1 (一 | ， 


my? 272 了 人 172 和 87Y? 





其 中 
y= (1— w/c) 2. 


在 非 相 对 论 情 形 , 我 们 得 到 在 第 三 卷 8149 的 习题 中 的 公式 , 而 在 极端 相对 论 
情形 (7 六 1) 则 有 








2rZe4 /{, mcty? 1 
“me ( 272 + 
2. 对 正 电 子 求解 习题 1 同样 问题 . 
解 : 对 大 动量 转移 范围 的 daoa, 必须 采用 (81.23) 式 , A 的 上 限 为 了 一 1. 在 
极端 相对 论 情 形 , 结果 为 








2nZe4 2m2c4 3 23 
me? 7? 12/° 


883 布雷 特 方程 


在 经 典 电动 力学 中 ,一 个 相互 作用 的 多 粒子 系统 可 以 用 仅 依 赖 于 粒子 坐 
标 与 速度 的 拉 格 朗 日 函数 描述 , 并 且 精 确 到 ~ 1/e? 级 (第 二 卷 865). 这 是 因为 
辐射 的 效应 只 以 1/ea 级 出 现 . 

在 量子 理论 中 , 这 对 应 于 用 包含 二 阶 项 的 苹 定 证 方程 描述 系统 的 可 能 性 . 
对 一 个 在 外 电磁 场 中 运动 的 电子 , 这 样 的 方程 已 经 在 833 中 推出 . 现在 我 们 将 
推出 一 个 类 似 的 方程 来 描述 相互 作用 的 粒子 系统 . 

我 们 从 两 个 粒子 散射 振幅 的 相对 论 表 示 开 始 . 在 非 相 对 论 近 似 中 , 这 变 
成 通常 的 玻 恩 振幅 , 它 和 两 个 电荷 静电 作用 的 傅 里 叶 分 量 成 正比 . 通过 计算 振 
幅 到 二 级 项 , 我 们 可 以 建立 相应 势 的 形式 , 并 考虑 到 ~ 1/e? 项 . 

我 们 先 假设 两 个 粒子 是 不 同 的 , 质量 分 别 为 mi 与 m2 (比如 一 个 电子 与 
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一 个 刀子 ). 于 是 这 个 散射 过 程 可 用 单一 的 费 曼 图 表示 ， 


相应 的 振幅 为 
Myi = E(u) Dp (9) (UY 2), gq=pi—p1=p2 ~p (83.1) 


(这 里 假设 电荷 有 相同 符号 . 如果 符号 不 同 , 则 ez 变 为 -e2). 
如 果 光 子 传播 子 Ds 不 采用 通常 的 规范 而 采用 库仑 规范 (76.12), (76.13)， 
那么 接 下 来 的 计算 就 变 得 相当 简单 :© 





4 4r qiqk 
Met 一 一 。 二 COCO 2 A . 8 2 
于 是 散射 振幅 为 
Mri = e {WY 1) (TY 2) Doo + (WY) (TY 2) Dar}. (83.3) 


如 果 和 忽略 所 有 包含 1/c 的 项 , 括 弧 中 的 第 二 项 就 将 消失 , 而 第 一 项 给 出 


Mii = —2m1 : m2 (ww) “0) (wk) +70) Ty (gq), (83.4) 
其 中 Wy 
ne 

U(q) = 下， (83.5) 


ww),.… 用 来 标记 在 823 中 所 定义 的 非 相 对 论 平面 波 的 (二 分 量 ) 旋 量 振 
幅 . 函数 UV(q) 为 库仑 相互 作用 势 U(r) = e2/Jr 的 傅 里 叶 分 量 , 

在 下 一 级 近似 (对 1/o, 自由 粒子 的 “ 薛 定 刘 ” 波 函数 pso， (用 积分 
sass 归 一 化 ) 满足 如 下 方 和 

人 2 ~ 
HOysen = (e 一 mc2)psch， FB(0) = 2 一 es 
其 中 包括 动能 的 相对 论 表 示 展 开 的 下 一 项 . 这 个 平面 波 的 ( 旋 量 ) 振幅 用 w 标 
记 , 它 在 1/c 一 0 时 趋 近 于 w(9). 所 求 的 散射 振幅 必须 用 这 些 振 幅 表 示 , 以 便 
从 其 形式 可 以 在 所 考虑 的 近似 下 确定 粒子 的 “ 苹 定 调 ” 相互 作 用 势 . 
@ 在 本 节 因 子 c 将 在 所 有 公式 中 写 出 ,而 因子 所 则 在 最 后 的 公式 中 写 出 . 


P= 一 iV， (83.6) 
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按照 (33.11) 式 , 自由 粒子 的 双 旋 量 振幅 % 可 以 以 足够 的 精确 性 用 “ 莅 定 
请 振幅 w 描述 : 


2 
1 王 Ww 
u = V2m 8m cc 
o-:p 


Ww 
2mc 
这 个 公式 给 出 





(83.7) 


一 /用 4 水 
UY Ul = Ul Ul 


pr pt /* 1 7 水 
1 8 2c2 WW1 WI 十 


TI .DO TI :pi)w 
a (0 -PA)(o pi) 


2 a 
d I'd XD1 
=2mwr 1 gma t+ am fw 
8m1c 4mic 

WYU = UT Ul 





= (1/cowr{o(o :pi1) + (0 pi)o}w 
= (1/c)wr {io x q+ 2p1 + q}wi. 


其 中 gq = pi 一 pi = pz 一 p9. 对 ( 码 y9wuz) 与 ( 码 Yuz) 的 相应 表示 与 此 公式 的 区 
别 只 是 下 标 1 换 成 2 且 q 换 成 一 qd. 


现在 我 们 将 这 些 公 式 代 人 (83.3). 由 于 乘积 (天 Yui)(zo7yua) 已 经 包含 因 
子 1/c 在 Di 的 分 母 中 可 以 忽略 w2/e2 项 . 因此 散射 振幅 为 


MP = 一 2m1 .27p2(WwT2 U (Pp1, p2, 9)W1w2), 


(83.8) 
其 中 


qd2 8mzc2 
_ pip 
mim2qg? 





1 1 1 (q .Pig * p2) 
_ /1.2 

U(p1, p2, q) = 4ne | 8m2c2 mim2g4 

irl'gxpl io gxp2 io2:qxp2 
4m?c2g? 2mim2c2g? 

io»:qxp1 (go1:9(02:9) 0:02 
TE 83.9 
2mi1m2c2g? NE 47m217722C2g2 4mim2c? | (839) 
泡 利和 矩阵 的 下 标 1 与 2 指明 其 作用 的 旋 量 指标 , cl 作用 于 wi, o2 作用 于 wo. 


函数 U(p1,p2,q) 为 动量 表象 中 的 粒子 相互 作用 算 符 . 与 坐标 表象 中 的 算 
符 让 ( 竣 ,Pz,7) 的 关系 为 





erm py par) tem ds, 


= (2x)°8(p1 + p2 — pi — po)U (pi1, p2, 9). (83.10) 
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如 果 算 符 疡 简单 地 是 一 个 函数 U(r)(r = mi 一 ma), 那么 (ppa,g) 就 和 Pi 与 
pz 无 关 , 公式 (83.10) 简化 为 通常 的 侍 里 叶 分 量 的 定义 : 


/ eg7rr(r)dsz = U(g). 
因此 , 很 明显 , 要 求 出 (A 冯 , Pz,7), 我 们 必须 计算 积分 
fe je 
pi, PpP2,4d (2m)3’ 
然后 将 算 符 pl 与 pa 换 成 二 = -ivVi Po = -iv 并 写 在 所 有 其 它 因子 的 


右边 . 
所 要 求 的 积分 可 通过 对 如 下 公式 微分 求 出 : 








;4Tr dsg 1 
人 三 二. 83.11 
| ” 至 (5 7 Be 
例如 , 对 它 取 梯 度 给 出 
gr 4rg dg 1 ir 
ig7 一 em EE 站 
/ e 7 iV-> 2 (83.12) 


再 如 , 对 常 矢 量 a 与 b, 我 们 有 


/2 der =- / 人 方太 


分 部 积分 后 , 得 到 的 积分 简化 为 (83.12) 式 , 因此 有 
/2 2 gj oo 到 (a A 
1 (@:r)(b.r) Bi 
-过 le |， 
最 后 ， 


4rtae .gb gl jor dg 1 
/Ye 9 (275 )5 一 一 人-V)D V)-. 


在 对 微 商 作 展 开 时 , 必须 记得 这 些 式 子 中 包含 8 函数 6(7). 为 了 将 其 分 离 出 
来 , 我 们 注意 到 , 在 对 > 的 方向 平均 后 ， 

a V)(b: V)- -ila DA- (a .b)8(7). 
现在 , 用 通常 的 方式 展开 微 商 , 我 们 求 出 


1 ge 9) or 一 三 {fe ‘5-3 Lk 二 本 ab8(r) (83.14) 
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在 对 7 的 方向 平均 后 , 第 一 项 消失 , 只 剩 下 5 函数 项 . 


U(Di, Po, 7) 


6 ne2h2 本 ) 
rr 2c2 训 Dv 











ee 7 (7 .Pi)p2 e2h 、 
29m1im2c2r Ee | p> 和 72 BE 47703C273 关 2D1 .GIF1 
ce2 三 e2 记 和 nm 
4m3c2r3 0 0 01} 
eh 01:02 a (91 Tr)(02:7) 8 
dmima2c? { rt oa (83.15) 


在 此 近似 下 , 两 粒子 系统 的 总 哈密 顿 量 为 
仑 = 犀 (0) + 0) 十 请， (83.16) 
其 中 育 (0) 为 自由 粒子 的 哈密 顿 量 (83.6). 
两 个 电子 


如 果 入 射 的 两 个 粒子 是 全 同 粒子 (两 个 电子 ), 那么 散射 振幅 包含 一 个 第 
二 项 , 它 用 “交换 ”图 表示 


然而 , 并 不 需要 计算 这 一 项 对 相互 作用 算 符 的 贡献 . 原因 是 用 苹 定 证 方程 描述 
全 同 粒 子 系 统 可 采用 类 似 于 非 全 同 粒 子 的 相互 作用 算 符 , 只 要 将 方程 的 解 对 
称 化 即 可 . 特别 是 , 对 粒子 散射 , 这 个 对 称 化 由 考虑 两 个 费 曼 图 对 振幅 的 贡献 
而 自动 进行 . 

于 是 , 两 电子 系统 的 哈密 顿 量 由 (83.15), (83.16) 式 简单 地 取 m1 = mo 得 
到 :外 


分 _ 工 ,<2 ， -2 ”54 十 总) 十 疗 ( 疝 食 
zm + p32) - sca (Pt + Be) + U(B, bz, "), 
2 2 D1 )D 
eh e ~ rr.(r.Ppi)p, 
UB, bz, 7) = ee ( 委 ) 8(7) — 2m2c2r (a i 4 ) 


Q@ 哈密 顿 量 为 (83.17) 的 波动 方程 首先 由 G. Breit (1929) 推出 的 ; 而 严格 的 量子 力 
学 推导 是 由 TT. I. JIagnay (1932) 给 出 的 . 
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2 
+ Sat-(01 +202) 7 x A+ (2 +201) .rx fo} 
1 /ehN” : 3(01:7)(g2 :7) 8T 

( 甩 ) {入 主 a 人 0 oa8(r) | (83.17) 
存在 8 叫 数 当然 并 不 意味 着 有 特别 强 的 相互 作用 . 积分 后 所 有 修正 项 的 值 都 
有 相同 数量 级 , 按照 所 用 展开 的 含义 , 它们 与 第 一 项 (库仑 作用 ) 相 比 都 可 看 
成 小 量 . 

相互 作用 算 符 (83.17) 中 不 同 的 项 组 有 不 同 的 类 型 . 前 三 项 纯粹 起 因 于 加 

道 . 第 四 项 与 粒子 的 自 旋 算 符 成 线性 关系 , 对 应 于 自 旋 轨 道 相互 作用 . 最 后 一 
项 是 自 旋 算 符 的 平方 项 , 它 描述 自 旋 - 自 旋 相互 作用 .外 


电子 和 正 电子 
电子 - 正 电 子 系统 需要 特别 考虑 . 这 种 情形 的 散射 振幅 由 两 项 组 成 : 


Msi = —e [i(p )yr*u(p_) Duov(p- 一 玉 ) 区 (一 p+)7”w( 一 2 
二 e [z(—p+) yu(p_) Duz(p- + pr)fi(p )yu(—p4)] (83.18) 


(第 一 项 对 应 散射 图 而 第 二 项 对 应 淹没 图 ), 由 于 “电子 + 正 电 子 ” 系 统 的 波 
肾 数 不 需要 反对 称 化 , 这 两 项 对 相互 作用 算 符 有 独立 的 贡献 . 
第 一 项 ( 它 与 振幅 (83.1) 有 相同 的 结构 ) 自然 导致 一 个 与 (83.17) 仅仅 符 
号 不 同 的 算 符 . 现在 我 们 考虑 第 二 项 的 变换 . 
这 里 我 们 采用 通常 规范 下 的 光子 传播 子 : 
万 = dn 本 4r 
必 一 gr 一 12 2 J —R2 gp 


在 现在 的 情形 k= p+ 十 p-, 由 于 粒子 是 “几乎 非 相对 论 ”的 , 我 们 有 
w? (e++e-_)? 
Qe 


因此 , 对 光子 传播 子 写 出 如 下 式 子 就 足够 了 


~ dmic? > (p+ 十 D_)2 三 大 2. (83.19) 


NA 
Dv 22 9 
这 已 经 包含 因子 1/e?. 因此 在 零 级 近似 取 如 下 振幅 就 足够 了 : 
wt) 0 
0) -vm - ) ‘Cry = vm ( Ek 
0 (0) 
这 个 相互 作用 已 经 在 第 三 卷 872 中 与 原子 能 级 的 精细 结构 相 联 系 研究 过 , 电子 


与 原子 核 之 间 的 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 也 在 第 三 卷 8121 中 与 原子 能 级 的 超 精细 结构 相 
联系 研究 过 . 特别 是 , 第 三 卷 (121.9) 式 对 应 自 旋 - 自 旋 相互 作用 算 符 的 8 函数 项 . 
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其 中 w9, wl0) 为 (23.12) 式 中 出 现 过 的 三 维 旋 量 ; 指标 (0) 以 后 可 略 去 . 利用 
这 些 振幅 , 我 们 有 
TU—p+)Y up-) = 人 (一 pD+)u(p-) = 0， 
U—p+) YUP) = (~p+)ou(p-) = 2m(w ow_). 
通过 这 些 表示 式 的 代 换 , 散射 振幅 中 的 “淹没 ”项 变 成 
Me e253 (2m) (wow )(w ow). (83.20) 


然而 , 由 此 还 不 可 能 对 相互 作用 算 符 的 形式 得 出 任何 直接 的 结论 . 首先 , 表示 
振幅 w( 一 p+) 的 旋 量 w 还 不 能 确定 是 正 电 子 的 旋 量 . 正 电 子 振幅 由 w( 一 p+) 通 
过 电荷 共 斩 得 到 , 并 且 按 照 (26.6) 式 , 相应 的 旋 量 (我 们 记 作 w+) 与 ww 通过 
w+ 二 oyw* 相 联 系 , 因此 


W” = oyW+ = —Wtoy YW= ~—0yW+. (83.21) 
其 次 , 散射 振幅 必须 是 电子 旋 量 (w_ 与 w) 收缩 掉 的 形式 , 并 且 正 电子 旋 量 
(w+ 与 w4) 也 类 似 . 这 可 以 通过 如 下 公式 实现 
(wow_)(w ow ) = (ww_)(wrw) 一 5(ueaw_)(urau)， (83.22) 
此 式 由 (28.17) 式 得 出 ， 
最 后 , 用 w+ 与 wi 通过 (83.21) 表示 ww 与 w, 不 难 求 出 
(Ww) = (Ww) Wow) 三 一 (WoWO+)， (83.23) 


将 (83.23) 代入 (83.22) 再 代入 (83.20), 我 们 对 散射 振幅 的 潭 没 部 分 得 到 
最 后 的 表示 式 : 
ne? 
2m2e2 





Mn 一 —4m’ (veut | (3 十 cr+， -| ou ) 


矩阵 o_ 与 c+ 分 别 作 用 于 w_ 与 w+. 方 括号 中 的 式 子 为 动量 表象 中 的 相互 
作用 算 符 . 相应 的 坐标 算 符 为 
_ nh?e? 

27m2c2 
(J. Pirenne, 1947; B. 也 ,BepecrerKa 首 ,可 . 开 . fagnay, 1949). 总 的 电子 - 正 电 
子 相 互 作 用 算 符 为 


Ulann) (yr) (3+or:o_)r), r=r_ —r+ (83.24) 





Tk Ulann) 
其 中 疙 由 (83.17) 式 给 出 . 
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$84 电子 偶 素 


在 883 得 到 的 结果 可 以 应 用 于 电子 偶 素 , 这 是 一 种 由 一 个 电子 和 一 个 正 
电子 组 成 的 类 氨 原 子 系统 . 

在 质心 系 , 电子 偶 素 中 的 电子 与 正 电 子 动量 算 符 为 丰 - = -所 三 D, 其 中 
全 = 一 入 V 为 对 应 于 相对 位 置 矢量 7 = ”- 一 74 的 相对 运动 的 动量 算 符 . 电子 
偶 素 的 总 哈密 顿 量 为 包 


到 = 一 一 二 十 站 十 闹 十 讽 ， 


m 
2 um mon 
2 2 2 YY (7.P)Pp 
(7) 2m2c2r {8 7r2 } , 


i= 





Vs 一 6p0-s! S, 


从 = 613 二 2- | 二 4x13 (3F 一 2) S(7). 


72 


这 里 jo = eh/2me 为 玻 尔 磁 子 , 大 = x 共 为 轨道 角 动 量 算 符 ,S = 5 (a+ 十 c_) 


为 系统 的 总 自 旋 算 符 , 其 平方 为 2 = >(3+o+.0-). 信 包括 所 有 的 纯 轨 道 修 


正 项 , 访 为 自 旋 轨道 相互 作用 , 而 讼 为 自 旋 - 自 旋 和 “淹没 ”相互 作用 . 
“未 微 扰 ” 的 哈密 顿 量 为 


与 氮 原 子 哈密 顿 量 的 区 别 自 然 仅 仅 是 电子 质量 换 成 约 化 质量 = am. 因此 , 电子 
偶 素 的 能 级 的 绝对 值 为 氢 原 子 能 级 的 一 半 : 


入 

B= 一， (84.2) 

其 中 为 主 量子 数 ， 
(84.1) 式 中 其 余 的 项 引起 能 级 (84.2) 的 分 裂 , 即 出 现 了 精细 结构 . 得 到 的 
能 级 主要 按 总 角 动 量 ; 的 值 分 类 . 我 们 还 看 到 在 哈密 顿 量 (84.1) 中 , 粒子 自 旋 
算 符 只 能 通过 总 自 旋 5 出 现 . 这 意味 着 哈密 顿 量 与 总 自 旋 算 符 的 平方 5? 可 
对 易 , 也 就 是 说 , 总 自 旋 值 在 所 考虑 的 近似 (对 1/e 的 二 级 近似 ) 下 继续 守恒 . 
因此 , 电子 偶 素 的 能 级 可 以 按 总 自 旋 来 分 类 , 总 自 旋 的 可 能 取 值 为 3 = 0 与 


外 采用 通常 的 单位 , 
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9S=1.3=0 的 能 级 称 为 仲 态 电子 偶 素 , 而 总 自 旋 为 1 的 能 级 称 为 正 态 电 子 
偶 素 . 

必须 强调 指出 , 电子 偶 素 中 的 总 自 旋 守恒 实际 上 是 精确 的 , 并 不 依赖 于 对 
1/e 的 任何 特殊 近似 ; 这 可 以 从 电磁 相互 作用 的 CP 不 变性 得 出 . 电子 偶 素 是 
一 种 严格 中 性 的 系统 , 因此 , 它 的 态 有 确定 的 电荷 宇 称 与 组 合 宇 称 . 后 者 等 于 
(一 1)3+1 ( 见 827 习题 ); 由 于 5S 只 能 取 两 个 值 , 0 与 1, 组 合 宇 称 守恒 等 价 于 总 
自 旋 守恒 . 

当 5 一 0 时 , 总 角 动 量 j 等 于 轨道 角 动 量 ,但 是 , 当 5 = 1 且 j 给 定时 ,1 的 
可 能 取 值 为 了 与 了 士 1, 因此 一 般 来 说 , 正 态 电子 偶 素 的 每 个 能 级 (n,7) 分 裂 为 
三 个 能 级 . 由 于 ! = 7 和 1=j 土 1 对 应 的 态 的 宇 称 相 反 , 哈密 顿 量 在 这 些 态 之 
间 没 有 和 矩阵 元 . 但 微 扰 算 符 ( 友 中 的 第 一 项 ) 一 般 说 来 在 1=7+1 和 1=7-1 
的 态 之 间 有 非 对 角 和 矩阵 元 , 当然 , ! 不 再 是 严格 意义 上 的 轨道 角 动 量 . 

电子 偶 素 中 的 塞 曼 效应 具有 一 些 特 殊 的 性 质 (B. B. Bepecremxni, I. AH. 
IIoMepaHdyK，1949). 

电子 偶 素 的 轨道 磁 矩 永远 为 零 : 因为 在 电子 偶 素 中 r+ x p+ = 7_ xp-， 
我 们 有 算 符 

Bi= po(r+ XP+ 一 r- xPp-)=0. 
自 旋 磁 和 矩 算 符 为 
ps = polo+ — 0-), (84.3) 
它 并 不 正比 于 总 自 旋 算 符 3 二 >(o+ + c-_), 并且 算 符 全 和 fe? 不 对 易 . 因此 ， 


具有 确定 总 自 旋 8 及 其 分 量 8: 的 态 一 般 不 是 磁 矩 的 本 征 态 . 
给 定 5 与 5, 的 态 用 自 旋 函 数 xss, 描述 : 


M11 = QQ-, Xi-1i= b+b-, 


= 廊 (e+8- | (84.4) 
Xo0 三 声 (orp- es a_B), 
其 中 与 8 为 对 应 自 施 投影 为 + 与 -5 的 单 粒子 自 旋 函 数 ; 下 标 十 与 一 分 
别 指明 自 旋 函数 属于 正 电子 与 电子 . 前 两 个 自 旋 函数 xil 与 x1,-1 还 是 算 符 


pz 对 应 本 征 值 为 零 的 本 征 函 数 . 函数 Xio 与 xoo 不 是 pz 的 本 征 函 数 ,但 下 面 
的 组 合 为 本 征 函 数 : 


声 oea 十 Xoo) = a+0-， 万 (a — X00) = Ga- 0. (84.5) 
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不 难看 出 , 由 函数 (84.4) 计算 的 唯一 的 非 零 矩 阵 元 (S55|pz1SSz) 为 : 
400jpz|10) = (10|pz100) = 2p0- (84.6) 


在 弱 磁场 ( 当 yoH < A, 其 中 A 为 S$=0 与 5=1 的 能 级 之 差 ), 计算 塞 
曼 分 裂 的 初级 近似 由 具有 确定 总 自 旋 值 的 态 构 成 . 在 一 级 近似 , 这 个 分 裂 由 微 
扰 能 量 算 符 的 平均 值 给 出 

Vi = -fsH. 

但 是 , 由 函数 (84.4) 计算 得 到 的 算 符 扩 ,并 因此 Vi 的 所 有 对 角 和 矩阵 元 都 为 零 . 
于 是 , 在 弱 场 中 , 电子 偶 素 没有 线性 的 塞 曼 效 应 . 

在 相反 的 强 场 (yoH > 4) 的 极限 情形 , 我 们 可 以 忽略 造成 确定 5S 值 的 
自 旋 相互 作用 . 于 是 , 分 裂 能 级 的 分 量 对 应 有 确定 js = 土 2po 值 的 态 (用 函数 
(84.5) 描述 ), 而 这 些 分 量 的 能 级 移动 为 土 200 瓦 . 


习 融 


1. 求 仲 态 电 子 偶 素 能 级 的 精细 结构 (B. B. BEepecremKz 首 1949). 巴 

解 : 所 要 求 的 能 级 分 裂 能 量 由 哈密 顿 量 (84.1) 中 的 修正 项 的 平均 值 给 出 ， 
用 不 同 了 =!(= 0,1,…,n 一 1) 值 的 未 微 扰 态 的 波 函 数 来 计算 . 当 5 =0 时 , 仅 
有 的 非 零 贡 献 来 自 访 和 雇 的 第 二 项 . 

未 微 扰 的 波 函 数 , 我 们 记 作 沙 , 满足 薛 定 请 方程 @ 


By- -Ay= (B+i) bh B= -a 


4n2 
因此 
Py = Gt hin Ge ata (vy) 
=- (B+ 1) 由 十 4n8(r) 多 十 0 
平均 值 为 


记 三 (+3) 1) 二 40)2 + / | a argo, 


积分 等 于 一 |w(0)|*do; 由 于 除 1=0 外 , 都 有 (0) = 0, 并 且 , 5S 态 波 函 数 是 
球 对 称 的 , 这 个 积分 等 于 一 4mlw(0)|? 并 和 第 二 项 相 消 . 


GO 正 态 电子 偶 素 的 精细 结构 参见 A. A. Corxonos, B. H. Ilnrosnyu, KOT®. 1953. T., 
24, C. 253. 
@ 在 计算 中 采用 原子 单位 较为 方便 . 
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利用 轨道 角 动 量 算 符 1 = 六 x 全 我 们 可 以 写 出 


o_O 20% Py 1 
_D2 = 一 
Dri ror 72 (B+ | 4 


因此 , 所 要 求 的 其 余 平 均值 为 
fw PPyYd’ zr 一 -ws 二 1 E+ + 一 4xr|W(0)|2 —L+1)r-3 

7 Or? 7 ， 
如 果 1 二 0, 最 后 一 项 将 不 出 现 . 

按照 复原 子 理论 中 热 悉 的 公式 (第 三 卷 (36.14), (36.16)), 将 电子 质量 m 
换 成 mn 我 们 有 

1 
wo) = grena oio, 


I 1 1 
(ll 
2n2 2n3(21 十 1) 4n3l(l + 1)(2i+1) 


由 这 些 公式 , 我 们 得 到 所 要 求 的 仲 态 电子 偶 素 的 能 级 为 : 


而 __ 1 _ 2me 1 1 1 
mn fh2 2n3\ 人 2 二 1 32n). 





3 
| 
| 


0). 


2. 求 正 态 电 子 偶 素 与 仲 态 电子 偶 素 的 基态 (n= 二 1,1=0) 能 级 之 差 . 
解 : 当 1 = 0 时 , 能 量 与 总 自 旋 8 的 依赖 性 仅 来 自 念 中 第 二 项 的 平均 值 ; 
第 一 项 球 对 称 3 态 对 角度 平均 后 给 出 零 .中 正 态 电子 偶 素 的 基态 (351) 比 仲 态 
电子 偶 素 的 基态 (150) 高 出 
7 »me4 


五 (551) — E('So0) = a 8.2 x 10-4eV-. 
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两 个 相隔 距离 7 比 原子 尺寸 大 得 多 的 中 性 原子 之 间 的 作用 是 吸引 力 . 然 
而 , 对 这 些 力 通常 的 量子 力学 计算 ( 见 第 三 卷 889) 不 适用 于 很 大 的 距离 , 因为 
这 个 计算 只 考虑 了 静电 相互 作用 , 而 忽略 了 推迟 效应 . 这 样 的 处 理 方法 仪 适用 
于 距离 与 相互 作用 原子 的 特征 长 度 No 相 比 是 小 的 情形 . 在 本 节 我 们 将 给 出 
一 个 不 受 此 限制 的 计算 . 


@ 对 角度 的 积分 必须 先 于 对 > 的 积分 , 正如 在 计算 积分 (83.14) 的 方式 中 明显 看 到 
的 , 此 积分 得 到 六 的 第 一 项 . 
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这 个 步骤 与 883 中 几乎 相同 : 两 个 不 同 原 子 的 弹性 散射 振幅 (不 改变 内 部 
状态 的 散射 ) 在 第 一 级 非 零 近似 下 计算 . 得 到 的 公式 和 原子 间 相 互 作 用 用 势能 
V(r) 描述 的 振幅 相 比 较 . 

在 后 一 情形 , 描述 此 过 程 的 第 一 个 非 零 5 矩阵 元 将 是 一 级 近似 矩阵 元 


Si = -i / Yr ri) (ro) U(r) (rT1) pa (rT2)d zld za 
x / exp{—i(e1+ 2 — €1 — €2)t}dt. (85.1) 


其 中 人 凡 ), 如 与 久 , 咏 为 相应 波 函 数 (平面 波 ) 中 与 时 间 无 关 的 部 分 , 它们 描述 有 
初 态 与 终 态 动量 的 两 个 原子 的 平移 运动 ; e1, ez 与 导 1,s9 为 平移 运动 的 动能 ; 原 
子 作为 整体 的 坐标 ri 与 rz 可 看 成 为 其 原子 核 的 坐标 , 而 距离 为 7r = |r1 一 72|. 
在 (85.1) 式 中 对 时 间 的 积分 , 如 通常 那样 , 给 出 8 函数 , 它 是 能 量 守恒 定律 的 
表示 . 然而 , 为 方便 接 下 来 要 作 的 比较 , 考虑 形式 上 的 无 穷 大 原子 质量 的 极限 
情形 更 好 一 些 ; 对 给 定 的 动量 , 这 个 极限 对 应 零 能 量 e. 或 者 我 们 可 以 说 , 考虑 
的 时 间 与 周期 1/s 比较 是 小 的 . 于 是 (85.1) 式 变 成 


Sr = it { pws U(r)piads ride, (85.2) 


其 中 上 为 时 间 积 分 的 范围 ， 

在 这 些 假设 下 , 弹性 散射 振幅 的 实际 计算 可 以 分 成 两 步 . 首先 , 我 们 将 8 
算 符 对 两 个 原子 未 改变 状态 (基态 ) 的 波 函 数 (给 定 原子 核 坐标 ri 与 rz) 和光 
子 真 空 求 平均 : 在 过 程 的 开始 与 结束 都 没有 光子 存在 . 然后 , 我 们 得 到 一 个 量 ， 
它 是 原子 核 之 间距 离 的 函数 , 我 们 将 它 记 作 (5S(7)).9 于 是 , 为 了 找到 所 要 求 的 
号 迁 和 矩阵 元 , 我 们 必须 计算 积分 


Sfi = |/ pS(r)) ppd rz1d’ 72. (85.3) 
与 (85.2) 式 比较 表明 , 如 果 (S(r)) 得 到 的 是 如 下 形式 (S(r)) = 一 itU(7), 那么 函 
数 U(r) 就 是 所 要 求 的 原子 的 相互 作用 能 . 


由 于 我 们 在 这 里 研究 的 不 是 基本 粒子 间 的 碰撞 而 是 较 复 杂 系 统 ( 即 原子 ) 
间 的 碰撞 , 它 在 中 间 态 可 能 被 激发 , 费 曼 图 技术 通常 的 规则 不 能 直接 应 用 , 我 
们 将 从 5 算 符 的 展开 式 (72.10) 开始 讨论 . 

在 原子 的 相互 作用 中 , 重要 的 场 分 量 是 频率 为 原子 频率 量 级 或 更 小 的 . 对 
应 的 波长 比 原子 尺寸 要 大 . 因此 , 电磁 相互 作用 算 符 可 取 如 下 形式 


V = -EB(n).d -BB(r,). od, (85.4) 
以 代替 较 繁 的 标明 原子 和 光子 场 状 态 的 对 角 和 矩 阵 元 的 标记 . 
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其 中 Qi, qd 为 原子 的 偶 极 矩 算 符 (即时 间 相 关 的 海 森 伯 算 符 ) 而 丽 (r) 为 在 相 
应 原子 的 位 置 的 电场 算 符 . 

原子 在 其 定 态 的 偶 极 矩 平 均值 为 零 (第 三 卷 875). 由 此 得 出 , 非 零 振幅 仅 
出 现在 微 扰 论 的 第 四 级 近似 , 即 下 列 算 符 的 矩阵 元 


~ —1 4 wm ec om 
8% — 所 / ds / dta- T{(P(E)D (2) Pa) Pt))}. (85.5) 


实际 上 , 在 更 低级 的 展开 中 , 算 符 VY 乘积 的 每 一 项 都 将 至 少 包含 一 个 一 次 的 
算 符 di 和 dz, 在 对 相应 原子 状态 平均 后 的 结果 为 零 . 

现在 我 们 将 算 符 (85.5) 对 光子 真空 平均 . 按照 威 克 定理 , 四 个 场 算 符 五 
乘积 的 期 望 值 为 配对 期 望 值 (收缩 ) 乘积 之 和 . 这 个 配对 可 以 有 三 种 方式 , 可 


用 如 下 费 曼 图 表示 
1 2 1 2 1 2 
2 2 ? ? 
、 / | | 
六 | I (85.6) 
/ 、\ 
/ 、\ 上 | 
Os cf 站 6 6 
3 4 3 4 3 4 


其 中 破 折线 表示 收缩 而 数字 分 别 对 应 宗 量 t1,t2,ts,ts. 而 且 , 空间 坐标 ri 或 
r2 可 以 对 应 每 个 点 , 两 个 点 为 ri, 两 个 点 为 ra, 因为 否则 在 求 和 的 相关 项 , 算 
符 di 和 dz 中 将 有 一 个 以 一 次 方 出 现 , 其 对 原子 状态 平均 得 到 零 . 很 清楚 , 在 
每 条 线 的 终点 必须 有 一 个 71 与 一 个 rz, 因为 否则 此 图 ( 即 和 矩阵 元 的 相应 项 ) 
将 变 为 ri 与 rz 的 独立 函数 的 乘积 , 而 不 是 差 ri 一 72 的 图 数 ; 这 人 样 的 项 不 适 
用 于 散射 .@ 按 照 这 些 条 件 , 宗 量 ri 与 rz 在 图 中 可 以 有 四 种 方式 指定 为 四 个 
点 . 再 利用 算 符 di 和 ds 的 可 对 易 性 , 并 对 每 个 原子 的 状态 平均 , 我 们 发 现 得 
到 的 所 有 3 x 4 = 12 项 都 是 相等 的 , 区 别 只 是 积分 变量 的 名 字 不 同 . 结果 为 


(SN = / ee / dta . (T(Ei(r1,t1) Er (ra, t2))) 
x(T(Ei(r2, ta)Em(rT1,t4)))(T(dii(ti)dim(t4))) 


x(T(d2k(t2)d21(t3))), (85.7) 
其 中 i,k,l,m 为 三 维 矢量 指标 . 
为 了 计算 量 
D(z1 一 Z2) = (T(Ei(z1) Ek (72))) (85.8) 
我 们 采用 的 规范 使 得 标量 势 6 = 0. 于 是 五 = -84/8t, 我 们 有 


DE A A Di 
ik\T1 一 了 2 ~ Bt10t2 i\L1 /kL2 一 B12 ik ’ 


@ 它们 给 出 每 个 原子 能 量 平均 值 的 修正 ,在 这 里 对 此 没有 兴趣 . 
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其 中 z=z 一 za 而 Dik(z) 为 在 此 规范 中 光子 的 传播 子 . 呈 
我 们 发 现 更 方便 的 是 采用 混合 w-r 表象 中 的 传播 子 Dik(w,r), 它 和 Dix(t,7) 
的 关系 为 
Dik(tr) = / Din(w, r)eT et. 


其 中 
Di(t, Tr) 一 一; / wDix(w, Ne (85.9) 
量 
Qik(t1 — to) = i(T(d;(ti)dr(t2))) (85.10) 
可 以 表示 为 仁 里 叶 积 分 


Qik(t) = / etasn(w) 9. 
为 方便 起 见 , 取 to = 0, = ,并 采用 人工 乘积 的 定义 ,我们 可 以 写 出 


co 0 Oo 
_ iwt ，， a iwt ; iwt /7. 
Qik (WwW) = 人 e”aik(tdt 一 ii 人 edkt0)di(t)dt 十 i 1 e™ (di(t)dxr(0))dt. 
(85.11) 
这 里 出 现 的 平均 值 (对 原子 的 基态 ) 可 以 用 偶 极 矩 的 矩阵 元 表示 为 : 


(dx(0)di(t)) = > (dx)on(di)noee"®t, 
(di(t)d(0)) = 2_(di)on (dy)noe "ot. 


为 使 (85.11) 中 的 积分 收敛 , 必须 在 第 一 个 积分 中 将 w 取 成 w 一 i0, 而 第 二 个 取 
成 w 十 i0. 完成 这 个 积分 , 我 们 得 到 
ik (w) 二 》、 { (di)on (dk )no 十 (dk )on (di)no } (85.12) 


wWno—wW—i0 wno+w—i0 


如 果 基 态 是 一 个 S 态 ， 此 张 量 简 化 为 一 个 标量 ， Qik (WwW) = QOik, 其 中 
a - > jdonl? (二 i . (85.13) 


wng 一 内 一 10 wnot+w—i0 
然而 , 假如 原子 有 角 动 量 , 那么 对 角 动 量 的 方向 平均 后 得 到 同样 的 结果 , 并 且 
将 假设 确实 已 经 如 此 做 的 ; 当然 , 我 们 感 兴趣 的 是 原子 对 它们 相互 取向 作 平 均 
的 相互 作用 ， 
@ 一 级 微 商 Dik(z)/8: 在 上 =0 点 有 有 限 的 跳 姑 , 因此 二 级 微 商 , 即 函 数 D8 人, 包 


含 一 个 5 函数 项 ~ 8(0(zz - zi). 然而 , 这 一 项 对 所 有 的 ri: 关 ro 都 为 零 , 因而 这 里 没有 
兴趣 . 
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将 (85.12) 式 与 (59.17) 比较 表明 ,aik{w) 与 频率 为 w 的 光子 被 原子 相干 
散射 的 张 量 相同 . 按照 (59.23), 对 w > 0, a(w) 为 原子 的 极 化 . 其 w <0 的 值 可 
用 w > 0 的 值 表示 , 此 关系 式 为 a( 一 w) = a(w), 由 (85.13) 式 可 明显 看 出 , 此 关 
系 式 是 成 立 的 . 

将 这 些 表示 式 代 入 (85.7) 给 出 

fr 5 /+ ly 
xo1 (02 (2)w? Dig(w1, 7)w2 Dik (wa, 7) 


x exp{—iwi(ti — t2) — iw2a(ts —t4) — i (ti mt) — if (to — ts))} 


其 中 7 =71 一 72, 并 且 我 们 已 经 用 到 Dix(w,7) 为 7 的 侦 隐 数 这 个 事实 . 对 三 
个 时 间 积 分 给 出 6 函数 (由 此 -处 = 人 2 = wz 二 wi, 而 对 第 四 个 时 间 积 分 给 出 
一 个 因子 t: 

(S(7)) = ~itU (7), 


其 中 


Oo 


U(r) = ; / won (w)oa(w)IDi(w, PS. (85.14) 


2 66 


这 个 公式 给 出 两 个 原子 在 比 原子 尺寸 a 大 的 任何 距离 上 的 相互 作用 能 . 
现在 我 们 必须 找到 并 插入 Dixr(w,7) 的 一 个 明显 的 表示 式 . 
将 (76.14) 式 与 (76.8) 式 比较 表明 


kikk 
Dixr{w, k) 一 (ms = 2 ) D(w, k), 





其 中 D(w,k) 由 (76.8) 给 出 . 在 w 一" 表象 中 , 对 应 的 关系 式 为 


1 
Dir(w, ™) (Sa w2 Oz;Orr 


Dl(w, 7). (85.15) 


将 (76.16) 的 Dl(w,7) 代入 , 并 进行 微 商 给 出 


i 1 TiTk 3 3i eilwlr 
Dik(w, 7) = 区 (1+ -i ) a C2 -让 -!) 2 
(85.16) 
将 此 式 代 入 (85.14), 通过 简单 的 计算 , 并 利用 a(w) 为 偶 函 数 这 个 事实 , 我 

们 对 原子 的 相互 作用 能 求 出 最 终 的 表示 式 为 : 





_i /na War | 
Ul(7) = mr w Qi(w)a2(w)e Ek 十 ee 二 全 | 


(85.17) 


885 ”原子 在 大 距离 下 的 相互 作用 . 345 . 


这 个 普遍 结果 可 以 在 “小 ”距离 (a 区 7 之 Xo) 和 “大 ”距离 (r 沁 和 0) 的 
极限 情形 下 作 简 化 . 

当 7 <& Xo 时 , 积分 中 重要 的 值 在 ( 见 下 面 ) w ~ wo 处 , 其 中 wo ~ c/ 和 0 为 
原子 频率 , 因此 wr < 1. 于 是 , 括 弧 中 只 有 最 后 一 项 需要 保留 , 且 指 数 函 数 用 
1 代替 . 将 积分 写成 从 -co 到 co 的 积分 ( 见 接 下 来 的 计算 ), 我 们 求 出 


U(r) = 2 aQ1(w)a(w)dw. (85.18) 


在 这 些 距 离 的 相互 作用 规律 证 明 为 1/r6, 如 应 该 的 那样 . 在 (85.18) 中 的 积分 
容易 计算 , 将 (85.13) 的 a(w) 代入 后 , 通过 在 w 复 平面 的 下 半 面 的 无 穷 大 半圆 
的 闭合 回路 积分 ; 积分 由 被 积 函 数 在 极点 w = wno ~ wo 的 留 数 决定 . 假设 (为 
简化 结果 ) 两 个 原子 是 全 同 的 , 我 们 求 出 (用 通常 单位 ) 
do |2|do |2 
Ur) = 6 > a Co 

与 熟知 的 伦敦 公式 ( 见 第 三 卷 889 的 习题 ) 相同 . 

在 大 距离 的 极限 (> 六 和 ho), 积分 中 的 重要 值 在 w < ce/r < wo 区 域 ; 当 
w 之 wo 时 , 积分 由 于 因子 exp(2iwr) 剧烈 震 东 而 变 得 很 小 . 因此 我 们 可 以 将 极 
化 ai(w) 与 az(w) 用 其 静止 值 ai(0) 与 az(0) 代替 . 于 是 积分 是 初等 的 . (为 了 
保证 收 合 , 指数 的 应 当 换 成 ”+ i0.) 最 终结 果 为 (用 通常 单位 ) 


-全 0 (0)a2(0) 


r7 


U(r) = (85.20) 


(H. B. G. Casimir, D. Polder, a 


包 这 里 给 出 的 推导 由 UH. E. I3anomwnckuii (1956) 给 出 . 


第 十 章 
电子 与 光子 的 相互 作用 


886 光子 被 电子 散射 


光子 被 自由 电子 散射 ( 康 普 顿 效 应 ) 中 的 四 维 动量 守恒 可 用 如 下 方程 
描述 
Dp 十 k= 二 p/ 十 k,， (86.1) 
其 中 yp 与 分别 为 碰撞 前 电子 与 光子 的 四 维 动量 , 而 w 与 k' 为 碰撞 后 电子 与 
光子 的 四 维 动量 . 866 所 定义 的 运动 学 不 变量 为 


s= (p+k) = (p+ hk")? = m? + 2pk = m2? + 2p'k’, 
t=(p—p) = (k —k) =2(m pp) = —2kk’, 


(86.2) 
u= (p—k)? = (p —k)? = m? — 2pk’ = mm? — 2p'k, 
s+t+w = 2m’. 
这 个 过 程 可 用 两 个 费 曼 图 (74.14) 表示 , 其 振幅 为 
Mspi = —4dne’erey(W Qu), (86.3) 








1 
OW -一 ?47D 十 ?天 十 mn)myP 一 YP— Yk 十 mp)TH， (86.4) 


7n2 uC— m2? 


此 处 e,e' 为 初 态 与 终 态 光子 的 极 化 四 维 矢量 ; 4 与 w 为 初 态 与 终 态 电子 的 双 
旋 量 振幅 . 
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按照 865 给 出 的 规则 , 对 于 粒子 的 任意 极 化 态 , |Myi|? 应 该 换 成 
Mril? 一 16m2ettr{fp(o pm) Qe pl pW "}. (86.5) 


其 中 pl9 与 pl 为 初 态 与 终 态 电 子 的 密度 矩阵 , pm) 与 pt 则 为 初 态 与 终 态 
光子 的 密度 矩阵 . 光子 的 ( 张 量 ) 指标 已 经 明显 标 出 , 但 电子 的 ( 双 旋 量 ) 指标 没 
有 标 出 . 阵 迹 的 符号 取决 于 后 一 指标 . 此 外 , 在 定义 厄 米 共 氏 量 可 ,= Y09 志 Ma 
中 这 些 指标 也 决定 其 符号 

现在 来 考虑 非 极 化 光子 被 非 极 化 电子 的 散射 , 不 管 它 们 散射 后 的 极 化 . 对 
所 有 粒子 极 化 的 平均 由 密度 矩阵 给 出 : 


1 1 
pM = pW = -39% 1 = 5p+m), pl = 5p + m); 


转 到 对 终 态 粒子 的 极 化 的 求 和 , 要 进一步 乘 以 2 x 2 = 4. 
在 (64.23) 式 中 必须 取 I? = 7(s 一 m?)?( 见 (64.15a)), 由 此 我 们 求 出 截面 
为 
Te4 dt 


do = 4 Gm {(Yp 浊 m)Q* (YPp 十 ma)GCA 


由 (65.2a) 式 , @,、 = Qa 将 只 是 由 于 变换 大 一 一 k' (并 因此 s wv) 而 不 同 的 
项 分 离 出 来 , 我 们 可 以 取 截 面 为 如 下 形式 
do = dr lf ,4) + g(s,u) + flu, s) + g(v, 5)|， 


其 中 用 到 标记 


1 
(0) 


xtr {yp + my (YP HIE + MY (p+ mY (NP + YE+ mm) yp}, 
1 
9(5 1) = He mi) ma) 
xtr{(yp + mY (YP +IE+ mY (FP + m) YNP — Yk + my}; 
这 个 标记 已 经 考虑 了 结果 将 只 依赖 于 不 变量 这 个 事实 . 
对 4 与 v 的 求 和 用 到 公式 (22.6); 然后 略 去 包含 奇数 个 7 因子 的 项 , 得 到 
je 四 = ra {OP P+ OP) Op + 1h) 
+4m2(yp + YE)(YE — yp) + mm (yp) (YP) + 4m’}. 
阵 迹 的 计算 用 到 (22.13) 式 ; 所 有 的 量 都 用 不 变量 s 与 4 表示 , 我们 不 难得 到 


f(s,u) = {a —- (s— mi)(u — mi)+2m(s — m’)}. 
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类 似 地 有 ， 
9 2 
9(s,2) = CC +(s—m’)+ (uv —m’)}. 
因此 截面 为 
m2dt m2 m2 \’ 
0 (5 下 Em) 
m2 m2 1/s—m um 
(让 RS) 
其 中 re = e2/m. 这 个 公式 用 不 变量 表示 截面 , 并 可 以 很 容易 在 任何 指定 的 参 
考 系 中 用 碰撞 参量 来 表示 截面 . 


我 们 在 实验 室 系 中 来 具体 做 这 件 事 , 在 此 参考 系 中 碰撞 前 电子 是 静止 的 : 
p= (m, 0). 这 里 








s—m =2mwy, um = —2mw.. (86.7) 


将 四 维 动 量 守 恒 的 方程 p 十 kk 一 k' = p 的 两 边 取 平方 , 我 们 有 
pk— pk’— kk’=0, 
因此 (在 实验 室 系 中 ) 
m(w — w/) — ww’(1 — cos$) = 
其 中 心 为 光子 散射 角 . 这 个 方程 给 出 光子 能 量变 化 与 散射 角 之 间 的 关系 : 
1 1 


一 一 二 = 二 一 (1 一 Cos 人 功 ). (86.8) 


WwW ww 
不 变量 t 为 
t= —2kk’ = —2ww’(l — cos®d). 


对 于 给 定 的 能 量 w, 利用 (86.8), 我 们 求 出 
dt = 2w’?d cosy = ~wdo, do' = 2x sin 9dv. 


把 这 些 表 示 代 入 (86.6) 式 , 对 实验 室 系 中 的 散射 截面 给 出 如 下 公式 : 


2 I\2 
do = 也 (S) ($+ 十 一 一 Sin 2 do (86.9) 


w! 


(O. Klein, Y. Nishina, 1929; YH. E. Tamm, 1930). 
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由 于 3 角 和 w 有 单 值 的 关系 (86.8) 式 , 截面 就 可 用 散射 光子 的 能 量 w 
表示 : 





d 7 7 2 1 
do = mr2 一 部 全 + 和 二 (一 允 ) — 27n (总 -3)| (86.10) 
Ww Ww WwW WwW Ww LU wW 


其 中 ww" 的 变化 范围 为 : 
2 
1 + 2w/m 
当 w 之 m 时 ,我们 可 在 (86.9) 式 中 取 w sw, 结果 如 所 期 待 的 , 为 经 典 的 
非 相 对 论 汤姆 森 公 式 


wW <w. (86.11) 


do = 7 (1 十 cos2 9)do! (86.12) 


见 第 二 卷 (78.7) 式 . 
为 计算 总 截面 , 我 们 回 到 (86.6) 式 . 不 变量 s,t,w 的 取 值 满足 不 等 式 : 


s>m, t<0, us< ms. (86.13) 


这 些 式 子 已 经 在 867 中 推出 ; 相应 的 物理 区 为 图 7 (867) 中 的 I 区 . 它们 也 可 
以 很 容易 从 质心 系 中 的 不 变量 表示 直接 得 到 . 在 此 参考 系 中 p 十 k = 0, 而 电 
子 能 量 s 与 光子 能 量 w 的 关系 为 e = Vw? 二 mz. 不 变量 为 : 


s= (e+w) = m+ 2w(w+e), 
wu = mm? — 2w(e + w cos0), (86.14) 
t = 一 2w2(1 — cos0), 


其 中 9 为 散射 角 (p 与 p' 间或 上 与 k' 间 的 夹 角 ). 于 是 , (86.13) 的 三 个 不 等 式 
可 以 从 条 件 w>0 和 一 1 < cos9 < 1 得 出 . 

对 于 给 定 的 s ( 即 给 定 粒 子 的 能 量 ), 对 t 的 积分 可 以 换 成 对 w= 2m? 一 s 一 t 
的 积分 , 积分 范围 为 


m/s>u>2m’— s. 


用 下 列 量 来 代替 s 与 





y = -一 本 ， (86.15) 


我 们 得 到 





> 1 IN ,1 1,.1 
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在 进行 初等 积分 后 得 到 
8 1 8 1 
r=2m2 {1+ ti+ | (86.16) 
此 式 在 z < 1 ( 非 相 对 论 情形 ) 时 展开 的 第 一 项 为 
-2 (1 一 zx) ( 非 相 对 论 情形 ). (86.17) 


这 正 是 经 典 汤姆 森 截 面 公式 的 第 一 项 . 相反 , 在 极端 相对 论 情形 (z > 1)， 
(86.16) 式 给 出 


0 = 2A72— t (met 3) (极端 相对 论 情形 ). (86.18) 


在 实验 室 系 中 ， 
T= 2w/m, (86.19) 


于 是 , 公式 (86.16) 一 (86.18) 直接 给 出 了 光子 被 静止 电子 散射 时 , 散射 截面 与 光 
子 能 量 的 依赖 关系 . 图 13 给 出 o 作为 a/m 的 函数 的 图 形 . 


0 
(8r/3)72 





图 13 


这 里 我 们 指出 , 在 极端 相对 论 情形 , 在 实验 室 系 (c x w-linw) 和 质心 系 
(zs4o2jrm2ocw-inw) 中 , 截面 都 随 能 量 增加 而 减少 . 但 是 极端 相对 论 情 
形 的 角 分 布 在 这 两 个 坐标 系 中 有 完全 不 同 的 形式 . 

在 实验 室 系 中 , 微分 截面 在 向 前 方向 有 一 个 尖锐 的 峰 ， 在 一 个 罕 的 锥 
(9 < Vm/w) 中 , 我 们 有 w ~ w', 且 截 面 为 do/do' ~r2, 并 在 少 一 0 时 达到 值 
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72. 在 这 个 锥 的 外 面 , 截面 减 小 , 且 在 肖 污 m/w (其 中 ww 守 m/(1 一 cos9)) 范 
围 , 我 们 有 


do r 


< m 
do ”2 wl(l— cosd)’ 
即 截面 减 小 了 一 个 因子 ~ w/m. 
男 一 方面 , 在 质心 系 中 , 微分 截面 在 向 后 方向 有 一 个 峰 . 对 x 一 9 之 1, 由 
(86.14) 式 , 我 们 有 
5 一 9I12 4o2 mu 
人 m2 


在 截面 (86.6) 中 , 最 大 的 项 为 








2 
A W 2 


2dt 
dor8nr— 
TO 


因此 

人 do’ 
21+{(x-02w2/m? 
截面 do/do' ~ 72 将 局 限于 一 个 罕 圆 锥 x 一 9 < m/w 内 ; 在 此 圆锥 外 , 截面 将 减 
小 一 个 数量 级 为 ~ w2/m? 的 因子 . 


887 光子 被 电子 散射 . 极 化 效应 


现在 我 们 回 到 886 的 原始 公式 , 试图 表明 要 考虑 初 态 与 终 态 光子 与 电子 
的 极 化 , 必须 如 何 进 行 计算 . 

光子 的 密度 矩阵 , 按照 (8.17) 可 以 用 一 对 满足 条 件 (8.16) 的 单位 四 矢 et 
e(2) 表示 . 在 现在 的 情形 , 对 两 个 光子 这 些 矢量 都 可 以 取 为 870 定义 的 四 矢 包 


TE A eA 
Vn /= 


do (86.20) 


(87.1) 





其 中 


f 
pr N* 2 ep p,qu Ky, 
(87.2) 
K^= 人 和 十 kK, gq” me ka 人 =p^ p*. 
@ 另 一 种 方法 是 从 一 个 特殊 的 参考 系 (例如 实验 室 系 ) 出 发 , 对 每 个 光子 取 et)， 


e(2) 为 纯 空 间 的 单位 矢量 e = (0,e), 它 与 光子 动量 正 交 , 并 互相 正 交 . 然而 , 在 此 情形 ， 
计算 将 完全 以 三 维 形式 进行 ,结果 将 不 是 协 变 的 . 


Pp* a (p” + pp”) 一 政和 


887 ”光子 被 电子 散射 . 极 化 效应 ‘ 353 


(86.5) 式 中 的 量 @ 必 由 (86.4) 式 给 出 . 可 以 将 它们 看 成 一 个 四 维 张 量 的 
分 量 (在 它们 构成 的 四 维 张 量 与 旋 量 收缩 为 量 如 Quvw 的 意义 上 ). 一 个 四 维 张 
量 的 所 有 分 量 可 以 由 将 其 投影 到 四 个 互相 正 交 的 四 维 矢量 来 得 到 , 比如 投影 
到 前 面 定义 的 P, N, g 入 上 . 由 于 张 量 p 信 ,pg 仅 包含 沿 已 和 和 方向 的 
分 量 , 事实 上 我 们 只 需要 Qj 沿 这 两 个 四 维 矢量 的 分 量 . 换 句 话说 , 求 出 如 下 
形式 的 Qu 就 够 了 


(rs Qo(e el) 十 el et2)) 十 Qi(eQ el 十 el e()) 


—iQ2 (el e(2) 一 el2 elt})) + (3 (eel) 一 el(2) el2)); (87.3) 


其 余 项 在 代入 (86.5) 式 时 将 消失 . 量 @o 与 8 在 与 Qu 为 一 个 四 维 张 量 的 同 
样 意义 上 为 一 个 标量 ; 因此 它们 仅 在 “不 变 ” 组 合 7 下 等 量 中 包含 y 矩阵 . 在 
同样 意义 上 , Qi 与 8 为 硒 标 量 (N 为 硫 矢 量 ), 因此 必定 包含 y5 矩阵 . 

通过 直接 投影 张 量 Qu 我 们 求 出 


Qo = 30" (ede + olyel) 


等 等 . 在 此 计算 中 , 较 方便 的 是 先 将 Qi 用 互相 正 交 的 四 维 矢量 P, N, q, K 
表示 : 


Q ee -he (YE)Y -~Y (YK)YH). 


剩 下 的 就 是 作 一 些 利用 822 中 的 公式 进行 的 纯 代 数 运算 .还 有 可 能 对 QA 
作 一 些 变化 而 并 不 影响 在 构成 乘积 wu 后 的 结果 . 比如 , 因为 


P/2+m YP/2+m 
Ly 一 ny Es 
| 3 一 ?22 0 也 一 m2 


Typ + YPN = 27mnm 
TY (yOu = Ty (yp) + (YP) Yu = ma yu, 
我 们 可 以 对 Q** 作 如 下 变化 
?2 十 ?2 2 2m, (yq) 一 2mys, (87.4) 
这 里 略 去 详细 的 计算 过 程 ; 最 后 结果 为 @ 
Go = 一 ma+t， Qi = >a+ TK), 


(87.5) 
1 
2 = —marys, Q3 = ma+t 十 20-(EK ), 


包 取 (87.5) 的 值 的 (87.3) 式 对 应 于 在 $70 由 普遍 的 考虑 推出 的 公式 (70.11) 一 (70.13). 
除了 由 了 不 变性 得 出 的 方程 fs = fe = 0 外, 另 一 个 不 变 振幅 (fo) 这 里 也 为 零 . 这 是 这 
里 用 到 的 微 扰 论 近 似 的 一 个 性质 ,在 更 高 级 的 近似 中 不 会 发 生 . 
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其 中 | 
a 


在 接 下 来 的 计算 中 , 与 88 中 所 描述 过 的 对 光子 密度 矩阵 同样 的 形式 处 理 
可 以 很 方便 地 应 用 于 Qjw: 张 量 (87.3) 在 e(, el2) 方向 的 四 个 分 量 组 合 形成 
一 个 二 列 矩 阵 8, 于 是 可 用 泡 利 矩阵 展开 . 与 (81.8) 式 类 似 , 我 们 得 到 


Q=Q0+Q:0, Q= (1283) (87.6) 


(86.5) 式 中 的 张 量 Qu = 7 Q 坝 7? 不 难 从 (87.3), (87.5) (借助 于 规则 (65.2a)) 
看 出 , 其 分 量 可 由 Qj 的 分 量 用 Qo,@1,… 替代 Qo,Q1,… 并 同时 交换 指标 
pv 来 求 出 , 其 中 


Oo0=Q0 Qi =-Q Qs =—Q2 Qs = Ws, (87.7) 


和 矩阵 形式 为 
Q=Q0+Q:d. (87.8) 


现在 我 们 来 更 精确 地 确定 与 光子 极 化 相 联 系 的 四 维 矢 量 et, et 的 含义 . 对 
每 个 光子 , 独立 的 极 化 方向 由 垂直 于 光子 动量 有 的 三 维 矢量 分 量 et et2 确 
定 .@ 容 易 看 到 , 在 质心 系 与 实验 室 系 (在 该 系 中 初始 电子 是 静止 的 ) 中 , 矢量 书 
都 在 天 与 及 ' 的 平面 上 , 并且 N 都 垂直 于 该 平面 . 因此 方向 et 为 垂直 于 散射 
平面 的 极 化 , 而 el2 为 散射 平面 上 的 极 化 . 还 必须 注意 到 斯 托 克 斯 参量 &1, &， 
ts 是 相对 于 以 天 方向 为 z 轴 的 右手 参考 系 zyz 来 定义 的 . 容易 看 出 , 对 初始 
光子 ,矢量 N, Pi,k 构成 一 组 这 样 的 坐标 系 , 而 对 终 态 光子 , 矢量 N, 一 Pi ,kk 
(其 中 Pi 与 Pi 分 别 为 PP 的 垂直 于 与 k' 的 分 量 ). 光子 密度 矩阵 (8.17) 中 
el2) 符号 的 改变 等 价 于 & 与 &2 符号 改变 . 于 是 , 初 态 与 终 态 光子 的 密度 和 矩阵 
(相对 于 单位 四 维 矢 量 el 与 e(2)) 为 


oO) = (1 +é€:0), é€= (&,é2,é€3); 
(87.9) 


; 1 
pe 一 5(l 十 有 I)，《 = (一 纪 ， —é€2,€3). 


现在 , 张 量 迹 
7 二 Pp 
ph) OpWO 
@ 对 于 原始 形式 (86.4) 的 矩阵 Qu, 我 们 应 该 简单 地 有 ,, = Qu 但 是 , 这 个 性 


质 由 于 (87.4) 类 型 的 变换 而 失去 了 . 
@ e 的 纵向 分 量 , 如 同 四 维 矢量 。 的 时 间 分 量 一 样 , 这 里 可 以 简单 地 略 去 , 由 于 规 


范 不 变性 这 是 允许 的 . 
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可 作为 矩阵 (87.6)- 一 (87.9) 矩阵 积 的 阵 迹 , 利用 (33.5) 式 来 计算 . 结果 为 


[Myil? = 8m2ettrf(pot Qop Ho + pl Q p00) 
+(€+€):(p®) Qop I + pl Qo Oo) —i(é —é):p0) Q x pW 
+(é€:€)(p® Qop I Wo -pa Q .p00) 
+pt9 (€’. Q)p OE: Q) + pl (€: Q)p' WE’ . @) 
-ié x &.(p®) Qop I — pl) Qo G0)}. (87.10) 
非 极 化 电子 的 散射 


我 们 来 完成 极 化 光子 被 非 极 化 电子 散射 截面 的 计算 , 并 对 终 态 电子 极 化 
求 和 . 为 此 , 我 们 必须 在 (87.10) 式 中 取 


pa) = >(%p +m),， pl = sp + m), 
将 结果 加 倍 , 并 代入 截面 的 公式 (64.22) 以 替代 |Myi|?: 


1 dtdy 2 
39n2 (8 maya Mri| ) 


其 中 y 为 质心 系 或 实验 室 系 的 方位 角 . (87.10) 式 中 的 一 些 项 恒 等 于 零 ; 另 一 
些 项 的 计算 给 出 最 后 结果 (用 (86.15) 的 标记 ): 


人 
人 人 
+é3é3 G S 1) + (: = > ) + 让 

这 里 dz 为 由 (86.9) 给 出 的 非 极 化 光子 的 散射 截面 ; 出 现 因子 二 是 因为 在 


(87.11) 中 并 没有 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 . 
在 实验 室 系 中 , (87.11) 式 变 成 








WA 

do- 天 邱 do 而 十 两 (外 十 的 十 有 66 + Faoé2és + Fosésés)}, 
(87.12) 

do’ = sin dddy, 
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其 中 


Ww 
而 = 一 十 一 一 sinyg， 肪 =sin 9， 
Ww 


(87.13) 


t 


f 
Fil = 2 co0sd, Fo = (总 + 全) oosg Fsa 一 1 十 cos20 


(U. Fano, 1949). 尽管 (87.12) 式 表明 与 散射 平面 的 方位 角 po 没有 明显 的 依赖 
关系 , 但 是 有 一 个 隐 含 的 关系 , 因为 参量 &1,&2,&a 是 相对 于 x,y,z 轴 定 义 的 , 它 
们 固定 在 散射 平面 上 . x 轴 对 两 个 光子 是 相同 的 且 垂 直 于 散射 平面 : 


rlk x 天 ， 
而 2 轴 则 在 此 平面 上 : 
yk x (kxEk), vlk’ x (kx k'). 


对 &' 符号 不 同 的 截面 求 和 ( 即 取 8 = 0 并 将 结果 加 倍 ), 我 们 得 到 极 化 光 
子 被 非 极 化 电子 散射 的 总 截面 (对 终 态 光子 的 极 化 求 和 ). 将 此 截面 记 作 do(&)， 
我 们 有 


A 
dao(£) = -=re [|— |} Fdo, (87.14) 
2 Ww 

其 中 
Ww ,六 
F= FotésFs = 7 十 一 (1 — £3)sin” 9. (87.15) 


我 们 看 到 , 极 化 垂直 于 散射 平面 (上 as = 1) 的 光子 的 散射 截面 要 比 极 化 在 散射 
平面 (fs = 一 1) 的 光子 大 . 这 个 截面 与 圆 极 化 无 关 , 也 和 参量 & 无 关 . 因此 , 如 
果 没 有 相对 于 zx 轴 与 yy 轴 ( = 0) 的 线 极 化 , 或 者 甚至 有 与 这 些 轴 成 45° 方 
向 上 的 极 化 , 其 散射 截面 也 都 等 于 非 极 化 光子 的 散射 截面 . 

用 极 化 光子 探测 的 非 极 化 光子 的 散射 截面 具有 类 似 的 性 质 . 这 个 截面 ， 
我 们 记 作 dc(e), 可 由 (87.12) 式 通过 取 & =0 而 得 到 : 

I、2 
do(é') = 27 人) F'do', F'= Fo+é Bs. (87.16) 

由 (87.12) 式 还 可 以 求 出 二 级 光子 的 极 化 本 身 ; 我 们 将 把 这 个 极 化 参量 记 
作 &(f) 以 便 与 探测 的 极 化 & 相 区 别 . 按照 865 中 给 出 的 规则 , 量 El 等 于 && 
的 系数 和 一 个 与 & 无 关 的 项 之 比 : 


7 = “26, 0 + 343 (87.17) 


} 


(f) _ Fi 
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特别 是 , 对 于 非 极 化 光子 的 散射 
sin2 9 


(pf 0 ef 7 
8 62 ， 63 w/w'+w/w— sin 


(87.18) 
这 里 £1 > 0, 即 二 级 光子 的 极 化 垂直 于 散射 平面 . 二 级 光子 的 圆 极 化 仅 发 生 
在 原始 光子 为 圆 极 化 的 情形 : 仅 当 包头 0 时 才 有 &(n 天 0. 

我 们 来 研究 人 射 光子 完全 线 极 化 的 情形 (名 = 0,&? +&2 = 1), 并 求 出 线 
极 化 的 二 级 光子 探测 的 散射 截面 . 用 光子 极 化 矢量 e 与 e' 的 分 量 表示 参量 & 
与 &, 我 们 得 到 散射 截面 的 如 下 表示 : 


IN\2 / 
do = 二 ($) (3 十 二 一 2 十 4cos2 9 do/， (87.19) 
Ww Ww LU 
其 中 9 为 人 射 光 子 极 化 与 散射 光子 极 化 之 间 的 夹 角 , 包 

按照 这 个 公式 , 截面 的 行为 在 极 化 e 与 e' 相 垂 直 和 相 平 行 两 种 情形 是 完 
全 不 同 的 . 用 下 标 上 与 | 外 区 分 这 两 种 情形 , 在 非 相 对 论 极 限 (w < mm, w' sw) 
我 们 有 
dol =0, dol = "2cos Odo (87.20) 


这 和 经 典 公式 一 致 . 相反 , 在 极端 相对 论 情形 , 我 们 有 w > m, w' srm/(1-cosg). 
这 里 , 必须 区 别 大 角度 和 小 角度 的 两 个 范围 ( 即 w/w' 大 和 小 ): 
1 mdo’ 


1 ff 
dol = do = dl 一 一 


2 Ds We 
= J 
4 <w 4 «wl — cosd)’ ee 


(87.21) 
do 三 0， do = r2 co082 9do， 2 妇 一 . 
Ww 


我 们 看 到 , 散射 截面 在 很 小 的 角度 时 与 其 经 典 值 一 致 . 在 不 是 很 小 的 角度 时 
dcl 与 do 两 个 量 近 似 相 等 意味 着 在 此 范围 , 在 极端 相对 论 情形 , 散射 辐射 是 
非 极 化 的 ; 但 是 , 必须 强调 指出 , 这 个 结论 专门 适用 于 线 极 化 的 人 射 光 子 . 由 
(87.17) 式 很 明显 , 对 于 圆 极 化 的 光子 , 在 极端 相对 论 情形 , 上 0) = &2 .cos. 


极 化 电子 的 散射 


对 极 化 电子 , (87.10) 式 中 阵 迹 的 计算 变 得 很 麻烦 , 尽管 原则 上 并 没 困难 ， 

这 里 我 们 将 仅 给 出 这 个 计算 的 一 些 结果 . @ 

巴 公 式 (87.19) 本 身 可 以 更 简单 地 通过 在 散射 振幅 (86.3) 中 代 人 e = (0,ej,e' = (0, e’), 
然后 计算 三 维 形式 的 平方 振幅 来 推出 (即将 四 维 矢 量 的 时 间 与 空间 部 分 分 离 )， 

将 cos? 6 = (e.e')? 对 方向 e 与 e' 平均 (用 (45.4a) 式 ), 并 将 截面 (对 e’ 求 和 ) 加 倍 ， 
我 们 自然 回 到 (86.9) 式 . 

@ 进一步 的 细节 可 以 在 以 下 评论 性 论文 中 找到 : H. A. Tolhoek, Reviews of Modern 
Physics, 28, 277, 1956; W. H. McMaster, ibid. 33, 8, 1961. 
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一 般 来 说 , 截面 和 初 态 与 终 态 光子 的 极 化 参量 《与 如 都 有 关系 , 也 和 初 
态 与 终 态 电子 的 极 化 (用 矢量 6 与 6 描述 ) 有 关 . 截面 形式 为 


Pe 
do = sdo(é,€)+ 37 (和 do'{f :6é2+f' C6é2+g96 2+9 6 2+Girkidkt::}, 

(87.22) 
其 中 do(é&,&') 为 截面 (87.12). 所 有 包含 两 个 极 化 参量 乘积 的 项 都 在 (87.22) 式 
中 写 出 . 而 包含 三 个 或 四 个 参量 的 项 则 略 去 ; 它们 是 不 重要 的 , 可 看 成 是 两 个 
粒子 的 极 化 之 间 的 关联 , 并 且 在 另外 两 个 粒子 的 极 化 参量 等 于 零 时 消失 . 以 下 


为 实验 室 系 中 一 些 系数 的 数值 : 


Pe CO ood 
m 

f'= 区 cos 9), 

| (87.23) 
_ 1—cos 人 ww _ 1 
人 (ecosd 由 (1+cot) yam k )|， 

1 — cosd WwW 二 wr 
Ri 有 一 —— (kk 
g [ 十 kk cosV) 一 (1 十 cos 9)— 二 p(k k ) 


戴 面 (87.22) 不 包含 G .& 形式 的 项 . 这 意味 着 电子 的 极 化 对 非 极 化 光子 
散射 的 总 截面 (对 &, C' 求 和 ) 没有 影响 . 截面 中 也 没有 Gy .& 形式 的 项 . 这 意 
味 着 , 在 非 极 化 光子 的 散射 中 , 反 冲 电子 没有 极 化 . 
我 们 还 看 到 , 在 电子 与 光子 极 化 的 双 线性 项 中 只 包含 参量 包 与 总 它们 
对 应 光子 的 圆 极 化 . 电子 的 极 化 矢量 C 与 C 以 标量 积 了 .C 等 的 形式 出 现 , 它 
只 包含 这 些 矢量 在 散射 平面 上 的 投影 . 因此 , 例如 , 极 化 光子 被 极 化 电子 的 散 
射 截面 
do(é,6) -do 二 3 (ST) 6f Cao (87.24) 


与 do(é) 的 差别 只 是 在 光子 为 圆 极 化 的 而 电子 的 平均 自 旋 在 散射 平面 上 有 非 
零 的 投影 . 由 于 同样 的 原因 , 反 冲 电子 只 有 当 光 子 为 圆 极 化 时 才 是 极 化 的 ; 由 
此 所 得 到 的 电子 极 化 矢量 应 在 散射 平面 上 : 


c(1) = tg (87.25) 


最 后 , 我 们 将 从 普遍 的 对 称 性 要 求 得 出 一 些 关 于 光子 被 电子 散射 时 极 化 
效应 的 定性 性 质 . 


887 光子 被 电子 散射 . 极 化 效应 - 359 . 


圆 极 化 的 参量 名 是 一 个 寿 矢 量 ( 见 88). 因此 , 从 P 不 变性 要 求 得 出 , 在 
散射 截面 中 与 & (或 与 总 ) 成 正比 的 项 只 能 出 现在 & 与 某 个 由 矢量 天 与 有 构 
成 的 帮 标 量 的 乘积 中 .外 但 是 一 个 寿 标 量 是 不 可 能 由 两 个 极 矢量 构成 的 . 因此 
得 出 结论 , 在 截面 中 不 可 能 出 现 这 样 的 项 . 

线 极 化 参量 & 与 6&3 是 和 如 下 二 维 对 称 张 量 的 (在 与 玉 垂 直 的 平面 上 ) 分 
量 相 联 系 的 : 

1 1 {1l+és 4 

se BoB +o 3 (te 
在 现在 的 情形 , 一 个 极 化 轴 取 为 沿 矢量 vy = kk x k’' 的 方向 , 另 一 个 则 在 kk 与 k 
的 平面 上 (一 个 光子 沿 k xv 方向, 而 另 一 光子 则 沿 k' xv 方向 ). 与 & 成 正比 
的 项 只 能 作为 乘积 Sapva(k' x v)a (或 等 价 地 Sapvaks) 等 出 现在 截面 中 . 但 是 
由 于 vw 是 一 个 轴 矢 量 , k 是 一 个 极 矢量 , 并 且 Se 为 真 张 量 , 因此 , 这 样 的 乘积 
对 反 演 不 是 不 变 的 . 因此 , 在 截面 中 也 没有 与 & (或 与 名) 成 正比 的 项 . 然而 ， 
与 6 (或 与 台 ) 成 正比 的 项 则 可 作为 乘积 Sevazve 等 出 现 , 而 不 被 对 称 性 考虑 
所 禁 戒 . 

在 截面 中 与 电子 极 化 6 成 正比 的 项 并 不 被 宇 称 所 禁 戒 : 这 样 的 项 可 以 由 
两 个 轴 矢 量 的 乘积 6.v 产生 . 然而 , 它们 必须 不 出 现在 微 扰 论 第 一 级 非 零 近 
似 中 , 因为 散射 矩阵 在 这 个 近似 下 是 厄 米 的 (871). 由 于 这 个 性 质 , 散射 振幅 的 
平方 (和 截面 ) 在 初 态 与 终 态 交换 时 是 不 变 的 . 与 此 同时 , 截面 必须 在 时 间 反 
演 下 不 变 , 即 交 换 初 态 与 终 态 同时 改变 所 有 粒子 的 动量 与 角 动 量 矢量 的 符号 ; 
因此 , 斯 托 克 斯 参量 各, &, &3 是 不 变 的 ( 见 §8). 将 这 两 个 要 求 结 合 起 来 , 我 们 
发 现在 所 考虑 的 近似 下 , 截面 必须 在 改变 所 有 动量 与 角 动 量 符号 而 不 交换 初 
态 与 终 态 下 是 不 变 的 , 即 在 & 与 &' 不 变 下 作 变 换 : 


ko—k, ko-k, Cm-6 Cn -6 (87.26) 


这 个 变换 (87.26) 改变 乘积 6.z 的 符号 , 因此 这 样 的 项 不 可 能 出 现在 截 
面 中 . 然而 , 必须 强调 指出 , 这 个 禁 戒 并 非 对 称 性 严格 要 求 的 结果 , 因此 , 在 微 
扰 论 的 更 高 级 近似 中 不 再 能 够 应 用 . 

在 光子 极 化 之 间 的 双关 联 的 项 中 , 只 有 形 为 &1és 与 &2é&3 的 项 被 宇 称 所 禁 
止 , 而 光子 -电子 关联 中 没有 一 项 是 被 禁 戒 的 . 但 是 , 所 有 形 为 &1&2, 6c, a 
的 项 在 一 级 近似 都 被 在 变换 (87.26) 下 不 变 的 要 求 所 禁止 . 比如 , 形 为 &1& 与 
&16 的 项 可 以 构成 (至 今 仅 涉及 宇 称 ) 诸如 总 Sa6 久 va 与 Sapk'val -k 这样 的 
标量 , 但 是 , 这 样 的 组 合 在 变换 (87.26) 下 将 变 号 . 

我 们 在 实验 室 系 中 考虑 这 个 过 程 , 这 时 p = 0, z = kk'. 很 明显 , 对 称 性 要 求 
的 有 关 结 论 (在 截面 中 存在 或 不 存在 某 些 特殊 项 ) 并 不 依赖 于 参考 系 的 选择 . 
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容许 的 形 为 &26 的 关联 项 是 可 以 构成 的 , 作为 &26 .kk 类 型 的 乘积 . 电子 极 
化 矢量 在 其 中 仅 作 为 在 散射 平面 上 的 投影 出 现 . 
最 后 , 从 交叉 对 称 的 要 求 可 以 得 出 容许 项 的 系数 之 间 的 一 系列 关系 . 差别 
只 是 交换 初 态 与 终 态 光子 的 反应 道 对 应 于 同一 过 程 一 一 光子 被 一 个 电子 散 
射 其 振幅 的 模 平方 , 并 因此 其 散射 截面 必须 在 从 一 个 反应 道 变 到 另 一 反应 道 
的 变换 下 是 不 变 的 : 


大 一 有 ee 
电子 动量 和 极 化 不 变 . 这 个 变换 的 三 维 形式 为 
WwW 《下 一 ， ko —k’, 
ol to-6 6 0 6. 


&2 变 号 由 表示 式 &2 = ie x e* :n 看 是 明显 的 , 其 中 的 矢量 exe* 在 e 与 e@e* 
交换 时 将 变 号 , 而 矢量 n = kf/w 在 变换 一 -jw 呈 一 w 时 保持 不 变 . 变换 
(87.27) 不 影响 电子 动量 并 因此 保持 实验 室 系 不 变 . 所 以 , 截面 (87.22) 在 此 变 
换 下 不 可 能 改变 其 形式 , 而 且 事 实 上 , (87.12), (87.22), (87.23) 式 也 遵从 这 个 
要 求 . 


$88 电子 对 的 双 光 子 潭 没 


电子 与 正 电 子 (其 四 维 动量 分 别 为 p_ 与 p+) 洒 没 生成 两 个 光子 (ki 与 
k2) 对 应 如 下 两 个 费 曼 图 


kK1 一 一- p- 大 2 一 一 p— 
| (88.1) 
K2 一 一 w- 一 2 二 ki 一 一 “一 一 D+ 


这 些 图 与 光子 被 电子 散射 的 图 的 区 别 如 下 : 


(87.27) 


pp-, pp -p+ k=—k, k =k. (88.2) 


这 两 个 过 程 是 同一 (广义 的 ) 反应 的 两 个 交叉 道 . 在 作 变 换 (88.2) 后 , 运动 学 
不 变量 (86.2) 变 为 


s=(p-— k1)2, 
t=(p- +p+)? = (ki + k2)”, (88.3) 
vw 二 (p— > k2)?. 


如 果 光 子 散射 是 s 道 , 那么 漂 没 就 是 t 道 . 


§88 ”电子 对 的 双 光 子 潭 没 人 


对 于 洒 没 过 程 的 量 |MHi|” (对 电子 极 化 平均 并 对 光子 极 化 求 和 ), 在 用 不 
变量 s 与 4 表示 时 , 是 和 散射 对 应 的 量 相同 的 , 只 是 不 变量 的 含义 改变 了 .在 
截面 的 公式 (64.23) 中 , |Mpil* 的 系数 需要 作 改 变 s 而 按照 (64.15a) 式 , 到 


等 于 tlt _ 4m2). 在 公式 (86.6) 中 作 适 当 的 替代 , 我 们 求 出 漂 没 截面 为 


 。 2 mds mz m2 ) 
re 一 4m2) (G5 Tm 
m* m2? 1/s—-m wu—m? 

Er 4 (+ 人 全) Se 

淹没 道 的 物理 区 为 867 中 图 7 的 区 域 I. 对 给 定 的 t (给 定 的 质心 系 能 量 )， 

s 的 变化 范围 由 边 值 方程 su = ms 确定 ， 和 关系 式 s 十 t 十 4 = 2m? 一 起 , 这 

给 出 

-5 一 VE —4m2)<s—m’< -5 十 VE 一 4m2). (88.5) 

(88.4) 的 积分 是 初等 的 ; 考虑 到 两 个 终 态 粒子 (光子 ) 的 全 同性 , 结果 必须 
除 以 2. 于 是 , 我 们 有 


-ze |(" 和 3)™ Yt - (r+ DV (88.6) 


其 中 7+= 7t/m? (P. A. M. Dirac, 1930). 
在 非 相 对 论 极 限 (7 一 1), 这 给 出 








= - 2 ( 非 相 对 论 情形 ). (88.7) 
而 在 极端 相对 论 极限 (7 -00)， 
Te (tn4r -1) (极端 相对 论 情形 ). (88.8) 
在 实验 室 系 , 一 个 粒子 (比如 电子 ) 碰撞 前 是 静止 的 , 不 变量 7 为 
T= (1 +7，7= 并 . (88 .9) 
公式 (88.6) 一 (88.8) 给 出 总 截面 与 人 射 正 电子 能 量 的 依赖 关系 
ee 二 TT nl sy ry 有 二 (88.10) 


包 这 考虑 到 光子 和 电子 有 相同 的 独立 极 化 数目 (2), 因此 对 哪 一 个 平均 哪 一 个 求 
和 是 不 重要 的 . 
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特别 是 , 在 非 相对 论 极限 包 
o 二 xr2/v4+ ( 非 相 对 论 情形 )， (88.11) 
其 中 v4 为 正 电子 的 速度 . 
在 质心 系 中 , 电子 , 正 电子 和 两 个 光子 有 相等 的 能 量 , e = w. 不 变量 为 


m2 —s=2e(e—|p|lcos0), mo 一 =2e(e 十 |Pplcosg)， 


(88.12 
t = 452， 


其 中 9 为 电子 动量 与 一 个 光子 动量 间 的 夹 角 . 将 (88.12) 代入 (88.4), 得 到 沽 没 
光子 的 角 分 布 : 


_ r2m2 = 十 pz2(1+sin2b) 2p4sin 0 
4elp| 





Ee2 — p? cos20 (a2 — p? cos2 0)? 的 (Se 


在 极端 相对 论 情形 ,在 6=0 与 60=r 方 向 有 对 称 的 极 大 值 .在 0= 0 附近 ,我 
们 有 


2m2d a 
do ~ Taal Fa (极端 相对 论 情形 )， (88.14) 


由 (88.6) 得 到 的 总 截面 为 : 











(88.15) 


其 中 v= |p|/e = Ve? 一 m2/e 为 碰撞 粒子 的 速度 . 

我 们 不 在 这 里 讨论 潭 没 中 的 极 化 效应 的 细节 , 乌 而 只 是 讨论 这 些 效 应 在 碰 
撞 粒 子 速度 v 大 与 小 的 极限 情形 下 的 茶 些 定性 特征 . 讨论 将 在 质心 系 中 进行 . 

在 v 一 0 的 极限 , 只 有 相对 运动 轨道 角 动 量 ! = 0 的 态 对 截面 有 非 零 的 贡 
献 . 但 是 , 电子 二 正 电 子 系统 的 9 态 的 宇 称 为 负 的 (827, 习题 ). 在 双 - 光 子 系 
统 的 奇 态 , 它们 的 极 化 是 互相 正 交 的 (89). 因此 在 非 相 对 论 极 限 , 淹没 光 子 也 
必定 是 同样 的 . 

如 果 电 子 和 正 电子 是 极 化 的 , 它们 的 淹没 (仍然 在 非 相 对 论 极限 ) 只 有 当 
它们 的 自 旋 反 平 行 时 才 是 可 能 的 : 因为 源 没 发 生 在 5S 态 , 系统 的 总 角 动 量 等 
于 粒子 的 总 自 旋 , 而 此 总 自 旋 在 自 旋 平行 时 为 1. 然而 , 双 - 光 子 系统 不 存在 总 
角 动 量 为 1 的 态 ( 见 89). 

@ 然而 , 在 v4 <ea 与 电子 对 内 部 的 库仑 作用 不 能 忽略 时 , 这 个 公式 不 再 适用 ; 参见 


894 的 末尾 . 
@ 参见 W. H. McMaster, Reviews of Modern Physics 33, 8, 1961. 


§88 电子 对 的 双 光 子 潭 没 . 363 ， 


在 极端 相对 论 极限 ( 一 1), 纵向 极 化 (螺旋 性 ) 的 电子 与 正 电 子 的 沽 没 
只 有 当 它 们 的 螺旋 性 有 相反 符号 时 才 有 可 能 发 生 .9 在 此 极限 , 螺旋 性 粒子 的 
行为 如 同 中 微 子 ( 见 880 末尾 ), 漂 没 的 电子 与 正 电子 必须 类 似 于 中 微 子 与 反 
中 微 子 , 因此 得 到 如 下 结论 . 

在 极端 相对 论 情形 , 具有 相同 螺旋 性 的 电子 与 正 电 子 只 有 当 考 虑 包含 m 
的 项 才 会 发 生 漂 没 . 这 个 过 程 的 振幅 与 平行 自 旋 的 一 对 粒子 的 肖 没 在 数量 级 
上 相差 一 个 因子 m/e; 因而 截面 相差 一 个 因子 (m/s)?. 


习 是 


求 在 两 个 光子 的 碰撞 中 生成 一 个 电子 对 的 截面 (G. Breit, J. A. Wheeler， 
1934). 
解 : 这 是 一 个 电子 对 淫 没 为 两 个 光子 的 逆 过 程 . 这 两 个 过 程 的 平方 振幅 是 
相同 的 , 它们 与 截面 的 关系 差别 只 是 在 后 一 过 程 12 二 (如 名) = 82. 因此 
t — dm’ 


doform = doann t 。 





在 质心 系 中 (t 二 4e? 一 42)， 
dotorm 一 udoann， 


其 中 wv 为 这 个 电子 对 组 分 的 速度 . 在 积分 得 到 总 截面 时 ,结果 不 必 除 以 2 (如 
在 淫 没 情形 一 样 ), 因为 两 个 终 态 粒子 (电子 与 正 电 子 ) 不 是 全 同 粒子 . 因此 ,在 
质心 系 中 ， 


1 1 
Oform = 2V20ann = FTre(1 — v2) {6 — v4)in I 二 一 2u(2 一 四】 (1) 





在 两 个 光子 ki 与 io 相反 方向 运动 的 任意 参考 系 KK 中 , 我 们 有 (由 kik。 
的 不 变性 ) 
LU1L2 = w?, 
其 中 心 为 质心 系 中 的 光子 能 量 . 由 于 这 个 能 量 等 于 电子 对 组 分 的 能 量 , 我 们 
有 w=e=m/VY(l 一 仿 ). 因此 为 了 变 到 KK 参考 系 , 我们 必须 在 (1) 中 取 


m2 


W102 | 


Q 因为 粒子 动量 的 方向 相反 (在 质心 系 中 ), 相反 符号 的 螺旋 性 对 应 平行 自 旋 . 





v=4/1— 
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889 电子 偶 素 的 淹没 


由 于 动量 守恒 , 电子 偶 素 中 电子 与 正 电 子 的 淹没 必定 伴随 至 少 两 个 光子 
的 发 射 . 然而 , 这 样 的 衰变 (在 基态 ) 仅 对 仲 电子 偶 素 才 是 可 能 的 . 在 89 我 们 
已 经 证 明 , 一 个 双 光 子 系统 的 总 角 动 量 不 可 能 是 1 . 因此 , 处 于 Si 态 的 正 电 
子 偶 素 不 可 能 衰变 为 两 个 光子 . 而 且 , 由 于 ”51 态 的 电子 偶 素 为 电荷 宇 称 - 奇 
的 系统 ( 见 827 习题 ), 弗 里 定理 (879) 表明 它 不 可 能 衰变 为 任何 偶数 个 光子 . 
另 一 方面 , 在 150 态 电 子 偶 率 为 电荷 宇 称 - 偶 的 系统 , 因此 仲 电 子 偶 素 衰变 为 
任何 奇数 个 光子 是 被 禁 戒 的 . 

因此 , 决定 电子 偶 素 寿命 的 主要 过 程 对 仲 态 电子 偶 素 为 双 光 子 潭 没 , 而 对 
正 态 电 子 偶 素 则 为 三 光子 淹没 (H. fH. Howepaaaygk, 1948). 衰变 概率 可 以 和 
自由 电子 对 的 源 没 截面 相 联系 . 

在 电子 偶 素 中 电子 与 正 电子 的 动量 为 ~ me?/fh, 即 与 mc 相 比 是 小 的 . 因 
此 , 在 计算 沽 没 概率 时 , 我 们 可 以 取 两 个 粒子 静止 处 于 原点 的 极限 . 设 52%y 为 
一 个 自由 电子 对 的 双 光 子 漂 没 截面 对 两 个 粒子 的 自 旋 方向 平均 的 结果 . 在 非 
相对 论 极 限 , 按照 (88.11) 式 , 呈 


e2 \“c 

G27 一 区 ( 坊 ) 本 (89.1) 
其 中 多 为 粒子 的 相对 速度 . 淹没 概率 五 2v, 由 52% 乘 以 流 密度 vjw(0)|? 得 出 . 这 
里 w(7) 为 电子 偶 素 基态 归 一 到 1 的 波 函 数 : 


2 
me? 





1 —r/& 
D7) a 
电子 偶 素 的 玻 尔 半径 a 为 氢 原 子 玻 尔 半径 的 两 倍 , 因为 其 约 化 质量 为 氨 原 子 
的 一 半 . 然而 , 这 个 概率 对 应 于 初 态 对 自 旋 的 平均 , 而 在 电子 偶 素 中 一 个 双 粒 于 
系统 的 四 个 可 能 的 自 旋 态 中 只 有 一 个 (总 自 旋 为 0) 态 可 能 及 生 肥 六 了 齐 没 过 
并 因此 


(89.2) 


亿 


wo = 4| 人 (0)|“ (v52y)v 0. (89.3) 
将 (89.1), (89.2) 式 的 值 代 入 , 我 们 得 到 仲 电 子 偶 素 的 寿命 : 
70 = 一 = 1.23 x 10-10s. (89.4) 


Q@ (89.1) 一 (89.7) 式 采 用 通常 的 单位 . 
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应 该 指出 , 能 级 的 宽度 如 = jm 与 能 级 的 能 量 


4 2 
| 硅 ZF = me 本 


相 比 较 是 小 的 . 由 于 这 个 原因 , 电子 偶 素 可 以 看 成 为 一 个 准 稳定 态 . 
用 类 似 方法 , 我 们 求 出 正 电 子 偶 素 的 衰变 概率 与 一 个 自由 电子 对 的 三 - 光 
子 潭 没 的 目 旋 平均 截面 之 间 的 关系 : 


4 4 
Wi = 3 Yay = 5l%(O) (v5ar)u 0 (89.5) 


( 自 施 为 1 的 统计 权重 为 7). 我 们 可 以 预先 给 出 结果 


_ 4(x—9c /ee e 
U3”Y 二 i ( 坊 ) 。 (89.6 ) 


因此 , 正 电 子 偶 素 的 寿命 为 


9 


一 2(n2 二 9) mc2a5 一 .4X 10-7S. (89.7) 
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不 等 式 交 妇 |Egr| 在 这 里 可 以 比 在 仲 电子 偶 素 中 更 好 地 得 到 满足 . 
现在 我 们 来 计算 一 个 自由 电子 对 的 三 -光子 淹没 的 截面 (A. Ore，J. LL. 
Powell, 1949). 按照 (64.18) 式 , 在 质心 系 中 这 个 截面 用 平方 振幅 表示 为 
4 12 
dos” 二 EY esl Bp, 十 kk。 十 ka)6(wi 十 wo 十 wa 一 2m) 
d3k1d3k2d3ka 
ET 
其 中 , 按照 (64.16) 式 , 了 = 2m. 3mv = m2v,v 为 电子 与 正 电 子 的 相对 速度 ( 候 
设 很 小 ); ki, kz, ja 与 ww2,ws 为 生成 光子 的 波 矢 与 频率 ; 8 函数 表示 能 量 与 
动量 守恒 定律 .由 于 这 些 定律 , 三 个 频率 wi,wa,ws 必须 由 一 个 周 长 为 2m 的 三 
角形 表示 . 于 是 , ki,k2, ks 的 大 小 和 它们 之 间 的 夹 角 由 指定 两 个 频率 而 完全 
确定 . 
三 光子 淫 没 过 程 对 应 的 费 曼 图 为 


~ 用 一 
Ps 
wr 


- 366 . 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 
以 及 由 此 图 交换 光子 和 a, kz, ks 得 到 的 五 个 图 . 振幅 可 写成 
Myi = (4r)3/2eA "ele a -pr) QM vu(p_), (89.9) 


其 中 
QW = > VG(ks — pH) Gp — kh)y”, (89.10) 

int. 
求 和 对 光子 序号 1 2 3 的 所 有 交换 并 同时 交换 对 应 的 张 量 指标 和 , 1,v 进行 . 
振幅 的 模 平方 要 对 电子 与 正 电 子 的 极 化 求 平均 并 对 光子 的 极 化 求 和 , 结果 为 


7 > [Mil? = (4n)3tr {pr ON p_ Oa) (89.11) 
polar. 
其 中 ; 
区 3(7p- +m)， p+ 二 5(YPp+ — mm). 


矩阵 可 和 和 矩阵 Qxux 的 区 别 在 于 其 中 求 和 的 每 一 项 中 的 因子 的 顺序 是 倒 
过 来 的 . 在 所 考虑 的 极限 情形 下 , 电子 和 正 电 子 速度 是 小 的 , 其 三 维 动量 p_ 
与 p+ 可 以 取 为 零 , 设 p_ = p+ = (m,0). 于 是 电子 的 格林 函数 为 


7p_- 一 7kz 十 mm _—7Yki+m(y +1) 


Ws 人 一 pm)2 一 m2 —2mwi 


等 等 , 密度 和 矩阵 则 简化 为 
PF = = 土 1). 
在 (89.11) 式 中 的 乘法 运算 将 产生 大 量 的 项 , 但 是 通过 运用 交换 光子 的 对 
称 性 可 以 使 需要 计算 的 项 数 大 大 减少 . 比如 , 在 Qu (89.10) 中 乘 得 的 6 项 每 
个 只 需要 与 Guv 中 的 一 项 相 乘 即 可 . 于 是 在 其 余 6 个 阵 迹 中 , 我 们 又 可 以 选 
择 某 个 部 分 通过 各 种 互相 交换 光子 而 变换 得 出 . 在 阵 迹 展开 时 出 现 的 四 维 秋 
晤 bp, k1, k2, ka 的 乘积 都 可 以 用 频率 1，w2，W3 表示 . 因为 Dp 二 (m, 0), 我 们 有 
pki = mwi,…. 乘积 kik2,… 由 四 维 动量 守恒 方程 : 2p = i 十 kz 十 ks 确定 ; 比 
如 , 将 此 方程 写成 2p 一 ks = ki 十 kz 形式 并 取 平 方 , 我 们 有 


kikz = 2m(m 一 w3) (89.12) 
计算 依然 相当 元 长 , 其 结果 为 


2 2 2 
:5 IMsil? = (4r)3es . 16 (2) 和 (= 人 1 (2 2 ) | 
(Wows W1W3 WwW1w2 


4 
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将 此 式 代 和 人 (89.8), 我 们 得 到 三 光子 淹没 的 微分 截面 : 


es m— wi\? m— wa \? m— wa\” 
Nm2v WWws W1tWa (Wily 
d3ki1d3k2d3 ks 
LU12U3 


其 中 的 5 函数 仍 有 待 消 去 . 第 一 个 8 函数 通过 对 dsks 积分 移 去 , 于 是 我 
们 可 写 出 











xS(k] 十 ko 十 ka)0(w1 十 2 十 3 一 2m) (89.13) 


dS kd ks 一 4nw?dwi . 2nw2d(cos O12)dw2, 


其 中 912 为 ki 与 ks 间 的 夹 角 ; 假设 对 kl 的 方向 以 及 对 ks 相对 于 ki 的 辐 角 
的 积分 已 经 完成 . 对 如 下 方程 微 商 


wa = Vw? + wa + 2w1w2 cos O12, 


W3 
dcosbio = 一 -一 dwa3. 
(WILWD 


第 二 个 8 函数 通过 对 dws 积分 移 去 . 得 到 的 生成 有 指定 能 量 光子 的 淹没 截面 
为 


有 ] 8e6 m 一 wa x mm 一 wo : mC— wi . di dw (8914 
“2 Gum (2 ) +( WwW1W3 ) +( Wawa ) des (89,14) 
包括 因子 1/6 是 考虑 到 在 对 频率 的 积分 中 光子 的 全 同性 (参见 864 的 第 三 个 
脚注 ). 

每 个 频率 wi, wz, ws 都 可 以 在 0 和 m 间 取 值 ; 这 后 一 数值 可 以 被 两 个 频 


率 达 到 , 当 第 三 个 频率 为 零 时 . 对 给 定 的 wi, 频率 wz 在 m 一 w 与 m 间 变 化 . 
将 (89.14) 式 对 dws 在 这 两 个 值 之 间 积 分 , 我 们 就 得 到 衰变 光子 的 谱 分 布 : 


我 们 求 出 





_ 8e6 
do3y 一 gmat (1 )dw1, 
wm 一 w) 2m- 2mm) mm wl, mw 
F(A) = nl 
(wy) (2m — wi)? Ww1 本 co (2m — wi)3 . 


晴 数 F(wi) 单调 地 从 零 ( 当 wi = 0) 增加 到 1 ( 当 w = m), 如 图 14 所 示 . 
总 的 淹没 截面 由 式 对 两 个 频率 积分 得 到 : 


(wi 二 wo 一 (wi + wo — mm) 
O37 = 3 3 [ 有 ww ~ 一 一 一 一 一 一 Qwldw>， 


积分 得 到 的 数值 为 (m2 一 9)/3 , 于 是 我 们 回 到 了 (89.6) 式 . 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
wi/m 


图 14 
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按照 经 典 理论 (第 二 卷 , 874), 一 个 在 恒定 磁场 五 中 运动 的 极端 相对 论 电 
子 将 发 射出 准 连续 谱 的 光 , 其 最 大 频率 为 





3 
CR (二 ) (90.1) 
其 中 
ee el (90.2) 
|p| Ee 


为 具有 能 量 e 的 电子 在 垂直 于 磁场 的 平面 的 圆 轨 道上 的 回转 频率 . 我 们 将 
假设 电子 的 纵向 速度 (平行 于 磁场 及 ) 为 零 , 这 一 所 通过 适当 选择 参考 系 总 能 
做 到 . 

在 同步 辐射 中 的 量子 效应 来 目 两 个 方面 : 电子 运动 的 量子 化 和 发 射 光子 
时 的 量子 反 冲 . 后 者 由 比值 名/e 决定 , 并 且 知 要 让 经 典 理论 可 以 应 用 , 这 个 值 
必须 是 小 的 . 因此 采用 如 下 参量 是 方便 的 : 


(90.3) 


CG 一 一 


其 中 Ho = m?/|lel 有 (= m2e3/|el) = 4.4 x 1013G. 在 经 典 情形 , x ~ w/e 之 1. 在 
相反 的 极限 (x 六 了, 发 射 光 子 的 能 量 jw ~ e, 并且 (我 们 下 面 将 看 到 ) 光谱 的 
有 效 区 域 扩 展 到 这 样 一 个 频率 , 在 此 频率 发 射 光 子 后 的 电子 能 量 为 


Ho 
/ oo———— 
< 一 于 万， (90.4) 


@ 在 本 节 中 ,我 们 取 c。=1, 但 保留 因子 所 
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假如 电子 保持 为 极端 相对 论 的 , 磁场 必须 满足 如 下 条 件 : 


H 
到 1. (90.5) 
电子 运动 的 量子 化 本 身 由 比值 jiwo/e 表示 ; fiwo 为 电子 在 一 个 磁场 中 运 
动 时 , 其 相 邻 能 级 的 间隔 . 由 于 
hiwo H /ma\? 
人 的 


E Hp 
由 (90.5) 式 得 出 fwo 入 s, 即 对 所 有 的 x 值 , 电子 运动 都 是 准 经 典 的 . 也 就 是 
说 , 电子 的 动力 学 变量 算 符 间 的 不 可 对 易 性 ( 量 级 为 fwo/e) 可 以 忽略 , 但 是 ， 
这 些 算 符 与 光子 场 算 符 的 不 可 对 易 性 ( 量 级 为 及 /e) 却 是 不 可 忽略 的 .@ 

在 外 场 中 一 个 电子 的 定 态 准 经 典 波 函数 可 写成 如 下 符号 形式 


y = (2 育 )-1/au( 有 exp (到 pe (90.6) 


其 中 p(r) ~ exp(iS/ 拟 为 无 自 旋 粒子 的 准 经 典 波 函 数 (S(r) 为 其 经 典 作 用 量 ); 
vu( 人 为 双 旋 量 算 符 : 


(H+m)i/2w ) 


2 he 


它 由 双 旋 量 平面 波 振幅 w(p) (23.9) 式 , 将 其 中 p 与 = 换 成 如 下 算 符 得 出 :@ 
b=P-eA=-iivy 一 e4， 育 = ( 访 上 mm2)12， 


其 中 P 为 粒子 在 矢 势 为 4(r) 的 场 中 的 广义 动量 . 少 中 算 符 因子 的 顺序 是 
不 重要 的 , 因为 它们 的 不 可 对 易 性 是 可 忽略 的 , 电子 的 自 旋 态 由 三 维 旋 量 w 
决定 . 

为 了 计算 准 经 典 情形 光子 发 射 的 概率 , 较 方 便 的 是 不 从 微 扰 论 的 最 后 公 
式 (44.3) 出 发 , 而 从 一 个 尚未 对 时 间 进 行 积分 的 公式 出 发 . 对 于 总 的 (覆盖 所 


同步 辐射 量子 问题 的 完全 解 首先 是 由 H. II. Knemwkos (1954) 给 出 的 , 而 第 一 个 
对 经 典 公 式 作 量子 修正 的 是 A. A. Coxonon, H. I1. Krenmrkoa 与 WW. M. Tepaoa (1952). 
这 里 给 出 的 推导 , 明显 地 用 到 了 运动 是 准 经 典 的 事实 , 是 由 B. H. Baitep, B. M. Karxkos 
(1967) 给 出 的 . 类 似 的 方法 J. Schwinger (1954) 较 早 曾 在 推导 辐射 强度 的 量子 修正 中 
用 过 . 
@ 与 第 四 章 不 同 , 在 本 节 中 广义 动量 用 大 写字 母 已 标记 , 而 p 则 用 来 标记 通常 的 
(运动 学 ) 动量 . 


. 370 . 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 
有 时 间 ) 微分 概率 , 我 们 有 
dk 
dw 一 > orl tars Qfi 一 [. Vri(t)dt (90.7) 
(参见 第 三 卷 (41.2) 式 ); 求 和 对 电子 的 终 态 进行 . 


利用 (90.6) 式 , 我 们 可 以 用 算 符 形式 写 出 发 射 一 个 光子 w,k 的 矩阵 元 
Vpi(t) 





eV4T i 一 人 viT(D 
Vei(t) = — VD |; SAD (kt) 2 


Xe ne 中 exp -ij id3z， 
其 中 方 括 号 中 的 算 符 作用 于 左边 ; 光子 场 取 三 维 横 回 规范 的 表示 . 两 个 因子 
exp( 土 i 和 Ht/ 甩 ) 将 它们 之 间 的 薛 定 刘 算 符 转化 为 海 森 伯 绘 景 与 时 间 明 显 相关 的 
算 符 . 我 们 可 将 Vyi(t) 写成 如 下 形式 


Vri(t)= € 二 (/ Q(t he 


其 中 Q(t) 标记 海 森 伯 算 符 
wf (B) 
(2H)1/2 


矩阵 元 是 相对 于 函数 py, wi 而 取 的 . 
在 (90.7) 式 中 的 求 和 是 对 所 有 终 态 波 函 数 py 进行 的 , 并 用 到 方程 


》 po;(r)eor(r) = 6(r’ —7), 
f 





(a . JE Pp) (90.8) 


G0) = i 


此 式 表示 函数 py 的 完备 性 . 结果 为 


2 3 
i 所 / dt / dt -ea-ta) (0Q+ (ta) QI (90.9) 
如 果 积 分 对 足够 长 的 时 间 间 隔 进 行 , 1, 刀 可 换 成 新 的 变量 : 
T=t2—t1, t= 1 


oO 取 Vyi(t) 一 VFi expt{iw pit), 我 们 求 出 Qf 一 2nxVrid(W fi), 而 因为 6 项 数 的 平方 取 为 
[8(w)]?2 一 (it/2r)8(w), 其 中 为 总 的 观测 时 间 (参见 (64.5) 式 的 推导 ), 我 们 由 (90.7) 式 对 
单位 时 间 的 概率 得 到 公式 (44.3). 
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并 且 在 对 t 的 积分 中 , 被 积 函 数 可 以 看 成 是 单位 时 间 的 发 射 概率 . 乘 以 fiw, 我 
们 就 得 到 强度 


六 二 idk / ei (ilQt (t+ 了 | Q(t— 2) [dr. (90.10) 


一 个 极端 相对 论 的 电子 的 辐射 进入 一 个 相对 于 其 速度 wv 角度 为 6 和 ~ m/e 
的 容光 锥 内 . 因此 , 在 给 定 方向 n= k/w 的 辐射 是 在 一 段 轨迹 上 形成 的 , 这 段 
路 径 上 w 转 了 一 个 角度 ~ m/e. 这 段 轨迹 在 这 样 一 段 时 间 7 内 走 过 , 它 使 得 
Ts Two ~ m/e 1. 正 是 这 个 区 域 对 于 按 T 的 积分 给 出 了 主要 贡献 . 因此 ， 
在 接 下 来 的 计算 中 , 我 们 将 所 有 的 量 展开 为 wor 的 级 数 . 但 是 , 在 展开 式 中 必 
须 保 留 比 领头 项 更 多 的 项 ,由 于 1-mm、~ 扩 ~(m/e) 其 中 会 有 项 的 相 消 
发 生 . 
如 果 将 算 符 Q+Q@ 简化 为 可 对 易 算 符 的 乘积 (到 必要 的 精确 程度 ), 那么 ， 
取 对 角 和 矩阵 元 (让 …| 分 就 等 价 于 用 对 应 量 的 经 典 (与 时 间 相 关 ) 值 代 替 这 些 算 
符 . 这 个 目标 可 用 如 下 方法 达到 . 
按照 前 面 的 讨论 , 在 @(t) 的 表示 式 中 只 需要 考虑 电子 算 符 与 光子 场 算 符 
exp( 一 i .7(t)) 之 间 的 不 可 对 易 性 . 我 们 有 
去 一 这 了 = 6 7 他 二 hk), 
(90.11) 
H(Pe kT = eik?H(D— ik). 
得 到 这 些 公式 是 由 于 ei*'? 为 动量 空间 的 位 移 算 符 . 利用 (90.11) 式 , 我 们 可 
以 将 (90.8) 中 的 算 符 -wD 向 左 移 到 外 边 , 并 将 G(t) 写成 





a i 全 ur (PD) ‘ 
Q(t) = exp[—ik .F(R R(t) = pa (a . 7 (90.12) 
其 中 身 = 和 -jv, PF =D fik. 
于 是 
G+ O01 = feikie-ikhi (90.13) 


此 处 及 以 后 , 下 标 1 与 2 标记 该 量 分 别 在 三 一 t 一 57 与 刀 =t++ 2r 时 刻 的 值 
剩 下 的 事情 是 计算 两 个 不 对 易 算 符 eik 六 与 e- 记 色 的 乘积 . 这 个 乘积 本 身 可 
以 看 成 为 与 其 余 因子 对 易 的 算 符 . 
我 们 写 出 
L(7) = e-ivreik'fa eikt ， (90.14) 
这 是 在 (90.10) 式 中 出 现 的 算 符 的 组 合 . 算 符 eiBr 为 时 间 平 移 算 符 并 且 有 


eik.fa 一 eiBr/hoik'F e-iBr/i 
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将 此 式 代 入 (90.14) 式 , 并 注意 到 ei” 为 动量 空间 的 平移 算 符 , 我 们 求 出 


Zr) = exp {i[ 辣 f=) exp { -过 ( 记 jik)=} . (90.15) 
将 (90.15) 式 对 7 微 商 并 再 利用 时 间 移 动 算 符 的 性 质 , 我 们 有 名 
元 = =exp {i[ 全 一 fil TY [全 -ph (Bi ik) 


x exp { -这 ( 记 一 hk)} = = 人 记 — hw — H(po — hk)L(T). (90.16) 

既然 算 符 的 不 可 对 多 性 已 经 用 过 了 了 ， 我 们 就 可 以 将 所 有 算 符 换 成 对 应 的 
经 典 量 (哈密 顿 量 五 换 成 电子 的 能 量 e). 我 们 有 

e(p2 — hik) = [(pa — hik)? + m2 = [(e — hw)? + 2h(we 一 大 :Da)] 17 
老 

we — Rk:p2 = we(l—n.v2) 
是 小 量 , 因为 由 以 上 分 析 1 一 v.n ~ (m/e)?. 至 于 这 个 差 的 第 一 级 , 为 
e(p2 — hk) 十 hw — .v2) 

其 中 e' =e 一 fw. 由 (90.16) 式 , 我 们 得 出 L(7) 的 微分 方程 : 


.dL & 


这 个 方程 用 明显 的 初始 条 件 L(0) = 1 来 解 . 由 于 
人 V2dT = 72 一 了 1， 
0 


L(T) = exp{i(e/e’ )(k .ra 一 到 :ri 一 CT)}. (90.18) 
到 现在 为 止 , 还 没有 用 到 电子 轨迹 的 特殊 形式 . 现在 利用 电子 在 垂直 于 
HH 场 的 平面 上 运动 的 方程 将 (90.18) 中 的 ra -mx 用 pi 表示 ( 见 第 二 卷 , 821): 


p! . eH pxXH e 五 7 
72 一 71 二 sin 十 2 (1 -eos ) 


并 按 7 的 级 数 展开 , 给 出 


我 们 有 











em .D1 X 五 esH? 
— 一 "| 。 (90.19) 


Q@ 由 于 能 量 守恒 , 海 森 伯 算 符 生 ( 击 ) 与 雍 ( 铝 ) 相同 ; 所 以 我 们 在 此 情形 略 去 并 的 
宗 量 . 然而 , 只 ( 冯 - ik) 自然 与 天 (入 - 砚 ) 是 不 同 的 . 


po (rr) or mor {nm +r 
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其 中 最 后 一 项 我 们 已 经 取 m .vi 完 1. 
我 们 再 变换 (90.13) 式 中 剩 下 的 因子 . 直接 展开 R(t) 中 的 乘积 , 并 利用 
(21.20) 的 a 矩阵, 得 到 


R(t) = wire” : (A+iB x o)w, 











_p/l 1\Y ete 
A= ( 十 可 i (90.20) 
1f p p 
B=- a = 
(2 i) ~ (nr- i 中) 


其 中 Pr 从 =D 扫 一 这; 忽略 了 比 m/e 更 高 阶 的 项 . 于 是 我 们 最 后 得 到 
pu = RRL(7), 
021) 


(9 
Ro Ri = tr 5(1 +Gi:0)(A2 一 iB2> x oa)':e. 5(1 十 6f 0) 4 十 i 吾 : xc)e” 


因子 3(1+¢.0) 为 初 态 与 终 态 电子 的 2 列 极 化 密度 矩阵 . 
我 们 来 考虑 辐射 强度 对 光子 和 终 态 电子 的 极 化 求 和 并 对 初 态 电 子 的 极 化 
平均 . 在 简单 的 计算 后 , 这 些 运 算 给 出 ,9 


二 RR = -二 a es v2 一 1) 十 = GS) (2) . 


ee 
我 们 可 以 以 足够 的 精确 程度 取 
Ti mi 1 
Viv = TO + d=1- ~ 7 


将 这 些 表 示 代 和 人 (90.21) 式 , 再 代入 (90.10) 式 给 出 


2 Oo 2 2 
ee ，» mm E 十 5E”2 2 
d= -0 dwdon, < (到 + 二 on) 


jw7e 72 p 
x exp 全- 深 ( 一 多 .7 十 8) | d7. (90.22) 
Q@ 这 个 计算 还 利用 了 如 下 结果 .在 对 e 求 和 时 ， 
y (well :er) = v1 02 — (vi: n)(v2.n). 
将 (90.21) 代入 (90.10), 我 们 可 以 分 部 积分 , 注意 到 
(V1: ne) exp (- 记 em) = -i p (- -ima)， 


ew dt1 


以 及 对 v2 .n 类 似 的 结果 . 结果 , 在 其 余 的 积分 中 办 ,m 和 vs.n 可 以 用 因子 1 来 替代 . 
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这 个 公式 可 给 出 辐射 强度 的 频率 分 布 与 角 分 布 . 
为 了 求 出 频率 分 布 , 我 们 对 do 积分 . 如 将 v 的 方向 取 为 极 轴 , 并 将 mm 与 
2 的 夹 角 取 为 3, 则 有 


nN:V=VCc05Y, don = sinVdVdy, 


iwrTe 92me! jwTsy) iv7Ey) 
exp 1 一 一 ?0 don = 一 一 一 1exp OD . 
E iwTev E E 


当 将 此 式 代 入 (90.22) 式 时 得 到 两 项 , 只 有 第 一 项 需要 保留 , 因为 第 二 项 包含 
一 个 变化 更 快 的 指数 函数 (用 因子 1+vws2 代替 小 量 1-v， sm /2 ). 因此 


dl iezw /® rm2 ec2+e2 ,, iwre 人 
dy 2x /_, (于 + dee! om op- (ja 


按照 艾 里 函数 B 的 积分 表示 ( 见 第 三 卷 , 8b), 第 一 项 简化 为 艾 里 函数 的 积分 ， 
第 二 项 则 简化 为 其 微 商 . 最 后 结果 为 











d7 emiw | 1 2 fiw 2 
dR / T(E)dé 十 € 十 和 xn 四 | ， (90.23) 
#0 1/2 ji Ey 2/3 
- (总 ) -村 的 (90.24) 


(A. HH. Hukmmos, B. I. Paryc, 1967). 这 个 频率 分 布 在 z~ 工时 有 极 大 值 ; 对 
x 安 1 ,我 们 得 到 (90.1), 而 对 x 污 1 得 到 (90.4). 在 经 典 极限 , fiw < 入 ec se， 
Zz s (wjuwo)i(my/e)2; 圆 括 号 中 的 第 二 项 是 小 量 , (90.23) 变 为 经 典 公式 (第 二 着， 
(74.13)). 
图 15 给 出 不 同 x 值 的 频率 分 布 . 此 图 画 出 量 
1 dI 
3/27c d(w /we) 








与 w/wc 的 依赖 关系 , 其 中 
ex 2e2m2x? 2e*H?e? 
° 23+x “© 3 
量 I 为 总 辐射 强度 的 经 典 值 (参见 第 二 卷 , (74.2)). 
要 计算 总 辐射 强度 , 必须 将 (90.23) 式 对 w 从 0 积分 到 e. 我 们 将 此 积分 
变 成 对 z 的 积分 , 注意 到 








1 
hu =e (1— Tr) 


890 同步 辐射 


- 375 . 





因此 z 从 0 变 到 oo. 在 (90.23) 式 中 的 第 一 项 进行 两 次 分 部 积分 , 我 们 得 到 





e2m2x? oo 4 十 5XZ3/2 来 4X273 
7 了 一 一 ES dz. 90.25 
2Vih? / (FX) (TJrde 人 


16 给 出 函数 T(x)AFa 的 图 形 . 





“0 05 10 15 3X 
图 16 


当 Xx 之 1 时 ,积分 中 的 重要 区 域 为 z ~ 1 附近. 将 被 积 函数 按 x 的 级 数 展 
开 , 并 利用 如 下 公式 进行 积分 


a 1 siv-i)/en 7Z 1 
[ rz"®'(z)dz 33 r(G+1)r ($+3), 
我 们 得 到 


5 
I= 1 (ee (90.26) 
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当 x 交工 时 , 积分 中 的 重要 区 域 在 xz3 ~ 1 附近 , 也 就 是 , z & 1 的 区 域 
因此 , 在 一 级 近似 , 我 们 可 以 将 7/(z) 换 成 @(0) = ~3U6r (3) /2Vr, 于 是 积 
分 导致 结果 





32F(2/3)ezm2 ， 2/ em? / He \2/ 3 


同步 辐射 还 会 引起 在 场 中 运动 的 电子 出 现 极 化 (A. A. CorkomroB， 瑟 . M. 
TepHOB, 1963). 为 了 讨论 这 个 问题 , 我 们 必须 求 出 带 有 自 旋 反 转 的 辐射 跃迁 
的 概率 . 

在 (90.21) 式 中 取 6; = 一 by 三 64, | = 1, 我 们 有 


RR = Bi.:B,—(e*.Bi)(e:B2)-—(e’.BixcC)(e. Bx¢)—i(¢:e’)(e. Bi x B,). 
对 光子 的 极 化 求 和 , 经 简单 的 计算 后 给 出 ， 
RR = (Bi: B2)(1— (6 :7)) + (6:n)(n.: BI)(C.B,) 


(90.28) 
+(C:n)(n: B2)(C¢: Bi) —i(C — n(n.:6)):B! x 万 >. 


我 们 将 假设 x 之 1 并 且 只 求 概 率 按 扎 展开 的 级 数 中 的 主 项 . 由 于 表示 式 
(90.28) (由 (90.20) 给 出 的 B) 已 包含 局 ,所 有 其 余 的 量 e', 包括 在 (90.18) 式 中 
的 指数 上 的 量 , 可 以 换 成 <. 

利用 展开 式 


T . m 

(nvt 3+ve), 
T ， m 

(n—v— 50+v), 
2 E 


和 


将 (90.28) 代入 (90.21) 式 并 因此 代 人 (90.10) 式 , 我 们 求 出 单位 时 间 的 微分 路 
迁 概率 (dw = dI/fiw). 对 d3k 的 积分 利用 如 下 公式 完成 


3 
/ f (hy)eite 一 一 上 (0 rr 0 (90.29) 


— 2 
其 中 在 此 情形 


To=7T, T=r2—n, 2 一 00 一 2 一天 ( 世 十 


§91 在 磁场 中 由 光子 产生 电子 对 , 377 ， 


计算 结果 为 


_a | 


= ) a f ny 
3 5 1 21 E 
a +t) 


其 中 z = Twoe/m 而 且 积 分 回路 经 过 实 轴 下 面 , 且 在 下 半 平 面 闭 合 . 在 完成 此 
积分 后 , 我 们 最 后 得 到 带 有 自 旋 反 转 的 辐射 牙 迁 的 总 概率 


2 
w = 5V3a 外 (三 ) 8 ( 三 5 全 8V3 。 和 (90.30) 


16 m? \m 15 lel 





其 中 避 =C.v, b=C:HH/H. 这 个 公式 对 电子 (e < 0) 与 正 电 子 (e > 0) 都 成 立 . 

概率 (90.30) 与 纵向 极 化 6| 的 符号 无 关 , 但 与 CL 的 符号 有 关 . 因此 由 辐 
射 产生 的 极 化 是 横向 的 .名 对 于 电子 , 从 自 旋 平行 于 这 个 场 的 态 (Cj = 1) 跃迁 
到 反 平 行 于 这 个 场 的 态 的 概率 要 比 相反 跃迁 的 概率 大 . 因此 , 电子 的 辐射 极 化 
反 平 行 于 这 个 场 , 并 且 定 态 的 极 化 率 为 ( 当 引 王 0 时 ) 


wi =—1) -wc =1) 8V3 
wi=-1)+wvti=1) 15 


正 电子 则 是 平行 于 这 个 场 极 化 的 , 极 化 率 相同 . 


891 在 磁场 中 由 光子 产生 电子 对 


磁场 中 由 一 个 光子 产生 电子 - 正 电子 对 和 同步 辐射 是 同一 反应 的 两 个 不 
同 的 道 . 因此 电子 对 产生 过 程 的 振幅 Mr 可 以 由 同步 辐射 振幅 通过 如 下 简单 
的 变换 得 到 


一 0.92. 


E) 了 D 一 Et -p+; ED 一 一 < 一 D_i wk o —w,—k (91.1) 


(这 里 e-, p- 与 e+, p+ 为 电子 和 正 电子 的 能 量 与 动量 ; e, p 与 e', p' 为 同步 辐 
射 中 电子 的 初 态 与 终 态 的 能 量 和 动量 ). 用 角度 和 大 小 表示 , 动量 按照 如 下 式 
子 变换 

四 | 一 PH 加 | 一 pp- 一 区 -08 = 0_ ,pp—7n, (91.2) 
其 中 94 为 pi 与 上 之 间 的 夹 角 , yp 为 pp 平面 与 kp_ 平面 之 间 的 夹 角 . 


外 这 从 以 下 事实 也 是 显而易见 的 : 所 得 到 的 极 化 轴 矢 量 必须 沿 厂 方 向 , 而 它 也 是 
这 个 问题 中 出 现 的 唯一 轴 矢 量 . 
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对 于 同步 辐射 , 截面 用 如 下 振幅 给 出 了 

1 d3p/d3k 
8|ple’w (2T15 
( 见 (64.25) 式 ); 6 函数 通过 对 e' 的 积分 消去 . 因为 在 现在 这 个 情形 , p' 与 上 是 
独立 的 变量 , 而 且 


do = |Myil? 6(e—é’—w (91.3) 


d3p’ = |p/le’de’do'’, d3k = w2dwdok， 





我 们 简单 的 作 替 换 
8(E —ée’ — w)d’p' dk — w?|p le’'dorpdo’ dw. 
于 是 
do = My Bedokdo dw. (91.4) 
对 于 由 光子 产生 电子 对 ， a 如 下 振幅 给 出 
do = |Msil 一 Set s ) 

或 者 , 在 消去 8 函数 后 ， 

do = |Mpil? er dordo- da. (91.5) 


与 (91.4) 式 比 较 表 明 , 为 了 由 同步 辐射 截面 得 到 电子 对 产生 截面 , 我 们 必须 在 
(91.4) 式 中 作 变 换 (91.1), 乘 以 
Dd (91.6) 
w? dw 
并 将 do'dok 换 成 do+do-， 
在 极端 相对 论 情形 w 污 mm, 名 这 可 以 在 890 推导 的 公式 中 做 . 这 里 假设 电 
子 对 中 的 两 个 粒子 都 是 极端 相对 论 的 ; 因此 , 很 容易 证 实 , 在 890 所 用 过 的 所 
有 近似 都 仍然 是 正确 的 ， 
特别 是 , 由 非 极 化 光子 产生 电子 对 的 概率 , 对 电子 与 正 电 子 自 旋 投影 求 和 
并 对 电子 发 射 方向 积分 , 通过 在 (90.22) 中 作 变 换 (91.1) 得 到 (或 者 在 dI/dw 
的 表示 式 中 ), 将 d3k = w?dwdon 换 成 d3p+: 


ee edpt fce /mm e+ez 2 2 
4r2 w jj。 Ne+E- de2 1 


9 
,LTE 十 
x exp { Es + (1 一 .V+ 十 8 ) | d7, (91.7) 


oO 在 本 节 我 们 仍 取 h=1le=1. 
@ 更 准确 地 说 , 我 们 必须 有 wsing 六 m, 其 中 为 kk 与 昌之 间 的 夹 角 ; 因此 , 当 


9 二 0 时 , 不 会 产生 电子 对 . 以 后 我 们 将 取 必 = 5 








$91 在 磁场 中 由 光子 产生 电子 对 ,379 ， 


其 中 wo+ = |e|HH/e4; 而 n 为 平行 于 光子 动量 的 单位 矢量 , 它 处 于 垂直 于 磁场 
的 平面 内 . 积分 用 与 890 同样 的 方法 完成 , 并 且 (由 于 (91.7) 式 仅 依赖 于 nn 与 
v+ 之 间 的 夹 角 ) 积分 对 do 还 是 对 do 进行 是 没有 关系 的 . 因此 , 结果 可 以 
直接 与 (90.23) 类 比 而 直接 得 到 : 








有 5 / (de 二 (2 加 ra sj (91.8) 
但 现在 其 中 
m3w \23 lelHw / flelHw 
(Be ) ”mm (= m3c5 ) l C3 


单位 时 间 总 的 电子 对 产生 概率 可 通过 将 (91.8) 式 对 s+ 积分 求 出 ; 由 于 e+ 
与 e_ =w_e, 有 明显 的 对 称 性 , 只 要 从 0 到 5 积分 两 次 就 足够 了 . 通过 将 
变量 从 s， 变 到 xz 并 在 (91.8) 的 第 一 项 进行 分 部 积分 , 我 们 得 到 
,lH /™ {0 3(z3/2 — 2/x)®'(z) }= 


了 人 m3/4 TZ11/4(23/2 — 4/ x)72 
(91.10) 





(A. UU. Hzmzmrop，B. H. Puryc, 1967). 
在 弱 场 极限 (x < 1), 靠近 下 限 的 z 值 在 积分 (91.10) 中 是 重要 的 . 因为 
这 些 值 是 大 的 , 我 们 可 以 采用 艾 里 函数 的 渐 近 表示 ， 
G(T) 忆 i exp -32 
( 见 第 三 卷 的 数学 附录 8b). 积分 变量 为 y = z3/2 - 4/xe, 并 且 只 要 可 能 就 取 
y = 0, 通过 计算 我 们 求 出 


3/2j 13 
TE es (总 ) ，x<<1. (91.11) 





29/277m 3x 
概率 当 x 一 0 时 指数 衰减 , 对 应 于 在 经 典 极限 不 可 能 产生 电子 对 . 
在 相反 的 强 场 极限 (x 六 1), 在 (91.10) 中 只 有 第 二 项 是 重要 的 , x 的 主 
要 范围 在 使 得 z23/2 ~ 1/x << 1 的 区 域 . 在 此 区 域 , B'(z) 可 以 换 成 8/'(0) = 
_3uver (3) /2n. 利用 如 下 积分 公式 
一 2 三 江 _ rT'(v — pT(p) 
/ y "(yy— 1)* Y= ， 
我 们 求 出 
”325.5r2(2/3) leBH |el3 坪 
29057777 2T'(7/6) mxl/3 De 3 
次 数 mw(xc)/lel3H 在 xX11 处 有 一 个 最 大 值 0.11. 








x 六 1. (91.12) 
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本 市 以 及 接着 的 几 节 , 我 们 将 讨论 一 个 重要 现象 一 -和 思 致 辐射 , 即 在 粒 
子 间 碰撞 中 发 射 的 辐射 . 我 们 将 先 考 虑 电子 与 原子 核 间 的 非 相 对 论 性 碰撞 , 假 
设 原 子 核 保持 静止 ; 也 就 是 说 , 我 们 考虑 电子 在 一 个 固定 中 心 的 库仑 场 散 射 的 
辐射 (A. Sommerfeld, 1931). . 

我 们 从 偶 极 辐射 概率 公式 (45.5) 出 发 : 


dw = (w3/2r)le* .Gridok. (92.1) 
在 现在 的 情形 , 电子 的 初 态 与 终 态 均 属于 连续 谱 , 光子 的 频率 


区 12 
2.2 


其 中 p=mv 与 p' = mv' 为 电子 的 初 态 与 终 态 动 量 . 如 果 初 态 与 终 态 波 函 数 
归 一 到 “每 单位 体积 有 一 个 电子 ”(V = 1) 表示 式 (92.1) 在 乘 以 d3p//(2n)? 并 
除 以 人 射流 密度 v/V =w 后 , 就 将 给 出 发 射 光子 k 进入 立体 角 dok 同时 电子 
散射 进入 态 的 范围 d3z' 的 截面 dojppi. 将 偶 极 矩 d = er 的 矩阵 元 换 成 动量 的 
矩阵 元 : 

dfi = Pf 
我 们 可 将 截面 的 表示 式 写 成 如 下 形式 : 岂 


dopp’ = le* .ppil:dord’p’, (92.3) 


Gs 


其 中 
pfi = | wwass 一 2 | viva 
对 也 与 4 我 们 必须 采用 在 一 个 吸引 库仑 场 中 运动 的 精确 波 函 数 , 其 渐 
近 形 式 由 一 个 平面 波 和 一 个 球面 波 构 成 . 球面 波 在 多; 中 必须 是 人 射 的 , 而 在 
;中 则 必须 是 射出 的 ( 见 第 三 卷 , 8136). 这 些 函 数 为 








， Fe? 
Di = Aie? "Fl(iv,1,i(pr—p:7)) r= Ws 
; 本 (92.4) 
ys = Apei? TF(—iv’, 1,—i(pr+p :7)) v= 


@ 在 本 节 中 ,p 与 m 分 别 标记 jp| 与 |m|， 
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归 一 化 因子 为 


A; = e™w/2T(1 — iv), 
| (92.5) 
Ap = e™ /AT(1 +iv). 


由 于 
VEG ilor pr) =ilor/r -pF' = -2 (PE ) 
1 ,i(pr 一 7 了 /二 | /7 p ~ Op a 

我 们 可 以 将 梯度 Vy 写成 


Vb = ip — Arer "2 (F >) 


Vv 


在 乘 以 好 并 积分 后 , 由 于 ; 与 / 是 正 交 的 , 第 一 项 消失 了 . 因此 矩阵 元 pr 
为 
i ii4rp55 (92.6) 


其 中 J 用 来 标记 如 下 积分 : 


:= | 二 





F(iv',1,i(pr+p :7))F(iv,1,i(pr 一 Dr))d5z， 
(92.7) 
9 三 一 2 


符号 8/6p 已 经 移 到 积分 号 外 边 , 理解 为 在 J 的 微 商 中 , 量 v, v', g 被 看 成 是 
独立 的 参量 , > 与 g 只 是 在 微 商 以 后 才 用 p 来 表示 . 
积分 通过 将 合流 超 几何 函数 的 回路 积分 表示 来 计算 . 这 里 我 们 将 只 给 出 


结果 : 〇 
J = BF(iz',iz, 1, 2) 
B= dne (~—g? sa 2g , p) (gq _ 2g 人 ) 一 这 (+t 一 1， (92.8) 
EC +p:p)— 2(g.:p)(g:p") 
(q? — 2q :pp)(q? + 29g.P) 


这 里 F(iv',iv, 1,z) 为 完全 超 几 何 函 数 . 
在 完成 (92.6) 式 中 的 微 商 后 , 我 们 可 以 取 g = z' 一 p: 于 是 有 


六 ,yl 
z= -2 ge=(p—p)(1—z) (92.9) 


外 这 个 计算 是 由 A. Nordsieck 给 出 的 (Phys. Rev 93, 785, 1954). 
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(z< 0). 还 要 指出 ， 
-q -2q:p=q -2gq.p =p -p>0. 
这 样 , 我 们 就 求 出 矩阵 元 的 最 终 表 示 式 为 


大 &yrie 一 zz p+p —i(y+v") 
PT 一 D/)3(p 十 2) ， 

x(1 — Zz) LizpgF(z) 十 (1 一 z)F'(z)(zip — pp’)], (92.10) 

其 中 为 简洁 起 见 , 我 们 已 经 取 
F(z) = F(iv', iv, 1, z). (92.11) 
截面 通过 将 (92.10) 代 人 (92.3) 得 到 , 但 是 普遍 的 公式 很 长 而 且 不 好 理解 . 
因此 我 们 将 直接 计算 辐射 的 谱 分 布 , 也 就 是 将 截面 对 光子 与 终 态 电子 的 方向 

积分 . 


对 dok 积分 和 对 光子 极 化 求 和 等 价 于 对 所 有 方向 e 求 平均 并 乘 以 2 x 4m， 
也 就 是 , 作 代 换 


eiekdok 一 全 ou. 
于 是 截面 为 
da wey 
(2r)3 6x3p 
PP 的 数值 用 (92.9) 一 (92.11) 式 以 及 如 下 公式 来 计算 : 
TV 
sinh rz 


dwe? 
dop’ = Imp Pr [pfil: dwdop. (92.12) 


ri -iwP = 





结果 为 
_ 23n4 (Ze?)2m? 
A 


f 
IFl?2 一 zlF’|? + 这 (FF 本 PP } . (92.13) 


vv 





x 
1—z 


为 将 截面 (92.12) 对 dow = 2xsin 3d3 积分 , 我 们 将 变量 从 3 (散射 角 ) 变 


_ /2 
mp —p) dz. 


DD/ 


为 





2 7 
2 et — COsSV), dom' 一 


(p 
为 对 z 积分 , 我 们 将 (92.13) 式 括 号 中 的 表示 式 作 如 下 变换 . 按照 超 几 何 函 数 


的 微分 方程 ( 见 第 三 卷 (e.2) 式 ), 我 们 有 
z(1— 2z)F”+[l—(l+ivt+iv)z]F +v/F =0, 
z(1—z)F*+[1—(l—iv-iv)zF"+vF =0. 
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将 这 两 个 方程 分 别 乘 以 F* 与 并 相 加 , 我 们 得 到 





(1 — 2z) Eg * +F*F)— 2z|F'| + 和 2 一 一 一 (FFR 十 FF”) 二 A FP| =0. = 
于 是 , (92.13) 式 括号 中 的 表示 式 变 为 
ld 米 i* 
(小 = 一 了 二 z(F'E* + FF) (92.14) 
从 而 积分 可 简单 直接 进行 . 
综合 以 上 公式 , 我 们 求 出 在 频率 范围 dw 内 罗致 辐射 截面 的 最 终 表 示 式 : 史 
-pe (人 ?) 吕 ， 2.1 
dow 本 ar Qare (p 一 p')? D (1 e 一 2rv' )(e2xv ny 1) (é)| (9 5) 
2 Z 了 
其 中 v= om = 2 一 = 2,p = Vp — 2mifw, 
F(é) = F(iv', iy, 1,€),，é€= -er 


我 们 来 考虑 一 个 极限 情形 , 当 速 度 v 与 w 都 很 大 使 得 > 之 1,v <1 (但 
是 , 当然 仍然 有 vv 之 1, 所 以 Za vv 之 1; 只 要 2 挟 鞠 小 这 是 本 能 的 ) 为 计算 
这 个 情形 的 微 商 F'(é), 我 们 用 到 如 下 公式 


FP,b,m oD) = CF(et B+Ly+Ls) 
此 式 容易 从 超 几何 级 数 简单 地 作 微 商 得 到 . 于 是 


F'(€) ~ iv .iv'F(l,1,2,€) = 人 In( —é) 


最 终 的 方程 从 直接 比较 对 应 的 级 数 明显 得 出 . 对 于 函数 R(E) 本 身 , 我 们 简单 
地 有 

F(é) ~ F(0,0,1,€) = 1. 
于 是 , 由 (92.15) 式 得 到 


16 C2, v+vdw Ze Ze? 
dg, = 一 Gao72 一 1 = E 
= I < Fr <!1 (92.16) 


v 与 v' 小 正好 是 库仑 相互 作用 情形 下 玻 恩 近似 成 立 的 条 件 . 因此 , 公式 
(92.16) 式 本 身 可 以 用 微 扰 论 更 简单 地 直接 得 到 (见习 题 1). 


公式 (92.15) 一 (92.25) 是 用 通常 单位 给 出 的 . 
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现在 设 有 一 个 快速 电子 (> 多 1) 由 于 辐射 而 损失 其 相当 大 部 分 的 能 量 ， 
因而 wv 之 v 且 vw 可 以 不 很 小 . 于 是 


erap /p= 4 1 FO SPOLE) = 
F'(E) SG 一 wz F(t+iv,1,2,€) ~ —v, 








截面 为 
64Xx CN3 1 dw 
二 一 -73 2,.2 | 一 st 
dow 3 oe 个 1 — exp(—2x2Ze2/fv’) ww 
(92.17) 
2 
hiv ”jj 人 
当 ww < 1, 这 个 公式 得 出 与 (92.16) 在 vw 之 v 时 同样 的 极限 表示 式 : 
do = 32 F2or2 CY 2 
3 V3 w 


这 样 一 来 , 公式 (92.16) 与 (92.17) 合 起 来 就 覆盖 了 wv’ 的 整个 范围 ( 当 vw < 1 
时 ). 

当 w 一 wo 时 , 其 中 wo = mo 速度 vw 一 0, v' 一 oo. 在 此 极限 情形 下 ， 
(92.17) 式 给 出 


128r ,3 2 2 /CY\3 hdw 
dow = -二 ZI (5) 一 (92.18) 


因此 dow /dw 在 w 一 wo 时 , 趋 近 于 一 个 有 限 的 极限 . 这 可 以 根据 类 似 于 第 三 
卷 8147 给 出 的 论据 以 一 种 普遍 的 方式 加 以 解释 . 其 物理 的 原因 是 wo 只 是 轧 
致 辐射 连续 谱 的 极限 . 电子 还 可 以 进 到 束缚 态 并 发 射 更 大 频率 w > wo 的 辐射 . 
但 是 库仑 场 的 高 激发 束缚 态 几 乎 和 靠近 其 极限 的 自由 态 相 同 . 因此 , 连续 谱 与 
离散 谱 的 边界 并 非 物 理 上 可 严格 区 分 的 . 

我 们 现在 来 考虑 两 个 参量 v,v' > 1 的 情形 . 初 态 与 终 态 电子 的 运动 都 是 
准 经 典 的 . 假如 条 件 fiw 冬 玉 /2m 也 满足 , 那么 矩阵 元 也 是 准 经 典 的 . 于 是 量 
子 力学 公式 必定 变 为 经 典 理论 给 出 的 结果 ( 见 第 二 卷 870). 然而 , 我 们 将 假设 
P72/2m ~ fiw, 因 此 我 们 需要 函数 F(6) 当 一 00 且 上 ~1 时 的 渐 近 表示 式 ; 
更 精确 的 条 件 将 在 下 面 给 出 , (92.24) 式 . 

为 了 推导 这 个 表示 式 , 我 们 从 超 几 何 函 数 的 积分 表示 出 发 , 见 第 三 卷 , (e. 
3) 式 , 将 其 写成 

e 一 ZL 


ee ¢ ti 一 1(1 — t) in (1 — te)- dt (92.19) 
[OH 


+ | = 
F(inv',iv ,1,é) = 


其 中 
n=v/v', 0<n<1, 
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所 以 


€= -my (92.20) 


积分 回路 如 图 17 所 示 , 沿 实 轴 通 过 并 人 避 开 t=0 和 t= 1 这 两 个 点 . 包 


图 17 


当 vw > 1, 在 这 个 回路 的 下 面部 分 的 被 积 函 数 是 小 的 , 可 以 略 去 . 在 向 
下 绕 过 上 = 0 点 时 , 被 积 函 数 乘 以 一 个 小 因子 exp(-2rmz/), 而 在 向 上 绕 过 上 = 1 
点 乘 以 exp(2rmz). 积分 


ee 一 7 


六 ,es dt . 
2 J 人 Av 





F= (92.21) 


t? 
(1 —é)7(1— ét) 


可 用 鞍点 法 计算 . 鞍点 to 由 条 件 六 (to) =0 给 出 ,由 此 加 = 3(1 ~ 7). 然而 . 在 
这 个 点 , 微 商 f(to) 也 为 零 , 因此 我 们 必须 写 出 


f(D ~ flto) + Er ，T 三 t 一 加 ， 


其 中 
f(to) 一 277 十 i(1 十 7) ln i Q 一 nf (to) ns 


被 积 范 数 中 指数 的 系数 1/t 可 写成 


Se— 一 


(这 里 我 们 不 能 简单 地 只 取 项 1/to, 因为 这 会 使 得 (92.15) 式 中 的 微 商 d|F(é)|?/de 
变 为 零 ). 因此 在 积分 中 作 明 显 的 代 换 后 , 我 们 有 


1 
入 Dritotor 73 XP{ mm + v f(to)} 
二 到 iz2/3 i iz” /3 
x| 人 ~ de + raw) [ Ze wo (92.22) 
对 超 几 何 函数 F(a,pB,7Y,6) 回路 的 选取 应 该 使 得 函数 


V 人 =etta-7+itt -Ti 


在 通过 回路 时 回 到 其 初 值 . 当 > 为 整数 时 (这 里 , y = 1) 所 选取 的 回路 满足 这 个 条 件 . 
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这 里 的 两 个 积分 分 别 为 
i 2r 2 
2 COS 本 dz 一 32/3T(2/3)’ 2 | XSIn Fd 一 31/6T(2/3). 


微 商 FI(é€) 可 类 似 地 计算 ; 按照 (92.19) 式 , 它 由 一 个 积分 给 出 , 这 个 积分 与 
(92.21) 的 区 别 仅仅 是 指数 上 的 系数 1/ 让 换 成 内 AL- 的 ). 因此 , 简单 的 计算 就 
得 到 如 下 结果 
dm -De 
ae le (é)) ry 
最 后 , 将 此 代入 (92.15) 以 必要 的 精确 性 给 出 简单 的 表示 式 
167n 


do, = 一 一 G2ar 


» Mm?c? dw 
33/2 


€ 





二 -一 . (92.23) 
Pp w 

此 式 成 立 , 即 渐 近 表示 式 (92.22) 成 立 的 条 件 , 是 (92.22) 的 第 二 项 必须 远 远 小 
于 第 一 项 : (1 - p)v > 1, 或 者 , 将 超 几何 函数 的 参量 用 物理 量 表 示 , 此 条 件 为 


2 
WS (92.24) 


条 件 (92.24) 与 吸引 库仑 场 的 经 典 辐射 理论 的 “高 频 极限 ”条 件 是 一 致 
的 , 用 (92.23) 式 中 的 dc。 构成 的 量 do 就 和 在 此 极限 下 经 典 的 “有 效 滞 
阻 ” 表 示 一 致 ( 见 第 二 卷 (70.22) 式 ) . 对 这 个 结果 还 需要 作 一 点 说 明 . 我 们 指 
出 , 为 了 应 用 经 典 辐射 理论 , 除了 要 求 运动 是 准 经 典 的 以 外 , 还 要 求 光 量子 的 
能 量 比 电子 能 量 小 得 多 , 即 条 件 : hw 之 mv?/2, 但 在 推出 (92.23) 式 时 并 没 假定 
有 此 条 件 . 实际 上 , 量 i 小 并 不 是 与 电子 在 无 穷 远 的 能 量 相 比 的 , 而 是 与 电子 
在 发 生 辐 射 的 这 段 轨迹 上 的 动能 相 比 的 . 由 于 电子 在 离子 场 中 的 加 速 , 这 时 的 
能 量 要 比 初始 能 量 大 得 多 . 

事实 上 , 高 频 辐射 主要 发 生 在 与 离子 的 距离 较 小 的 散射 中 , 在 此 处 


vr)/r ~ w. (92.25) 


(我 们 用 v(7) 标记 与 离子 距离 为 7 的 电子 速度 , 以 区 别 于 电子 在 无 穷 远 的 速度 
v). 考虑 到 此 时 Ze2/r ~ mv2(7), 我 们 求 出 , 在 发 生 辐 射 的 轨迹 上 , 电子 的 动能 
为 : 








mm 7) m ey ， mw? (2) mv? 
2 2 m 2 my3 
因此 , 即使 发 射 数量 级 为 mv?/2 的 光量 子 , 也 不 会 对 发 生 辐 射 的 那 段 轨迹 上 的 
运动 有 大 的 影响 , 所 以 , iw 小 的 补充 条 件 也 就 不 需要 了 . 
我 们 还 要 指出 , 在 给 定 动量 矩 总 的 条 件 下 , 区 间 (92.25) 内 的 运动 是 和 初 


始 能 量 无 关 的 . 相应 地 , 飞行 在 此 轨迹 时 辐射 的 能 量 (在 第 二 卷 870 中 用 dé。 
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标记 ) 也 仅 与 1 有关 . 将 辐射 概率 dE /jiw 乘 以 2rpdp (p 为 瞄准 距离 ), 再 对 所 
有 的 p 积分 就 可 得 到 截面 do,. 既然 在 准 经 典 情形 


pdp = Fldl/ (m2vw’), 


由 此 得 到 do = 1/o2, 对 应 于 (92.23) 式 . 以 上 讨论 解释 了 为 什么 在 此 公式 中 
出 现 的 是 电子 的 初速 度 (而 非 末 速 度 ). 

为 了 找到 在 如 下 整个 范围 : (1 -nv ~ 1,v 光 1 内 的 经 典 公式 , 我 们 必须 
求 出 超 几 何 函 数 在 鞍点 接近 于 奇 点 上 = 0 时 的 渐 近 形式 ; 这 里 我 们 就 不 讨论 
了 , 因为 结果 是 明显 的 . 

所 有 以 上 的 公式 都 是 用 于 吸引 的 库仑 场 中 的 . 对 于 在 排斥 势 中 发 射 的 
截面 可 以 由 (92.15) 通过 改变 > 与 w 的 符号 得 到 . 特别 是 , 极限 的 玻 恩 公式 
(92.16) 保持 不 变 , 但 是 在 极限 > 之 1, zw 一 oo 时 , 代替 (92.18) 式 , 我 们 有 


12 3 V2meanZ 
do = -32 (2 exp -| J (92.26) 


VAh(wo —w)) mov’ | 


即 微分 截面 在 w 一 wo 时 指数 地 趋 于 零 . 这 个 结果 也 是 合理 的 : 因为 在 排斥 场 
中 不 存在 束缚 态 , 于 是 , 频率 wo 就 是 辐射 谱 的 真实 边界 . 


习 诬 


1. 在 玻 因 近似 下 , 求 具有 不 同 荷 质 比 ejm 的 两 个 粒子 非 相 对 论 性 碰撞 的 
轧 致 辐射 截面 . 
解 : 两 个 具有 电荷 el, ea 和 质量 m1, m2 的 粒子 在 其 质 必 系 中 的 惕 极 抵 为 


其 中 LL= mim2/ (01 + m2), rT 二 7]1 一 7o. 因此 
d= 名- 名)w*=- (名 -和 名)]v 竺 
m1 7722 7721 m2 7 


/2 


矩阵 元 为 

一 也 
24 
其 中 p= Ho p' = 二 JV 为 相对 运动 的 动量 , 这 是 由 平面 波 加 





| .2% p 
dp'p = -3 (dp'p; Ww 二 


pp eip”, wp 二 eip' 


本 Q 两 个 粒子 用 一 个 具有 约 化 质量 的 粒子 来 代替, 当然 这 只 有 在 非 相对 论 情形 才 是 
许 的 . 
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再 利用 如 下 公式 计算 得 出 的 


e2e2 / e e dw 
dokp’ = (全 人 nt 区 q)(e” “ dop’ dok. 


对 极 化 求 和 后 , 辐射 的 角 分 布 由 因子 sin? 9 给 出 , 其 中 日 为 光子 方向 此 
与 矢量 g 之 间 的 夹 角 , 它 位 于 散射 平面 内 ( 见 (45.4a) 式 ). 
在 对 光子 的 方向 积分 后 , 我 们 有 
el -号 ) < 时 sin 0d0 
m1 nn2 


Vv w 22 十 V2 2vv' cosO 
其 中 日 为 散射 角 . 最 后 ,对 日 积分 给 出 


2 
16 ,»/ el e2 1] ， YU dw 

dow = 本 elez | 一 一 一 二] 占 人 
3 m1 m2 v VU—Y w 





对 于 在 固定 中 心 的 库仑 场 中 的 辐射 , 这 个 公式 等 价 于 (92.16) 式 . 

2. 在 玻 思 近似 下 , 求 两 个 电子 非 相 对 论 碰撞 的 轧 致 辐射 截面 .外 

解 : 在 此 情形 , 没有 偶 极 发 射 , 因此 我 们 必须 考虑 四 极 辐 射 . 在 经 典 理论 
中 , 四 极 辐 射 总 强度 的 谱 分 布 为 


= (1/90)|(Pak)o， 


其 中 Di = >》 e(3zizk 一 728ik) 为 一 个 电荷 系统 的 四 极 短 张 量 . 包 对 两 个 电子 ， 
在 质心 系 中 , 我 们 有 


Dir. 一 (3ziZ 一 7 8)， TT 二 71 一 了 2. 


在 量子 理论 中 , 傅 里 叶 分 量 必 须 换 成 给 阵 元 (参见 845 关于 偶 极 发 射 的 讨论 )， 
对 波 函 数 作 适当 的 归 一 化 (平面 波 ) 并 除 以 光子 能 量 w, 我 们 得 到 电子 散射 进 
入 态 范围 d3p' 发 射 辐射 的 截面 : 


dop' = |(Din)p pl es 
@ 碰撞 速度 v 满足 条 件 ae 科 e2/ 和 名 < 委 1. 经 典 情形 (e?/jiw > 1) 在 第 二 卷 871 的 习题 


中 讨论 过 了 . 
@ 此 公式 是 从 第 二 卷 (71.5) 式 用 该 书 从 (67.8) 式 推 出 (67.11) 式 的 同样 方法 得 到 的 . 
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其 中 v= 2p/m 为 相对 运动 的 初速 度 ; 发 射频 率 为 由 一 (p2 — p22)/m. 
算 符 户 i 通过 算 符 万 ik 与 哈密 顿 量 


的 三 次 对 易 来 计算 , 等 于 外 
全 2e3 Ti Ti 1 
QZiZKZL 人 ~ BD) - (Sa 有) 


由 于 两 个 粒子 (电子 ) 是 全 同 的 , 矩阵 元 由 如 下 波 函 数 计算 





上 | i! 
Wp = ("+e Pr), yp = (e+e "), 


其 中 符号 十 与 ~ 对 应 电子 总 自 旋 为 0 与 1 的 态 (交换 电子 对 应 于 改变 7 的 符 
号 ). 
经 过 兄长 的 计算 , 对 辐射 的 谱 分 布 得 到 如 下 公式 : 





4  ， 372 
do 一 15 {77- (2 二 z)2 
4 _ 22 qd 二 
120 Z) “一 7(2 一 2)22 一 37 ac 元 } Vi 2 全 
(2 一 Z)3V1 一 2 VT 2 


其 中 zZ=wh/e 与 E=22jm 为 电子 相对 运动 的 初始 能 量 ; 截面 为 其 对 电子 的 总 
自 旋 求 平均 得 到 . 由 于 辐射 损失 能 量 的 截面 为 


1 [3 
一 上 wdow = 8.1ar? 
< J0 


(B. K. 下 emromH，1952). 
3. 求 一 个 原子 核发 射 一 个 处 于 s 态 的 非 相 对 论 电子 产生 的 辐射 能 量 . 
解 : 发 射电 子 的 波 函 数 是 归 一 到 单位 流量 的 射出 的 s 波 球 面 波 : 
1 eipr 
人 = 
这 个 表示 式 类 似 于 经 典 公式 : 








wd 4e3 「 zi Tk TiTk 1 
Dik = 3 区 十 6-5 Pi 0 四 一 3 0ikP ， "| ; 


此 式 由 对 Di 微 商 并 利用 经 典 运动 方程 得 到 : 


m, eir 


二 
pe pp 


2 r3 
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( 见 第 三 卷 , (33.14)). 我 们 选取 平面 波 作为 电子 的 终 态 波 辑 数 (在 发 射 光子 后 ): 
Vf = ep 
跃迁 矩阵 元 为 
宁 * 人 ~ d3 eip' | dz 


a 四 


(积分 用 (57.6a) 来 计算 ) 辐射 能 量 由 (45.8) 乘 以 dap/(2r)3 再 对 p/ 的 方向 和 
分 给 出 (这 等 价 于 乘 以 4r). 于 是 发 射 能 量 的 谱 分 布 为 








当 w 一 0 时 , 电子 的 末 束 VV 趋 近 于 ww, 如 应 该 的 那样 , 公式 与 经 典 结 果 的 非 相 
对 论 极 限 一 致 ; 见 第 二 卷 869 习题 . 总 的 发 射 能 量 为 (用 通常 的 单位 ) 
4 WAN2 
Br) 

其 中 e = mw? 为 电子 的 初始 能 量 . 

4. 和 十 亲 几 外 元 宙 司 册 克 民 册 天 二 全 相 条 风 本 玫 

解 : 设 电 子 沿 重 直 于 势 皇 的 方向 运动 , 尽管 光子 可 以 朝 任 何方 向 发 射 ,在 
非 相 对 论 情形 , 光子 动量 与 电子 动量 相 比 是 小 的 , 因此 我 们 可 以 假设 反射 的 电 
子 也 在 重 直 于 势 垒 的 平面 内 运动 . 设 势 鱼 在 X= 二 0 点, 电子 朝 工 >0 的 方向 运 
动 . 归 一 化 到 6(p/2n)(p = ps) 的 一 维 运动 的 定 态 波 函 数 有 了 驻 波 的 形式 ( 见 第 三 
卷 ,821): 

pi = 2sinpz, Yr = 2sinp's. 
OQ d 41 Hd 

Dfi = -4 | sin pz sin pzdz = i 
这 个 式 子 的 积分 应 理解 为 在 被 积 函数 中 包含 因子 er 好 并 取 6 一 十 0 时 的 
极限 . 

电子 一 次 反射 所 辐射 的 能 量 可 以 由 (45.8) 式 乘 以 dp = dw/v 再 除 以 
VU/2N (初始 函数 人 ee 来 求 出 : 


dw?e 本 8 ， 


dE, 一 -了 ok -一 一 一 一 ce ou dw. (1) 
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在 低频 时 (w < = smv?) 我 人 有 vw vo, 公式 (1) 就 变 成 经 典 公式 (第 二 着 


(69.5)), 还 必须 对 角度 积分 , 利用 日 = 了 Av 的 事实 , 其 中 Au 为 电子 在 反射 时 
的 速度 变化 ; 这 是 应 该 如 此 的 , 因为 碰撞 时 间 小 (第 二 卷 , (69.1)) 的 条 件 在 从 势 
又 反射 中 总 是 满足 的 . 然而 , 量子 公式 (1) 还 给 出 总 的 发 射 能 量 (用 通常 的 单 


位 ): 
dE, 16 vw 
Ee 
/ dw a gr” 02 


5. 求 一 个 慢 电 子 被 一 个 原子 散射 时 轧 致 辐射 的 能 量 . 

解 : 在 条 件 pa 儿 1 下 (其 中 @ 标记 原子 大 小 )， 电子 被 原子 散射 是 各 向 
同性 的 而 且 与 电子 的 能 量 无 关 ; 见 第 三 卷 8132. 电子 的 初 态 与 终 态 波 函数 可 
写成 


e@—ip’” 





， eipr 二 
We hs Vr=e?"+f pe 
其 中 了 为 恒定 的 实 散 射 振幅 . 这 些 公式 在 距离 7 污 a 的 渐 近 范围 仍 成 立 , 而 在 
现在 的 情形 是 其 重要 区 域 : 7 必 1/p 污 a. 从 这 些 波 函数 计算 的 给 阵 元 为 
2 
pfi = 2 (vw) 

(积分 采用 与 习题 3 同样 的 方法 计算 ). 将 此 表示 代入 (92.12) 式 , 我 们 得 到 电子 
在 2 方向 散射 的 辐射 截面 , 用 通常 单位 ， 


2ap 
dowp’ = 3TDC” 


其 中 doel = f?dop 为 弹性 散射 的 微分 截面 . 当 之 8221/2mm 时 , 我 们 可 以 取 


DPD 伟 p', 这 个 公式 , 如 应 该 的 那样 , 变 为 软 光 子 发 射 的 非 相 对 论 表 示 ; 见 898.9 
将 (1) 式 对 p! 的 方向 积分 , 我 们 得 到 





d 
(v 一 v')?doa—, (1) 


2ap 
Ha 3rpc2D 
其 中 oer = 4nf? 为 总 的 弹性 散射 截面 , 最 后 , 乘 以 ji, 并 对 四 从 0 到 22/2m = € 
积分 , 我 们 便 得 到 “有 效 滞 阻 ” 





dw 
(V2 +v9)oa (2) 


32 UN\2 
Xrad = / fiwdo, = A5x elE (=) (3) 


包 这 里 对 任意 ”出 现 的 截面 “因子 化 ”( 分 离 出 因子 cu) 在 某 种 意义 上 是 偶然 的 ， 
是 由 于 散射 振幅 与 能 量 无 关 而 产生 的 . 
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我 们 来 考虑 相对 论 电子 速度 情形 的 电子 -原子 核 町 致 辐射 .我们 将 假设 
玻 恩 近似 成 立 的 条 件 对 初 态 与 终 态 电 子 速 度 (uv 与) 都 是 满足 的 : Ze?/fiv 之 1 
Ze2 /fv' 贸 1. 原子 核 的 电荷 必须 使 得 Za < 1. 

与 $92 相同 , 我 们 将 略 去 原子 核 的 反 冲 , 这 样 , 原子 核 只 起 一 个 外 场 源 的 
作用 ; 这 样 处 理 的 合理 性 将 在 897 中 讨论 . 

按照 (91.4) 式 , 思 致 辐射 的 稚 面 由 如 下 振幅 给 出 : 


f 
d _ M2 wp d do'dw. 93.1 
ET i 


在 第 一 级 非 零 的 近似 下 , 和 矩阵 元 My; 对 应 下 面 两 个 费 曼 图 : 


了 站 
p/ Dp p! 7 


自由 端 g 对 应 于 外 场 , 因此 g = p' 一 p 十 k 为 原子 核 的 四 维 矢量 动量 转移 . 由 于 
忽略 了 反 冲 , 其 时 间 分 量 q? = 0. 
按照 图 (93.2)， 





"En +m + ) (93.3) 


式 中 的 四 维 动量 为 f =p 一 k, f' =p/' 十 k. 我 们 将 采用 如 下 标记 : 


Mri = —e2Al®’ (gq) Tiern (7 


fm = -2kp= -2xw, 一 和 = —2kp’ = —2xw, (93.4) 


4te) 为 外 场 的 标量 势 ; 对 一 个 纯 的 库仑 场 ， 








A (gq) = -2 (93.5) 
将 此 式 代 人 (93.1) 式 给 出 截面 
2 
= -2 Pe esev(W Qu) (TY u’ )dopdo’'dw, (93.6) 


oO, 以 下 给 出 的 大 多 数 结 果 是 首先 由 A. Bethe, W. Heitler (1934) 给 出 并 由 F. Sauter 
(1934) 独立 推出 的 . 
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其 中 
?1 +m o。 071 十 了 mn 
山上 有 0 ww0 一 ~ 及 
® 7 2w 2 Ee wx 总 
EH 
FY ONvtao0 oz7j +m yy vf+m,o 
Q =TQ Y=7 es 


不 考虑 极 化 效应 , 我 们 将 截面 对 初 态 电子 的 自 旋 平均 并 对 终 态 电子 与 光子 的 
极 化 求 和 . 这 等 价 于 做 如 下 代 换 : 


oer (Qu) (I ) = 3tr Qn + mE (yp + m), 
阵 迹 的 计算 利用 标准 公式 ($22) 进行. 这 个 计算 可 通过 如 下 方程 而 简化 
Y (9p)Y = 7 


其 中 万 = (e, 一 p), 如 果 p = (e,p). 而 且 , 一些 项 的 计算 可 以 利用 对 变换 p 局 p/， 
k 一 一 k, q 一 一 g 的 对 称 性 而 简化 ; 这 就 是 循环 交换 矩阵 乘积 中 的 因子 , 保持 
阵 迹 不 变 . 
对 于 在 给 和 定 方向 发 射 给 定 频率 光子 并 且 二 次 电子 沿 给 定 方向 和 运动 的 轴 致 
辐射 , 微分 截面 的 结果 为 如 下 表示 式 : 包 
GZ2aor2 pzmnt dw 


dg 二 A DO4 dokdo 





1 1 


2 2 
g 2 /2 ,2 2 
x 2 2E'”— 一 一 一 
{Be ee (5 广 ) 


Ee _ eN 2wg/1 1 DW? fx’ xx 
ED 人 
(5 + 六 ( 避 > ) m2 E+) (6 
其 中 x =e-n.p, x =e~n:p,n=k/w,q=p +k-p. 


通过 简单 的 变换 , 这 个 表示 式 可 以 写成 如 下 更 便于 分 析 的 形式 : 


FP 2 -ar3 dw p'm? 











/2 
a 本 1 HH p 2 Ee 2 a 2 7 
2 WW nar sin 0d0 sin0'd0' dy { 殉 (4e” 一 和 )sin 0 
p2 902 
十 二 (4 — gq)sin’ 60+ —(p? sin? 0 + p’ sin? 0') 
x HH 


2pp’ ,~ 2 ,a 
-7 (2 十 2 一 g)sinb0sinb cosw ，， (93.8) 


包 这 里 以 及 893 其 余部 分 , p, 2 与 q 用 来 标记 三 维 矢 量 的 大 小 : p = |pl, p' = Ip 
q = lqdl. 


. 394 . 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 


其 中 


和 一 E 一 Dcos0， x 一 8 一 W cos0", 


q =p +p +w 2pwcos0+2p'wcost 一 2pp'(cosgcosb 十 singsing' cos 站)， 


9 与 8 分别 为 k 和 p 与 p' 之 间 的 夹 角 ; wp 为 kk 与 p 的 平面 和 与 p/' 平面 之 
间 的 夹 角 . . 

(93.8) 式 对 光子 与 二 次 发 射电 子 的 方向 的 积分 是 兄长 的 . 通过 这 个 积分 
得 到 辐射 谱 分 布 的 如 下 公式 : 名 


/ (4 2 /2 
do, = Ga ed 出 二 


E/ E ll 
+mz ( 扎 a = 7 ) 十 二 











3 / 2 








pp 3pp’ pp" 
2 7 2 12 
ed 让 8 (93.9) 
2pp 入 pS 
oa ee! 二 + pp’ —m? E+p 十 了 
Pali hh ~ Veli | 
Ee’ 一 DVD] — m? E—pD E/—p 


在 这 些 公式 中 , 频率 的 允许 值 仅 受 到 对 终 态 电子 速度 所 加 的 条 件 (Ze?/v’ < 1) 
的 限制 : 电子 必须 几乎 完全 不 损失 其 能 量 . 当 w 一 0 时 , 发 射 截面 按 dw/w 发 
散 ; 这 正 是 898 将 讨论 的 普遍 法 则 的 一 个 例子 . 

在 非 相对 论 极 限 (p < m), 光子 动量 与 电子 动量 相 比 较 是 小 量 , 因为 


因此 = (p/ 一 p)?. 在 (93.8) 式 中 取 e=e' =m 并 与 m 相 比较 上 略 去 p, P 与 w， 
我 们 求 出 


dw p'm? 
A “ar” se 
wW pd 





do = 2 sin 6d0 sin bd0 dw 


x 
x (p? sin? 0 + psin? 0' — 2pp’ sin 0 sin 0' cos yp), 


GF2as p dokdo” dw 
二 3 二 (mr x q) 一 一 一 pe 
n2 p g w 
只 对 一 个 次 级 电子 方向 的 积分 可 以 解析 地 完成 ; 见 R. L. Gluckstern, M. H. Hull， 

Jr., Physical Review 90, 1030, 1953. 
还 可 以 引用 由 H. W. Koch 与 J. W. Motz 给 出 的 综述 性 论文 : Reviews of Modern 


Physics 31, 920, 1959, 此 文 还 给 出 了 表示 币 致 辐射 的 公式 的 图 . 


, (93.10) 





do 
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与 892 习题 1 推出 的 玻 恩 近似 公式 一 致 . 相应 地 , 辐射 的 谱 分 布 由 已 经 推出 的 
(92.16) 式 给 出 .@ 
在 极端 相对 论 情形 , 当 电 子 的 初 态 与 终 态 能 量 都 很 大 时 (e,s' 六 m), 光子 
与 次 级 电子 的 角 分 布 是 很 不 寻常 的 . 对 小 角 0, 0', 出 现在 (93.8) 式 分 母 中 的 量 
Xx，X 为 a 
XO 5 (所 + a ， 和 和 (各 +0°) (93.11) 
在 9< m/s 范围 内 变 得 很 小 . 在 此 范围 , 矢量 g 也 变 得 很 小 (g ~ m). 于 是 , 在 
极端 相对 论 情形 , 光子 与 次 级 电子 在 一 个 孔径 角 为 ~ m/e 的 很 窗 的 圆锥 内 朝 
前 运动 . 
极端 相对 论 情形 角 分 布 的 定量 公式 不 难 从 (93.8) 式 通过 代入 (93.11) 的 
x,x', 而 在 所 有 其 它 地 方 用 s, e' 替换 p, p/, 并 与 se 比较 忽略 q? 来 得 到 . 采用 
通常 的 标记 
和 (93.12) 
mm mm 


我 们 可 以 将 (93.8) 式 写 成 如 下 形式 





8 2E'm4 dw ee 
do = -2 QT 2 0d dp 
62 62 LU2 62 二 62 
XK 全 regrymTT 人 LPG TPR 
{ (1+62)2 (1+62)2 2ee’ (1 二 62)(1 二 62) 
E’ € 66' cos wp 
人 ee 


取 gq? = (nx gg)? 十 (n:9)?(n =k/w), 我 们 容易 求 出 , 对 小 角度 有 





1 62 1 12\2 
0 ) (93.14) 


2 
4 2 2 DRR/ 2 十 0 
ey (0° +6°—266 cosgp)+i+m ( 9- 2 


当 56~~8~1 时 (93.14) 式 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 是 小 的 . 在 较 小 的 角度 ， 
6 ~ m/e, 这 两 项 是 可 相 比 较 的 . 尽管 g 在 这 里 变 成 特别 小 (gq ~ m2/e < m)， 
这 个 区 域 积 分 对 截面 的 贡献 与 整个 6 < 1 区域 的 贡献 相 比 仍然 是 小 的 (这 两 
个 贡献 之 比 容易 看 到 为 m?/e?). 但 是 当 5 ~ 5' ~1 时 ,gq 也 可 能 达到 g ~ m?Je 
值 , 如 果 

BS， pS (93.15) 


这 个 区 域 的 贡献 与 整个 积分 截面 有 相同 的 数量 级 , 或 者 可 以 说 是 其 中 的 主 项 
( 见 下 面 ). 


然而 , 由 于 不 同 项 的 相 消 , 从 (93.9) 式 取 极 限 的 公式 推导 是 比较 麻烦 的 . 
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(93.13) 式 对 yg 与 8’ 的 积分 给 出 光子 (具有 给 定 的 频率 ) 的 角 分 布 , 不 管 
次 级 电子 的 方向 如 何 : 
2dwe’ 6-.d6 


dc = 8207 一 一 一 一 
5 一 8Z2ar: 6 a 


E € 462 Dest ile. EE! 166? 
{+ -rm S++? ray]) 0310 
对 6 积分, 我 们 求 出 在 极端 相对 论 情 形 下 辐射 的 谱 分 布 : 


2 dw €/ “到 2ee’ 1 
daw = 42Z2or2 一 二 5 对 二 3 (1m 一 ”一 2 ) | (93.17) 
这 个 公式 当然 也 可 以 直接 从 (93.9) 式 得 到 . 
应 该 对 存在 一 个 大 的 量 ( 比 ee' /mw ~ e'/m 渤 1 即使 当 w~e 时 ) 的 对 数 
作 一 说 明 . 如 果 这 个 量 太 大 使 得 其 对 数 也 很 大 , 那么 对 数 项 在 这 些 公 式 中 成 
为 主 项 . 对 数 项 是 由 于 在 范围 (93.15) 的 积分 而 产生 的 . 包 因此 , 在 对 数 近似 下 ， 
即 当 略 去 不 包含 大 对 数 的 项 时 , 次 级 电子 沿 着 与 人 射 方 向 成 一 个 角 ~ (m/e)? 
的 方向 运动 . 
最 后 , 我 们 将 给 出 靠近 谱 的 硬 端 范围 内 的 极限 公式 , 即 当 极 端 相 对 论 电 子 
几乎 辐射 其 全 部 能 量 时 : wsEe 六 8 . 由 (93.9) 我 们 容易 求 出 


12 f f 2 .12 f jf f 
= : 守 { 所 全 5 


7 | 475 n a (93.18) 











(93.17) 式 与 (93.18) 式 一 起 覆盖 了 一 个 极端 相对 论 初 态 电子 的 w 值 的 全 部 范 
围 , 并 且 在 w se 六 外 六 你 时 两 式 相符 . 如 果 次 级 电子 是 非 相 对 论 的 (p' 之 mm)， 
则 有 


do 一 2272ar 


ee (93.19) 
7 


E 


@ 先 对 wp 从 0 到 2r 积分 对 5’ 的 积分 可 以 方便 地 换 成 对 差 |4| = |5 一 6 引 的 积 
分 , 再 将 这 个 区 域 分 成 两 个 部 分 , 从 0 到 某 个 4o 再 从 ho 到 co, 其 中 ho 满足 不 等 式 
m/e 人 4o 匀 1. 在 每 个 区 域 , 对 被 积 函 数 都 可 作 相 应 的 近似 . 
@ 这 容易 从 考虑 以 下 积分 范围 看 出 ,其间 ep 与 4A=24 -5 满足 条 件 :my/je < 4,p 女 1 
在 此 范围 , g2/m2 、 42 十 p252, (93.13) 式 括号 中 的 项 正比 于 2 或 42( 当 wp=0 与 4=0 
时 变 为 零 ), 如 下 形式 的 积分 
oz2dpdA4 42dpod4 
[或 人 各 


是 对 数 发 散 的 ; 它们 在 以 上 范围 变量 的 上 限 被 “截断 ”. 
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极 化 效应 


轧 致 辐射 中 的 极 化 效应 可 以 采用 $65 中 描述 的 普遍 方法 加 以 研究 . 这 里 
四 维 矢 量 et, e(2 的 选择 特别 简单 . 由 于 只 有 一 个 参考 系 (原子 核 的 静止 系 ) 
有 实际 的 重要 性 , 取 et = (0,etD), et2) = (0,el?3, 其 中 etb, e(23) 为 垂直 于 大 的 
单位 矢量 , 一 个 在 上 与 p 的 平面 , 另 一 个 则 垂直 于 该 平面 . 

这 里 我 们 将 不 给 出 相当 完 长 的 运算 及 其 定量 的 结果 , 只 是 给 出 极 化 效应 
的 一 些 定性 性 质 . 这 些 性 质 可 以 从 各 种 对 称 关系 推出 名 如 同 在 §87 中 对 康 普 
顿 效应 曾经 做 过 的 . 

这 里 所 采用 的 理论 对 应 于 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近似 . 在 此 近似 下 , 截面 不 
可 能 包含 正比 于 初 态 电子 极 化 矢量 5 或 终 态 电子 极 化 矢量 6 的 项 . 没有 wx ( 
的 项 意味 着 总 发 射 截面 (对 光子 与 次 级 电子 的 极 化 求 和 ) 和 入 射电 子 的 极 化 
无 关 . 

在 正比 于 光子 极 化 参量 &, 马 总 的 项 中 , 没有 x 总 的 项 . 因此 一 个 非 极 
化 电子 所 辐射 的 光子 不 是 圆 极 化 的 , 然而 , 这 里 与 康 普 顿 效 应 的 对 应 结果 有 
一 个 区 别 : 在 后 一 情形 这 样 的 项 是 被 空间 宇 称 守 恒 所 禁 戒 的 , 因为 不 可 能 仅 由 
两 个 独立 矢量 ,上 与 k' 构成 一 个 厢 标 量 . 对 于 轧 致 辐射 , 有 三 个 独立 动量 p,p 
与 k, 这 些 量 足以 构成 厦 标 量 玉 .PDp x 9p. 一 个 形 如 6k .p xp' 的 项 并 不 破坏 空 
加 罕 称 守 便 , 因此 , 严格 来 说 , 不 必 为 零 ; 但 它 在 所 有 动量 改变 符号 时 不 是 不 变 
的 (参见 (87.26)), 而 因此 它 在 一 级 玻 pe 

矿 标 量 k.p x p' 的 存在 还 有 一 个 结果 , 与 和 总 正比 的 项 一 起 , 在 截面 中 
还 允许 有 与 & 成 正比 的 项 , 这 ae 这 个 项 是 作为 如 下 
形式 的 产物 而 产生 的 


SapVa(k x v)ak:.pxp 


(其 中 =k x p), 它 在 空间 反射 与 所 有 动量 变 号 下 都 是 不 变 的 . 因此 , 发 射 的 
光子 有 两 种 类 型 的 线 极 化 (两 个 都 沿 et 与 e(2) 轴 , 以 及 与 这 些 轴 成 45。 的 
“对 角 “ 方 回 ). 然而 , 这 仅 指 次 级 电子 的 运动 方向 也 被 记录 的 情况 . 在 对 2 的 
所 有 方向 积分 时 , 截面 中 x &1 的 项 消失 了 . 这 从 对 称 性 看 是 明显 的 , 因为 积分 
后 两 个 不 重合 的 “对 角 ”方向 变 为 等 价 的 , 因此 没有 一 个 如 在 总 天 0 时 那样 
占 优势 的 极 化 方向 . 

线 极 化 的 程度 是 与 人 射电 子 的 极 化 状态 无 关 的 : 截面 中 形 如 总 5 与 总 ( 
的 关联 项 在 一 级 玻 恩 近似 下 是 被 禁 戒 的 . 然而 , &2C 项 是 允许 的 , 因此 由 极 化 
”“”@ 对 这 些 效应 的 进一步 讨论 见 W. H. McMaster, Review of Modern Physcs 33, 8, 


1961 或 B. H. Baiiep, B. M. Karkon, B. C. ganwa 的 著作 : ManyuenHne pemRTNMBNCTCKIKX 
oNneKTPOHOB, AToMH3AaAT, 1973. 
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电子 辐射 的 光子 是 圆 极 化 的 (有 H. B. 3expnopny, 1952). 


屏 菩 


以 上 推出 的 公式 是 对 纯 库仑 场 的 . 如 果 辐 射 不 是 在 与 “ 裸 ” 核 健 撞 而 是 
在 与 整个 原子 碰撞 发 射 的 , 那 就 必须 考虑 核 场 被 电子 屏蔽 , 这 将 会 使 截面 减 
小 . 为 此 , 我 们 必须 在 外 场 的 势 hte)(a) 中 加 上 一 个 形状 因子 F(g); 见 第 三 卷 ， 
$139. 按照 第 三 卷 (139.2) 式 , 这 可 以 通过 将 2 换 成 2 - F(g) 来 做 到 . 我 们 将 
表明 在 什么 情况 下 屏蔽 是 重要 的 . 

形状 因子 中 给 定 的 一 个 g 值 对 应 于 原子 电子 电荷 空间 分 布 的 一 个 距离 
r 心 1/g. 当 g < 1/a 时 (其 中 a 为 原子 大 小 ), 形状 因子 变 成 几乎 等 于 2Z (完全 
屏蔽 ). 

在 极端 相对 论 情 形 , 如 我 们 已 经 看 到 的 , 对 发 射 截 面 的 重要 贡献 来 自 于 靠 
近 在 给 定 初 态 与 终 态 电子 能 量 下 最 小 可 能 9 值 的 范围 . 在 极端 相对 论 情形 ， 

gmin =Pp—p—w= Ve—m— Ve2—m (eee Le (93.20) 
假如 gmin < 1/a, 或 者 

EE a 
i (93.21) 

屏蔽 是 重要 的 . 这 个 条 件 当 人 射电 子 的 能 量 足 够 大 时 总 是 满足 的 . 

如 果 qmin 饼 1/a (“完全 屏蔽 ”), 我 们 可 以 直接 以 对 数 精确 性 写 下 辐射 的 
谱 分 布 . (93.17) 式 中 对 数 函 数 的 宗 量 正 好 是 不 等 式 se'j/rmw 六 am 的 左边 . 当 
此 不 等 式 满足 时 , 导致 这 个 对 数 的 对 dg 的 积分 在 不 等 式 右边 的 量 级 值 截断 . 
按照 托马斯 - 费 米 模型 a ~ ao2~1/3, 其 中 ao ~ 1/(me?) 为 玻 尔 半径 ( 见 第 三 
卷 , 870), 于 是 om ~ 1/(a21/3). 因此 , 在 完全 屏蔽 时 , (93.17) 式 中 的 对 数 应 该 
换 成 n(1/a21/3). 


能 量 损 失 
电子 辐射 中 的 能 量 损失 用 “有 效 清 阻 ” 表 示 
rad 一 | d we. 93.22 
Xrad 上 wao. ( ) 


利用 (93.17) 式 中 的 do 计算 这 个 积分 , 给 出 只 
12e? + dm? mEtp_ (8e + 6p)m? in2 E+p _4 
E 


rad 一 Zar2e 


3ep m 3ep? m 3 
2 
a (E32) | (93.23) 
ep m 


@ 尽管 (93.17) 式 在 上 限 附 近 是 不 适用 的 ,但 由 于 积分 是 收敛 的 , 这 件 事 并 不 重要 . 
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其 中 畏 数 FR(E) 为 Spencer 函数 (131.19). 
在 非 相 对 论 情形 , (93.23) 式 变 成 


xrad 二 TZ?ar2m, ( 非 相 对 论 ) (93.24) 


由 于 当 上 < 工时, F(6 = 8 见 (131.23). 这 个 公式 当然 也 可 以 通过 对 非 相 对 论 
玻 因 近似 公式 (92.16) 直接 积分 得 到 . 

在 极端 相对 论 情 形 ， 

Krad = 422ar2e @ < 一 3) ; (极端 相对 论 ) (93.25) 
当 &€ > 1 时 ,了 F(E) In; 见 (131.20). 于 是 (93.23) 式 中 含 mn 和 hn” 的 两 项 可 
以 略 去 . 

比 xxerad/e 也 可 以 称 为 辐射 的 能 量 损失 截面 . 当 s 变 大 时 , 这 个 比值 将 对 
数 增长 . 然而 , 当 考 虑 屏蔽 时 , 这 种 增长 将 不 再 发 生 , 对 完全 屏蔽 , xcerad/s 趋 近 
于 一 个 常数 极限 s 4Z2ar2ln(1/(a2Z1/3)). 

对 于 与 原子 的 碰撞 , 必须 记得 , 有 些 辐射 来 自 于 电子 , 还 有 些 辐射 来 自 于 
原子 核 . 以 后 (897) 我 们 将 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 , 电子 -电子 发 射 截面 与 电 
子 - 原 子 核发 射 截面 的 差别 只 是 没有 了 因子 22. 因此 , 在 Z 个 原子 电子 的 情 
形 , 可 允许 用 2(2Z 二 1) 近似 地 代替 22. 

在 通过 一 个 每 单位 体积 包含 NN 个 原子 的 介质 时 , 一 个 快 电子 平均 地 在 以 
下 距离 失去 其 能 量 : 

1 一 
QZI/A3 ; 








~ ar In (93.26) 


lrad ed 
Nx rad 


这 个 距离 称 为 辐射 长 度 . 
关联 长 度 
可 以 给 公式 (93.20) 一 个 更 普遍 的 不 同 解释 . 为 使 以 上 推出 的 公式 成 立 ， 
必须 要 求 电 子 在 其 中 运动 的 外 场 (在 运动 方向 上 ) 在 如 下 距离 应 该 变化 很 小 


1 EE- Ee’ 

lcoh ~ es de (= | (93.27) 
这 个 距离 称 为 关联 长 度 .中 在 玻 恩 近似 下 得 到 的 值 (93.27) 实际 上 对 极端 相对 
论 粒 子 几 乎 普遍 成 立 : 在 相反 的 准 经 典 运动 情形 也 不 难 推出 这 个 结论 , 因为 由 


巴 这 里 的 讨论 是 M. 也. Tep-Mukaenany (1953) 给 出 的 . 





. 400 ， 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 


(93.22) 式 名, 我 们 立刻 看 到 , 对 于 与 运动 方向 成 小 角度 的 辐射 而 言 , 重要 的 时 
间 为 


E! EE! 


GE 

它 对 应 于 长 度 为 cr ~ lcon 的 一 段 轨迹 . 

对 于 给 定 的 频率 w, 关联 长 度 随 着 电子 能 量 增 大 . 只 要 没有 再 次 光子 发 射 
或 超过 关联 长 度 距 离 的 电子 散射 , 对 孤立 原子 的 轨 致 辐射 得 到 的 公式 对 于 通 
过 介质 也 是 正确 的 . 没有 再 次 光子 发 射 的 条 件 为 lcon 和 jiad, 但 是 , 没有 电子 
散射 的 条 件 很 快 就 被 破坏 了 : 在 一 个 介质 中 在 超过 ~ liaa 的 距离 上 电子 将 被 
原子 核 多 次 散射 . 

为 得 到 定量 的 条 件 , 我 们 回 到 对 指数 上 的 时 间 积 分 前 的 (90.22) 式 , 并 将 
其 写成 


1 十 了 1 fti+7 
-和 (1 —n:v)dto -二 {6 一 VT 十 ;/ gat | , (93.28) 
1 


1 
ce Jt t1 


其 中 9 为 v 与 n 之 间 的 小 角度 , 它 来 自 于 被 原子 核 的 散射 , 对 于 库仑 散射 , 6 
缓慢 地 变化 , 因此 , 其 随时 间 的 变化 是 一 个 缓慢 的 “ 角 扩 散 ”. 电子 在 t 一 妇 时 
间 内 的 平均 平方 偏差 的 数量 级 为 


一 2 
8 ~ (t 3 t1)/lcouw) 


其 中 lcoul 为 库仑 碰撞 的 平均 自 由 程 ， 它 由 下 式 给 出 ， 


1 N22e4 In Xmax 








Pr 


/coul E Xmin 


其 中 xmax 与 xXmin 仍 可 看 成 为 卢 巧 福 散 射 的 一 次 碰撞 过 程 中 的 最 大 与 最 小 散 
射 角 (参见 第 十 卷 , 841).@ xmin 的 值 由 原子 尺寸 a 决定, 超过 这 个 距离 原子 核 
的 场 就 被 屏 项 了 : xmin ~ 1/pa. 最 大 散射 角 受 到 原子 核 半径 RR 量 级 距离 的 限 
制 (对 极端 相对 论 电 子 ): xmax ~ 1/pR. 如 果 我 们 取 RO 1.5 x 10-1321/3cm ~ 
reG1a3, 我 们 求 出 

2 


l | (93.29) 
So NZae4ljn(17(a2Z13) 72 ™™ 


@ 在 推出 (90.22) 式 时 仅 基 于 轨迹 曲率 小 的 条 件 ,并 且 不 依赖 于 磁场 是 在 890 中 考 
虑 下 特别 指定 的 这 样 一 个 事实 . 
四 平均 自由 程 由 输 运 截 面 ctr = f -esaot) 决定 . 对 库仑 力 心 的 极端 相对 论 


电子 散射 , 截面 do(x) 由 (80.10) 式 给 出 . 
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(93.28) 式 中 的 第 二 项 覆盖 了 时 间 + ~ lcop, 可 估计 其 为 


Ee! looul Qlrad 
由 于 町 致 辐射 公式 是 在 不 允许 多 次 散射 的 条 件 下 推出 的 , 这 一 项 必须 远 远 小 
于 1. 这 样 我 们 就 找到 条 件 
looh < Clrad, (93.30) 


这 个 条 件 要 比 loon < lraa 更 强 (JI. IH. JIagnay, I. FH. Ilomepanuyx, 1953). 
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在 一 个 光子 与 一 个 原子 核 之 间 碰 撞 中 , 电子 - 正 电 子 对 的 形成 (Z 十 7 一 
GZF+e- 十 et+) 和 电子 -原子 核 轴 致 辐射 (2Z 十 e” 一 2Z 十 e 十 是 同一 反应 的 
两 个 不 同 的 交叉 道 . 从 后 者 变换 到 前 者 的 规则 在 891 已 经 给 出 . 将 这 些 规 则 应 
用 于 (93.8), 我 们 对 非 极 化 光子 产生 电子 对 的 微分 截面 求 出 如 下 表示 式 :号 
_ Zars mp+p-de 


pg 2x Ww3g4 


sinQrd0. sinG_d0_dw 
p+ i p> /12 ,22 
x 4—5(4e- —g )sin 0 十 (4 一 0)sin 0 
2 和 4 Ld 





2 
(p+ sin? 0+ 十 D2 sin? 0_) 
XA+X 


_ 2p+p— 
EE (2e% +2e? 一 9) sinb sin0_ cos | (94.1) 
H+ 





zt 土 一 EL 一 DicosbL， gq = (p++p- ~k), er+ée- =w 


(H. A. Bethe, W. Heitler, 1934). 
由 (93.9) 式 作 一 类 似 的 变换 可 推出 电子 对 中 各 电子 的 能 量 分 布 : 


2 4 TD bs 
or +m? (1 革 +4 征 - 江 =) 








p+ P+p- 
8<+E- A 
tet 

m2w E+E_ 一 Di Erte- 一 2 
2p+p— D+ 2 
E+E- 十 PHD_- 十 7” E 土 十 D+ 

了 三 jn i ls = jn ps (94.2) 

E+E—- 一 2HD- Tm E 士 一 人 十 


也 光子 产生 电子 对 的 极 化 效应 在 893 中 与 四 致 辐射 相 联系 所 引用 的 论文 中 已 经 讨 
论 过 了 . 
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由 于 以 上 公式 是 基于 玻 恩 近似 的 , 它们 在 Ze2/vir 之 1 的 条 件 下 成 立 . 
(94.1) 式 与 (94.2) 式 对 电子 和 正 电 子 的 对 称 性 本 身 就 是 玻 恩 近似 的 结果 , 而 且 
在 更 高 级 近似 中 不 再 出 现 . 

在 极端 相对 论 情形 (s+ 六 m), 电子 与 正 电子 相对 于 人 射 光 子 方向 成 角度 
904 ~ m/ert 发 射 . 角 分 布 由 与 (93.13) 式 类 似 的 公式 给 出 : 








8 ,2 27704E41E- 
do 一 元 和 r2 w3g4 de 
“人 i 殖 中 0 
(1 二 +62)? (1+62)2 2ere- (1 二 她)(1 填 62) 
2 6+0_ cos w 
十 (E 十 二 (+o) + 外 (1 十 可 } 16_d6rdé_ dwy, (94.3) 
且 2 
2 2 2 
曙 2 /1t64 1 十 0 
0+ 十 0 一 20+0- cos%p 十 各 ( De De (94.4) 
此 情形 的 能 量 分 布 为 


2 od 
do = 4220m? 人 十 经 二 jete- ) 区 = 3) (极端 相对 论 情形 ). 
(94.5) 
(94.5) 式 对 e+ 由 m 到 w 的 积分 给 出 具有 给 定 能 量 光子 产生 电子 对 的 总 截 
面 :@ 
0 一 T2207? (mn 2 和 ) ; 山 了. (94.6) 


如 同 秆 致 辐射 一 样 , 极端 相对 论 截 面 的 对 数 项 是 由 如 下 范围 的 值 引 起 的 : 
q ~ m2?/e. 现在 这 个 范围 对 应 的 角度 为 


mm mm 
dE 


而 不 是 如 在 (93.15) 式 中 的 yp < m/e. 于 是 , 在 对 数 近 似 下 , 电子 与 正 电子 的 方 
向 和 光子 的 方向 成 小 角度 , 并 且 几 乎 和 光子 方向 是 共 面 的 但 在 相反 的 一 侧 . 

当 人 靠近 反应 阔 时 (w 一 2m), 玻 恩 近似 不 再 成 立 . 这 个 情形 下 定量 公式 的 
推导 要 求 对 终 态 三 个 带电 粒子 ( 核 与 电子 对 ) 的 库仑 作用 进行 精确 的 计算 . 当 
然 , 对 电子 (被 吸引 到 核 ) 与 正 电 子 (被 核 排斥 开 ) 的 对 称 性 不 再 存在 . 


如 果 
Za < /—— «1, (94.7) 


Q@ 由 于 积分 在 两 端 都 是 收敛 的 , (94.5) 式 对 小 e+ -mm 值 不 适用 变 得 不 重要 了 . 
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那么 玻 恩 近似 仍然 成 立 ， 在 电子 对 非 相 对 论 能 量 时 , w 。 2m > p+, 而 因此 ， 
0 多 w. 在 (94.1) 式 中 我 们 到 处 可 取 ei = x+ = m,w = 2m, 于 是 这 个 公式 可 简 
化 为 
本 了 Qar2 2 
647n2 
在 对 角度 积分 后 ， 


1 p+p— (p49p2) 227are 
do = 52 are 一 de+ = ms 人 —2m)yVle+ —m)(e- — m)del. 


(94.9) 








(p2 sin? O04 +p2 sin 0_)dordo_dei. (94.8) 


最 后 , 对 s+ 从 m 到 ww 一 m 积分 给 出 总 截面 


3 
12 mm 


如 有 果 生 成 的 电子 对 两 电子 的 相对 速度 (vo) 很 小 , 则 必须 考虑 其 库仑 作用 
(A. 五 . Caxapos, 1948). 这 个 相互 作用 在 vo 为 (或 小 于 ) 电子 - 正 电 子 束缚 态 
(电子 偶 素 ) 内 速度 的 数量 级 时 会 变 得 重要 : 


Vo < oa. (94.11) 


我 们 在 电子 对 的 质心 系 中 研究 这 个 过 程 . 虚 动 量 为 ~m 时 在 表示 这 个 过 
程 的 图 中 是 重要 的 ; 即 , 在 电子 与 正 电 子 之 间 的 距离 为 ~ 1/m 是 重要 的 . 其 相 
对 运动 的 流明 数 y(7) 仅 在 距离 7 ~ 1/mwvo ~ 1/ma 时 有 大 的 变化 , 这 个 距离 
与 1/m 比较 是 大 的 . 因此 , 对 粒子 的 相互 作用 允许 在 跃迁 和 矩阵 元 中 包括 一 个 
因子 w*(0). 微分 截面 相应 地 要 乘 以 |y(0)|?, 即 乘 以 

27a/uo 
1 一 e 一 2ray/uo 

见 第 三 卷 , (136.11), 两 个 粒子 的 相对 速度 为 一 个 粒子 在 另 一 个 粒子 静止 系 中 
的 速度 . 比较 不 变量 pyyp* 在 此 参考 系 及 在 实验 室 系 ( 核 的 静止 系 ) 中 的 值 ， 
我 们 求 出 





(94.12) 


2 
MI E+E—- 一 人 + 了 一， 
于 是 vo 可 由 此 求 出 . 如 果 pj 和 p_ 在 大 小 与 方向 上 相似 , vo 可 由 如 下 近似 公 
式 给 出 

v2 = E30 2 es (94.13) 

此 式 在 vo 安 1 时 成 立 ; 这 里 p= = 5(p+ +p-),e = (e+ +e-), 而 人 9 为 p+ 与 p- 
间 的 夹 角 . 

按照 (94.12) 与 (94.13) 式 对 截面 的 修正 在 产生 的 电子 与 正 电 子 动量 之 间 
的 关联 中 引起 一 个 反常 : 即 它 在 pj sp_ 时 有 一 个 罕 的 极 大 峰 . 
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895 极端 相对 论 情形 电子 对 产生 的 精确 理论 


在 893 与 894 中 我 们 用 玻 因 近似 讨论 了 相对 论 情形 下 光子 的 思 致 辐射 与 
电子 对 产生 问题 , 玻 恩 近似 的 条 件 0 «1 ee 总 是 满足 的 . 在 895 与 896 中 
我 们 将 描述 这 些 过 程 的 一 个 理论 , 它 不 受 上 述 条 件 的 限制 , 也 就 是 说 , 即使 在 
Za ~ 1 时 也 是 正确 的 (H. A. Bethe,L. 0 1954). 我 们 将 假设 两 个 粒 
子 ( 初 态 与 终 态 电子 , 或 电子 对 的 组 分 ) 都 是 极端 相对 论 的 , 具有 能 量 <s 六 m. 

我 们 已 经 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 , 两 个 粒子 都 与 光子 方向 成 小 角度 (6， 
9' 或 84,9_) 运动 :9 < m/s. 这 个 性 质 在 精确 (对 Za) 理论 中 仍然 保持 , 因此 
我 们 将 只 考虑 这 个 角度 范围 . 

在 此 范围 到 原子 核 的 动量 转移 为 g ~ m. 这 意味 着 在 波 了 沟 数 中 碰撞 参量 
的 重要 值 为 p ~ 1/g ~1/m, 即 在 “大 ”距离 范围 .在 这 个 距离 范围 , 可 采用 8$39 
推出 的 波 函 数 . 电子 对 产生 的 计算 如 下 所 示 . 

0 0 截面 (参见 (56.1), (56.2) 式 ): 











d3 DT+d3 Pp— 
do = 2X cv 于 al S(w 一 二 二 Ee (Qn)3 》 (95.1) 
其 中 
Msi = / pT (oe)er "ryt ,dz. (95.2) 


这 里 只 -2 为 电子 的 波 函 数 , 而 内 _。 为 具有 负 能 量 -e+ 与 动量 -p+ 粒 
子 的 波 函 数 . 

终 态 粒子 的 波 函 数 灵 站 必须 具有 一 定 的 渐 近 形式 , 它 包 括 ( 除 平面 波 
外 ) 一 个 人 射 的 球面 波 ; 这 由 上 标 (-) 标明 . 按照 (39.10) 式 , 这 个 波 函 数 为 @ 


Ey (一 ) i .7 1C . V 中 
要 二 VE 0 一 ) 上 上 (一 jy， 1, —i(p_r a 7))u(p_), | 





2E_ 
Cl) = ew/2T(1+iv), v= Za. 
波 函 数 几 局 _。 必须 具有 一 定 的 渐 近 形式 , 它 包括 一 个 射出 的 球面 波 (用 
上 标 (+) 标明 ), 因为 它 标记 一 个 “具有 负 能 量 的 初 态 ” 的 波 函 数 . 正 电 子 波 函 
数 的 渐 近 形式 由 中” 。 得 到 , 因此 有 一 个 人 射 波 , 这 对 终 态 粒子 是 正确 的 . 


按照 (39.11) 式 , 此 项 数 为 


C(t) We ia . V 
A V + (+ 2e 1 ) Fin itr+pr r)ul-p+) 


C(t) = ew/27(1 + iv). 


(95.3) 





(95.4) 
@ 在 本 节 , p+ = |p+|,9 = |ql. 
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由 于 Myi ((95.2) 式 ) 的 矩阵 结构 的 要 求 , 在 (95.3) 与 (95.4) 中 必须 包括 正 
比 于 ~ 1/e 的 项 . 矩阵 元 (a) ji 为 一 个 方向 很 靠近 k 方 向 的 矢量 . 因此 (a.e)r 
的 领头 项 是 小 的 , 其 修正 项 与 该 项 为 同一 数量 级 . 

将 (95.3) 与 (95.4) 代入 (95.2) 式 , 并 略 去 ~ 1/e+e- 的 项 , 我 们 求 出 





Mp = PH(e + (ea) I)+ (oT)(e: oyu( -p+), (95.5) 
其 中 


N = CWC) = xv/(sinh nw), (95.6) 
十 / er-iarF* Fyd3z, 


i 
2 一 ig7F* VF ds , 
ee / 人 (95.7) 


a 1 

2e_ 
q = p+ 二 +p-—k; 

为 简洁 计 , 我 们 用 FF_ 与 Fi 标记 在 (95.3) 式 与 (95.4) 式 中 出 现 的 超 几 何 函 数 . 

积分 1, 了 ,了 _ 满足 一 个 恒 等 关 系 ; 由 


/ V(e TF* F,)diz = 0, 


I eg7(VEF_)*Fd3z， 


我 们 有 
ql +2e+I4 +2e_1_ =0. (95.8) 
将 |Mzyi|? 对 入 射 光子 的 极 化 求 平均 并 对 电子 与 正 电 子 的 自 旋 方向 求 和 .@ 这 
可 通过 如 下 张 量 代 换 
eiek 一 > (6 — mink), n= 2 
并 按照 如 下 规则 变换 双 旋 量 乘 积 
Uri 一 2p+ = (et 让 一 2 了 了 干 人 mn)， 


再 取 a = YY 来 做 , 我 们 求 出 


N? 本 本 

pe ttro-Q :p+Q trp-(n: Q)pr(n: Q)), 
十 二 一 

Q=7 -YY -7 I), 

Q=7yT -YT -7 LT). 


允许 所 有 粒子 有 极 化 的 计算 是 由 H. Olsen, L. C. Maximon, Physical Review 114， 
887, 1959 给 出 的 , 还 可 参见 893 中 引用 过 的 B. 中, Baitep 等 人 的 书 . 





IMyiP? 一 
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对 小 角度 
Gr~m/e 1 (95.9) 


的 极端 相对 论 情形 , 作 近 似 后 的 最 后 结果 将 在 这 里 给 出 . 我 们 定义 如 下 辅助 
矢量 
b+ 二 一 (P+)1， 0 = 洼 g,, (95.10) 
m m 


其 中 下 标 上 标记 垂直 于 上 方向 的 分 量 . 于 是 有 





2 2,,2 
Mi — { 合 Pp +2 + 
十 


2 m6_ 2 





其 中 我 们 已 经 用 到 I~ el4/g ~ e 斑 /m 的 事实 (如 由 (95.8) 式 所 看 到 的 ), 并 略 
去 了 比 m/s 更 高 阶 的 项 . 
积分 天 可 以 表示 成 





积分 J 可 用 完全 超 几 何 函 数 写成 : 乌 
_ dr /q —2p+.:g 0 
人 02 (各 F( ly, 1v, 1, z), 
,oF Ptp- 一 2+ PP-) 十 2D+ gp- 9) 
(gq* — 2p+ .9)(9 一 2D- 9) 
对 ps 微 商 必须 在 固定 的 g 下 进行 , 然后 再 取 g = pi 十 p_ 一 k. 在 作 了 对 应 于 
极端 相对 论 情 形 的 近似 并 采用 条 件 (95.9) 后 的 结果 为 


(95.13) 


4 iy | 2 
I = 2 (EE {vag rl) +i3F’'(z)(qér 一 m5) . (95.14) 


为 简洁 计 , 采用 标记 





gq? 
Co 一 工 一 maste—; 


1 
“1+ 好， 
站 (95.15) 


F(z) = F(—iv, iv, 1, z), 


其 中 F(z) 为 实 函 数 . 于 是 积分 I 可 直接 从 (95.8) 式 求 出 . 
Q@ 这 个 计算 是 由 A. Nordsieck 给 出 的 , 见 892 引用 的 文章 . 
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将 积分 值 代入 (95.11) 并 代入 (95.1) 式 , 我 们 求 出 所 要 求 的 截面 : 


4 TY \2 70 2 
n 全 人 了 人 


X[ 一 2c+E_ (5164 十 到 和 ) 十 2 十 到 )EE_ 十 2(e4 十 和 ) 





do = 


a £1+62 /2 SS 2 £2 2 £2 
Xxér6-é+é- cosp] + a a FE (2)[-2ere-(6+é+ +6-é-) 
+w (1+6462)E1é- 一 2(c +e2)516_€1é- cosyp)}. (95.16) 
当 v 一 0 时 ， 


Nv 
sinh nv 
于 是 表示 式 (95.16), 如 应 该 的 那样 , 可 简化 为 Bethe-Heitler 公式 (94.3), 这 对 应 
于 玻 恩 近似 . 如 果 电 子 对 发 射 的 角 满 足 条 件 





— 1, F(z)— 1, F(z —0. 


6+—6-| 才 1 x-yv|<<1, 


则 对 任何 > 都 可 简化 为 这 个 公式 . 由 于 9g  m, (95.16) 式 括号 中 的 第 二 项 与 
第 一 项 相 比 有 个 额外 的 因子 (g/m)s 而 可 以 略 去 , 而 在 第 一 项 中 我 们 有 (因为 
(1—z)~ g/m < 1) 

1 _ sinh nv 


F(z) 一 F(1) 三 下 (一 jz， iv, 1， 1) 一 FE iFiD) 一 op 





(95.17) 


于 是 在 括号 前 的 类 似 因 子 消去 了 . 
现在 我 们 来 考虑 截面 对 电子 对 发 射 方向 的 积分 . 对 角度 的 积分 可 分 成 两 
个 区 域 1 与 ,分别 为 


(D1—-z>1—%, (I)l1—-z<1—2i, 


其 中 zz 为 某 个 值 , 它 使 得 1 污 1 一 zi > (m/e)?. 由 于 在 区 域 I 中 1-z<<1， 
4 之 mz, 由 以 上 讨论 得 出 , 在 这 个 区 域 do < dop = dcv-o, 其 中 do 为 玻 思 
近似 截面 . 因此 , 对 角度 的 积分 为 


和 | 上 / (do — dol,_ ,0), (95.18) 
1 I 1 


其 中 (doe+)B 为 玻 恩 截面 (94.5) 对 角度 的 积分 . 
在 区 域 I 我 们 有 
g/m ~ 62 +62 +2616_ cosy. 


Q 这 个 函数 值 可 以 从 第 三 卷 , (e.7) 得 到 , 该 式 将 宗 量 为 z 与 宗 量 为 1- z 的 超 几何 
盟 数 联系 起 来 . 
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我 们 将 变量 从 6,6-,y 变换 为 64,8-,z. 直接 计算 此 变换 的 雅 可 比 量 给 出 





se dérdé_dyp 
(do .6_dé6_:d i As Ek 
”8 全 所)5sinp 


其 中 
2 
1 一 z= été =6++€- 216- +2VEté (1 -Er)(1 —é€-)cosy 
背 助 于 这 个 公式 用 其 它 量 表 示 siny 与 cosp 并 代 人 (95.16), 再 进行 一 些 人 简单 
的 代数 运算 , 我 们 得 到 


2d6tdgdz 
[z(1—z)—(1—z)(é+ +é- —1)?— z(t —é)]2 


~ [二 5 l(t + e2)0 一 本 十 2c4e- (€+ —€_)"] 


do = Ade+ 


+{ 22 一 党 [ea +e2)z+2ere- e+E -1 


nv - Zor? 
sinhnv/ 2nw3 








最 后 , 我 们 用 新 的 “ 球 ” 变 量 x 与 芒 代 蔡 &4 与 6-: 


t+é- —1= Vzsinx cosy; 

E+ 一 上 = V1 — zsin x sin w:; 

Og x<n/2, Og < 2n; 

2d€1dé_ 一 Vz{(l — z)sinx cosxdxdwy. 


变量 x 与 少 的 变化 范围 对 应 于 红 与 &_ 从 0 到 1, 即 对 5 与 56- (或 等 价 地 
0; 与 96_) 从 0 到 oo 的 范围 ; 这 个 积分 很 快 收 敛 使 得 角度 的 变化 范围 可 以 以 
这 个 方式 扩展 . 在 变换 后 , 分 母 的 根 变 为 Vz(1 一 z)cosx; 对 X 与 峭 的 积分 是 
初等 的 , 结果 为 


F 
Te 





do = 2A .2ndz (9 十 Ee2 十 3ete- ) | 2 de+. 
出 现 一 个 额外 的 因子 2 是 因为 对 z 的 积分 为 是 0 到 za, 而 当 辐 角 wp 从 0 变 到 
x 和 从 天 变 到 2r 时 , 每 个 z 值 出 现 两 次 . 

对 z 的 积分 利用 (92.14) 式 进 行 , 由 于 v= -> ( 且 F(z) 为 实 的 ), 该 式 变 为 


EF? 2 
a 
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这 个 式 子 的 积分 为 ziE(zi)ER(z)/2. 由 (95.17) 式 取 值 maF(z) 多 PR(L), 而 极限 
F'(zi 一 1) 由 下 式 给 出 为 中 
F(z) =F(1 iv,1+iv,2,2) ~ -ln(1 —2) +2f (WY, 
其 中 


RC [IV(1 +iy)+ V1 -iv) 25(1)] = », 


n(n + v2) 
(95.19) 
vy(z) = T(z)/T(z). 


将 以 上 表示 式 代 入 (95.18), 我 们 得 到 最 后 的 公式 
doe = 42°ar2 (a 十 E22 十 3e+e-) Bb + 一 5 一 上 ea (95.20) 
能 量 为 w 的 光子 产生 电子 对 的 总 截面 为 
Dw 2 


og = Zor 4b n 7- f(e2)| (95.21) 


我 们 看 到 , 这 些 公 式 的 变化 只 是 从 对 数 项 减 去 原子 序数 的 一 个 通用 的 函数 
f(a2Z). 图 18 给 出 这 个 函数 的 图 示 . 对 v 之 1 情形 , f(v) 汪 1.2z2， 


f(v)/v? 









、\ 
Bk 
EN 
0 01 02 03 v 





图 18 


此 公式 的 推导 可 以 在 下 面 这 篇 论文 的 附录 中 找到 : H， Davies, H, A. Bethe, L. ©. 
Maximon, Physical Review 93, 788, 1954. 
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$96 极端 相对 论 情形 轨 致 辐射 的 精确 理论 
加 致 辐射 过 程 的 矩阵 元 为 
Mrs; = |/ py (a er)e "yt)dy: (96.1) 


初 态 电子 (e,p) 与 终 态 电子 (e',p') 的 波 函 数 在 其 渐 近 形式 中 分 别 包含 出 射 与 
人 射 的 球面 波 . 这 个 积分 的 计算 类 似 于 和 矩阵 元 (95.2) 的 计算 , 但 这 里 不 将 给 出 . 
然而 , 我 们 将 描述 另 一 种 轧 致 辐射 截面 的 计算 方法 , 它 基 于 准 经 典 方法 并 且 没 
有 用 到 原子 核 场 中 电子 波 函 数 的 明显 形式 (在 此 意义 上 是 与 场 势 的 精确 形式 
无 关 的 ) (B. H. Baitep, B. M. Karrkos, 1968). 

在 思 致 辐射 过 程 中 , 原子 核 传递 给 电子 与 光子 一 个 动量 gq =p' 十 太一 了 . 
如 在 电子 对 产生 问题 中 一 样 , 我 们 必须 区 分 垂直 于 p 的 动量 转移 qi 的 两 个 
范围 : 

(D) mq > wm/e, (人 gwm2 /se <m. (96.2) 

很 明显 , 在 区 域 I 发 射 截面 等 于 玻 恩 值 : 对 这 些 g, 值 , 核 的 反 冲 动量 是 不 重 
要 的 , 如 在 898 中 所 表明 的 ( 见 条 件 (98.10) 的 推导 ). 因此 在 区 域 1, 这 个 过 程 
的 截面 为 电子 在 静止 核 场 散射 的 精确 截面 与 发 射 概率 的 乘积 , 而 后 者 是 与 场 
的 具体 形式 无 关 的 . 但 是 因为 按照 (80.10) 式 , 库仑 场 中 小 角度 的 精确 散射 截 
面 等 于 玻 恩 值 , 所 以 它 也 就 是 区 域 I 中 整个 过 程 的 截面 . 

因此 只 需要 考虑 区 域 I. 小 动量 转移 对 应 于 电子 与 核 相 距 为 大 的 距离 : 
Pp ~ 1/q1 ~ ce/m?. 但 是 , 在 这 个 距离 , 电子 运动 肯定 是 准 经 典 的 , 这 一 点 容易 
通过 将 通常 的 准 经 典 条 件 (第 三 卷 (46.7)) 直接 应 用 于 极端 相对 论 方程 (39.5) 
看 出 . 

由 于 运动 是 准 经 典 的 , 我 们 可 以 采用 在 890 对 同步 辐射 用 过 的 方法 . 表示 
式 (90.7) 在 此 情形 为 电子 在 通过 原子 核 一 次 发 射 的 概率 . 

公式 (90.18) 对 890 用 到 的 函数 工 保持 正确 ; 唯一 的 区 别 是 准 经 典 电 子路 
径 7==7(t) 的 形式 , 它 是 用 来 计算 差 rz -mi 的 . 

对 大 的 碰撞 参量 , 核 场 可 看 成 是 弱 的 . 在 零 级 近似 , 路 径 为 由 中 心 出 发 的 
距离 为 p 的 一 条 直线 . 在 下 一 级 近似 , 作为 运动 方程 , 我 们 有 (参见 第 一 卷 , 820) 


dp _ pdU 


dt rdr’ 
其 中 p 为 zy 平面 上 垂直 于 电子 初始 动量 的 一 个 矢量 , 而 方程 右边 的 > 取 为 零 


级 函数 : 
rr Vp2 十 02t2 VP +. 
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因此 

t drr dt 
几 
速度 v(t) = p(t)/e 可 以 以 足够 的 精确 性 看 成 为 常数 (其 中 能 量 <e 仅 与 p 的 大 
小 有 关 , 而 与 其 方向 无 关 ). 进一步 积分 给 出 


p(t)}—p1= -Pp (96.3) 


rtti) 一 "1 一 2 人 一 碳 ) 一 - / (p(t) — pildt'. (96.4) 


我 们 将 取 妇 = 一 00, 因而 量 pi = p(--00) 三 p 与 v= p/e 为 电子 的 初始 动量 与 
初速 度 . 
我 们 可 以 将 概率 (90.7) 取 为 如 下 形式 





val 
dw = la(p)| CE (96.5) 
其 中 
a(p) = 人 R(t) exp {et 一 天 . "(a)} dt, 
ee. (96.6) 
R(t) 一 La | 


而 ef = 一 w, p(t) = p(t) 一 k. 经 典 函 数 p(t) 由 (96.3) 给 出 . 如 果 用 p 标记 粒 
子 的 初始 动量 , 对 库仑 场 ( = -vy/r,v = Za) 我 们 有 


| 
p(t)=p 02 + 
和 
r(t) = < [VP 十 友 十 引 


利用 经 典 散 射 中 的 动量 改变 ， 
A = p(00) — p(-00) = —2pv/p’, (96.7) 


我 们 可 以 将 这 些 公式 写成 





(96.8) 
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现在 利用 R(t) 的 公式 (90.20) 和 对 p(t) 与 7(t) 的 表示 式 (96.8), 我 们 可 以 
计算 (96.6) 式 中 对 时 间 的 积分 . 这 个 积分 通过 将 变量 t 换 成 


€ = — lt — kr(t) 


进行 , 并 采用 如 下 公式 





CO 一 过 d 
= 2ixKi(x), 


其 中 Ki 为 麦克 唐 纳 函 数 . 但 是 并 不 需要 完成 这 个 计算 , 因为 我 们 只 需要 对 于 
小 的 独立 参量 A(A 之 m) 时 a(p) 的 表达 式 . 此 时 ， 
ap) = wr Du, :4AXK1i(X)， (96.9) 
其 中 
X=p(l -nw), 


n 二 kk/w,D 为 p,e 与 上 的 某 个 孔 数 (但 不 是 p 的 函数 ), 其 精确 形式 并 不 重 
要 . 忆 因 为 , 在 极端 相对 论 情形 , 光子 以 与 电子 速度 方向 成 小 角度 6 发 射 , 我 们 


有 
X~ Pp, 9 +} 
= ca a (96.10) 
X= hoce 7 mm 


我 们 已 经 指出 过 , (96.5) 式 为 一 个 电子 以 碰撞 参量 p 单 次 通过 原子 核 时 
发 射 光子 的 概率 . 给 定 频率 与 方向 的 光子 的 发 射 截面 为 该 式 乘 以 vidpzdpy = 
dpzdpy 三 d2p 并 对 碰撞 参量 积分 得 到 : 


或 者 


do = 人 3 let) )|2d2 2. (96.11 ) 


然而 , 不 应 该 以 为 这 个 公式 没有 对 d2p 积分 也 会 给 出 终 态 电子 的 方向 分 布 . 在 
由 外 场 唯 一 确定 的 经 典 轨迹 上 运动 的 电子 的 偏 移 肯 定 和 非 决 定论 的 量子 力学 
的 偏 移 是 不 同 的 (因此 经 典 函 数 p'(t) 的 极限 p'(oo) 也 和 电子 实际 的 终 态 动 量 
不 同 ). 所 以 , 为 了 得 到 电子 的 角 分 布 ,我 们 必须 将 其 波 函 数 重新 按 平 面 波 展 开 . 

从 (96.11) 式 看 出 , a(p) 为 以 碰撞 参量 p 通过 时 光子 的 发 射 振幅 . 然而 ， 
(96.5) 与 (96.6) 式 确 定 这 个 振幅 只 到 一 个 相 因 子 , 这 个 相 因 子 容易 看 出 为 


@ 旋 量 wi 与 wy 在 积分 中 可 以 看 成 为 常数 , 即 在 经 典 极端 相对 论 运动 中 可 以 忽略 
电子 的 极 化 的 变化 . 这 一 点 可 以 从 841 中 推出 的 方程 看 出 . 
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e 2: 根据 r(t) 中 与 时 间 无 关 项 rL(oo) = p, 在 Vyi(t) 中 必然 存在 这 个 常 
数 因子 , 并 可 移 到 对 时 间 积 分 号 的 外 面 . 因为 它 不 是 一 个 算 符 , 不 受 对 易 步 骤 
的 影响 , 因此 发 射 过 程 的 振幅 为 

eikpa(p), (96.12) 


其 中 a(p) 由 (96.9) 式 给 出 . 

现在 假设 当 z 一 一 00 时 , 电子 可 以 用 具有 沿 z 轴 的 动量 p 的 平面 波 描述 . 
这 意味 着 , 当 z 一 -oo 时 , 电子 的 波 范 数 作为 zx 与 y 的 函数 简化 为 一 个 常数 ， 
可 取 为 1. 于 是 , 当 z 一 oo 时 , 通过 这 个 场 的 电子 的 波 苑 数 为 , 


p00) = S(p) = exp {= 三 U(x,y, zz| | (96.13) 
按照 跃迁 振幅 (96.12) 的 含义 , 一 个 通过 场 并 发 射 光 子 的 电子 的 波 函 数 为 
eitpa(p)S(p). (96.14) 


电子 进入 具有 确定 动量 p/ 的 态 的 发 射 振幅 由 相应 的 (96.14) 的 傅 里 叶 分 量 给 
出 , 即 


a(q1) = / e-ip'pe-ikpa(p)S(p)d?p 
= | erealp)s(p)a’p, (96.15) 


其 中 gL 为 给 予 核 的 动量 转移 的 横向 分 量 ; 参见 第 三 卷 (131.7) 式 . 给 定 动量 转 
移 gq| 的 散射 截面 为 i 
dk d 
do = lala )P rors on: 
现在 我 们 来 计算 S(p)， 在 这 里 考虑 的 库仑 场 情形 , 指数 上 的 积分 是 发 
散 的 , 这 与 库仑 散射 中 的 相位 发 散 一 致 . 因此 , 积分 必须 先 在 有 限 的 积分 限 内 
进行 : 


(96.16) 


R 县 
dz 
vaz= -zz |/ 一 -一 一 一 2xylin( 尺 十 V 玉 2 十 02) 一 jn 
三 RJT nn(R+V Pp°)— Inpl 
NY—2vlIn2R+2vInp 


外 见 第 三 卷 (131.4) 式 ; 请 回忆 起 我 们 对 方程 (39.5) (其 中 我 们 取 p? ~ e2) 与 非 相 对 
论 薛 定 谓 方程 (39.5a) 间作 过 类 比 . 记得 这 些 方 程 中 系数 的 含义 的 区 别 , 容易 看 到 , 在 我 
们 这 里 的 情形 , 第 三 卷 (131.4) 式 成 立 的 条 件 即 第 三 卷 (131.1) 式 事实 上 是 满足 的 . 而 这 
个 公式 对 任意 大 的 z 不 再 成 立 的 事实 , 由 于 第 三 着 8131 中 的 同样 理由 而 变 得 并 不 重要 . 


‘414 ， 第 十 章 电子 与 光子 的 相互 作用 


(RR > p). 第 一 项 为 常量 , 是 不 重要 的 , 因此 
S(p) = exp(—2ivinp) = p—*. (96.17) 


将 (96.9) 与 (96.17) 式 代 和 (96.15) 式 , 并 对 zy 平面 上 的 矢量 p 的 方向 积 
分 我 们 求 出 
a(qi) ez 1 pv Ki (x)T1(g 1 p)pdp, (96.18) 


其 中 Ji 为 贝 塞 尔 函 数 . 不 含 v= Za 的 因子 这 里 没有 写 出 来 . 
我 们 看 到 , 振幅 a(q1) (并 因此 截面 (96.16)) 对 > 的 依赖 关系 包含 在 一 个 
分 开 的 因子 中 . 另 一 方面 , 当 v 一 0 时 , 截面 必定 趋 近 于 其 玻 恩 近似 值 . 因此 ， 
我 们 立即 清楚 看 到 , 截面 与 玻 恩 值 只 相差 一 个 与 电子 极 化 无 关 的 因子 , 所 以 不 
会 影响 其 极 化 效应 . 
分 (96.18) 可 以 通过 如 下 公式 用 超 几 何 也 数 表示 


人 sg 和 Ki (azJJi(bz)zdz 
0 


_ br( 2 一 M2)P(L 一 M2 (4+ 号 ) 人 ) 


2 和 Xa3 一 和 2 2 ot 
这 给 出 
a(qi) x v(1 — iy) (0) Tr2(1 ~ iw)F(iv, 1 ~ iv, 2, 2), (96.19) 
人 m4w? eb 
z= 二 1 一 4a +62)?，56= 7 (96.20) 


这 里 我 们 用 到 一 个 事实 , 即 在 区 域 I ( 见 (96.2) 式 ), 矢量 g 平行 于 p 的 分 量 为 
人 入， 
gf=0 -gq Ta (1 十 82)2. (96.21) 


这 一 点 容易 证 明 , 因为 在 该 区 域 动量 p, p/ 与 上 之 间 满 足 条 件 (93.15) 式 . 
(96.19) 式 中 的 超 几 何 函 数 可 以 通过 如 下 公式 简化 为 (96.15) 中 的 F(z) 


一 Fo b,c,z) 十 2 re b,c, z). 





F(a,b+1,c+1,2z)= 
于 是 , 最 后 结果 为 


do = dcB I (z) 十 0 pn 日 (96.22) 


a 
F?2(1) 
其 中 dop 为 玻 恩 截面 (93.13) 式 (H. A. Bethe, L. C. Maximon, 1954). 当 g > 
m2/e, 我 们 有 z s 1,dos 的 整个 系数 趋 近 于 1; 在 这 个 意义 上 , 在 区 域 工 推出 
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的 公式 (96.22) 对 所 有 的 g < m 都 自动 满足 . 当 g < m2?/e 且 (96.22) 式 中 的 修 
正 因 子 不 同 于 1 时 , 矢量 p,p' 与 上 几乎 是 共 面 的 , 而 且 量 6 与 5' 也 几乎 相等 ; 
这 在 (96.22) 式 中 已 经 考虑 了 . 于 是 , z 的 表示 式 De 20) 中 的 2 可 以 写成 


wd 十 62)2， (96.23) 





02 
2 2 
二 6° 二 六 ~ 285 cosp + 5 


即 , 我 们 可 以 在 (93.14) 式 的 第 二 项 中 取 5 = 6 但 在 第 一 项 中 不 行 , 因为 它 包 
含 一 个 不 小 的 系数 (~ m?/e?). 

要 得 到 对 角度 积分 的 截面 , 并 不 需要 重复 这 个 积分 : 我 们 可 以 用 下 面 的 
方法 进行 (H. Olsen, 1955). p/ 的 不 同方 向 (对 给 定 能 量 e") 对 应 着 电子 终 态 的 
简 并 . 很 明显 , 对 属于 一 个 简 并 能 级 的 态 的 求 和 结果 和 这 些 态 的 完备 集合 的 选 
取 是 无 关 的 . 因此 , 在 对 mr' 的 方向 求 和 中 可 以 将 计算 微分 截面 需要 的 完备 组 
从 哎 引 换 成 凡 记 ， 即 我 们 可 以 定义 思 致 辐射 矩阵 元 为 


MN = = /vt py “(a ， e ei "yt dz. 


不 难看 到 , 这 个 积分 是 与 (MF?)* 相同 的 , 只 要 将 后 者 中 波 函 数 的 参量 作 如 下 
变换 : 
P+,D+;E+ 一 —P,—p,—ée;p-,p_,E 一 了 De 一 一 上 
并 将 积分 变量 的 符号 反 号 : 7 一 一 7. 
因此 , 很 清楚 , 轧 致 辐射 截面 对 角度 的 积分 可 以 从 积分 的 电子 对 产生 截面 
(95.20) 再 乘 以 下 面 的 因子 
wd wd 
2 dE+ 本 E4 de+ 
(参见 (91.6)) 并 将 ej 换 成 ~e, e_ 换 成 e 得 到 . 于 是 我 们 有 
do = 422ar? = Es 本 3 一 一 也 一 f(a2) 一 (96.24) 


我 们 看 到 , 积分 的 轨 致 辐射 与 电子 对 产生 截面 的 玻 恩 近 似 的 修正 由 相同 的 函 
数 f(a2Z) 给 出 . 
(96.24) 式 与 Za 值 的 任何 限制 无 关 , 它 允 许 过 渡 到 经 典 极限 (所 一 0, Za 一 
oo). 在 此 极限 , 我 们 也 必须 取 s ~ e'. 记得 当 |z| 一 oo 时 的 渐 近 表示 到 (zs Inz 
和 (=-C 值 (其 中 C 为 欧 拉 常数 ), 我 们 求 出 有 效 滞 阻 为 
1622r2 2e? 1 


fiwdo = 一 一 一 一 | 一 一 一 二 -- 
人 | ep C | dw. (96.25) 


这 个 表示 式 不 包含 态 为 轧 致 辐射 强度 的 经 典 频 率 分 布 . 
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电子 -电子 韦 致 辐射 过 程 可 用 8 个 费 曼 图 表示 : 4 个 图 为 


4 大 hk 
I | 
f f 
i 
po SE 
区 一 一 一 一 一 2 一 21 
| | 
| | 
tk tk 


另外 4 个 图 是 通过 交换 pi 与 ps 而 得 到 的 “交换 ”图 . 这 里 我 们 将 给 出 极端 
相对 论 情 形 的 计算 结果 (G. Altarelli, F. Buccella, 1964; B. H. Baiiep, B. C. 
Bama, B. A. Xose, 1966)©. 

在 实验 室 系 中 ( 初 态 两 电子 中 一 个 (例如 第 二 个 电子 ) 的 静止 系 ), 发 射 截 
面 对 光 子 方向 的 积分 可 以 写成 一 个 求 和 do = dct) 二 do?), 其 中 





dwe— 本 三 
有 (97.2) 
WwW E |é—w E 3 mw 2 
2 ,mdw mm? 2e 2m 5m? m 
(2) -一 二 mr2 bs wai 人 ~> 一 。 
do 了 ore 一 {(4 + ) mn 2 十 和 o> y (97.3) 
2 
do = 3ors 玫 人 8(1- 关 + 区 jn (1- 罗 ja(1- 尖 ) 
3 WwW m mm Ww m m 
x [3m m,n. 
dw3 2wW2 w m| 2w2 ww m m2? 人 
(97.4) 


(e 为 第 一 个 电子 的 初始 能 量 ). 

这 些 公式 精确 到 相对 数量 级 m/e. 到 这 个 精确 程度 , 发 现 不 同 费 曼 图 对 
截面 的 贡献 是 不 相干 的 , 在 这 个 意义 上 , do 与 dcG@) 分 别 对 应 两 个 电子 中 各 
个 电子 的 发 射 : 快 电 子 与 反 冲 电子 分 别 为 图 (97.1a) 与 图 (97.1b). 

“交换 ”图 对 截面 给 出 与 “直接 ”图 同样 的 贡献 . 由 于 电子 是 全 同 的 , 直 
接 图 与 交换 图 在 总 贡献 中 各 占 一 半 , 因此 我 们 可 以 只 考虑 直接 图 的 贡献 并 且 
不 管 粒子 的 全 同性 . 对 电子 - 正 电 子 碰 撞 , 交换 图 换 成 了 淫 没 图 , 但 它们 的 相 


@ 这 个 计算 还 在 893 中 引用 过 的 B. H. BEaiep 等 人 的 书 中 给 出 . 
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对 贡献 为 m/e 数量 级 , 故 可 略 去 . 因此 , 电子 -电子 与 电子 - 正 电子 思 致 辐射 
截面 到 以 上 指定 的 精确 程度 是 相同 的 . 
对 w > m 情形 , 比 





即 反 冲 电子 的 发 射 与 快 电 子 的 发 射 相 比 是 很 小 的 ; 当 这 个 比 变 成 m/e 数量 级 
时 , (97.3) 式 自 然 不 再 有 意义 . 另 一 方面 , 当 w 之 m 时 , 截面 的 两 个 部 分 几乎 是 
可 以 比较 的 : 


16 ,dw, 2e? 
ar -一 ln 一 一 


det = 可 or dot2) = 0 a 


) ro—in—, wm. (97.5) 
tw tw 


为 使 公式 (97.2) 一 (97.5) 成 立 , 必须 至 少 一 个 电子 在 发 射 辐射 后 应 该 保持 为 极 
端 相对 论 的 , 即 光子 频率 必须 离谱 的 硬 边 界 (可 能 发 射 的 最 大 频率 wmax) 足够 
远 . 当 发 射 辐射 后 两 个 电子 在 光子 的 方向 上 以 相同 速度 运动 时 ,电子 的 终 态 能 
量 最 小 , 而 光子 能 量 最 大 . 于 是 守恒 定律 给 出 


E+m=wmaxt+2e, |2| =wmax 十 2|2|. 
于 是 , 消去 e' 与 mr, 我 们 有 
(E 十 人 nm 一 wmax) 一 (|P| — wmax)? = 4m’, 


和 


pe 一 人) 
orax 一 责 4 (97.6) 
当 E 交 mm 时 ,wmnax 多 E. 这 样 ,只 要 
Wmax WW~E—WD mM, (97.7) 


公式 (97.2) 一 (97.4) 是 成 立 的 . 

当 核 的 Z = 1 时 , 快 电子 发 射 截面 (97.2) 精确 等 于 电子 -原子 核 韦 致 辐 
射 截面 ((93.17) 式 ), 这 个 一 致 不 是 偶然 的 , 可 以 用 发 射 过程 中 反 冲 的 作用 来 
解释 . 

在 推导 (93.17) 式 时 我 们 忽略 了 固定 粒子 ( 核 ) 的 反 冲 , 将 它 用 一 个 恒定 外 
场 代替 . 这 等 价 于 忽略 动量 转移 四 维 矢 量 的 时 间 分 量 g = p' 一 p+k ( 反 冲 能 
量 ). 我 们 将 表明 , 在 极端 相对 论 情形 , 这 样 处 理 对 电子 -电子 以 及 电子 - 正 电 
子 思 致 辐射 是 允许 的 ， 

我 们 写 出 


—q =—(e +w -e+ (p+w— p+ (ph — p1)?, (97.8) 
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其 中 下 标 标 记 矢 量 z' 与 p ( 初 态 与 终 态 电 子 的 动量 ) 平行 与 垂直 于 光子 方向 
k 的 分 量 . 在 极端 相对 论 情形 , k 和 P, p' 间 的 夹 角 9, 0 分别 为 小 量 : 8 < mmy/e， 
9' < m/e'. 因此 


2 2 
sl MA pI 
~v 尹 ~m, 入 a 97.9 


对 pl 与 af 有 类 似 结果 . l 
忽略 反 冲 , 我 们 有 ce 十 we==0; 和 pi 十 w 一 pl ~m?fe, 于 是 


-gp pi) ~ m. (97.10) 
反 冲 能 量 (电子 -电子 ) 为 
00 一 E 十 由 一 Ew~ g2”/(2m) ~ Mm. (97.11) 


其 中 忽略 了 由 e' 的 变化 引起 z 的 变化 . 因此 , 反 冲 引起 2 的 变化 , 我 们 记 作 
Ad , 由 (97.8) 式 的 前 两 项 给 出 . 利用 (97.9), 我 们 有 


与 (97.10) 式 比较 表明 Ag < |q2|, 表明 忽略 反 冲 是 正确 的 . 中 

快 粒子 的 辐射 只 进 人 其 运动 方向 上 一 个 窗 的 圆锥 (孔径 角 为 ~ m/e), 这 
个 事实 使 我 们 能 够 通过 一 个 简单 的 变换 从 实验 室 系 的 截面 (97.2) 得 到 质心 系 
中 的 截面 .@ 

在 质心 系 中 , 两 个 电子 以 相同 方式 发 射 , 每 个 都 在 其 运动 方向 上 . (可 以 指 
出 这 给 予 在 两 个 粒子 的 辐射 之 间 互 相 没 有 干涉 一 个 直观 的 解释 .) 在 此 参考 系 
中 极端 相对 论 电 子 的 能 量 瑟 与 其 在 实验 室 系 中 的 能 量 < 的 关系 为 : 28? = me; 
相应 的 光子 频率 1 与 w 的 关系 为 : w/e = 1/E. 这 些 公式 容易 从 比较 不 变量 
(p1p2) 与 (p1k) 在 两 个 参考 系 中 的 值得 到 . 因此 在 质心 系 中 每 个 电子 的 发 射 截 
面 为 


dc) = do(2) 
dE—n E 五 一 有 2 4p2(E—-n) 1 
a et Oo CT 一 Ct 一 一 一 一 一 一 一 一 Ce ww— 
4ore 7 万 BB 一 人 E | ( "mn 本 OE 


这 个 结论 在 电子 -原子 核 韦 致 辐射 情形 当然 更 是 成 立 的 : 这 时 反 冲 能 量 为 go = 
/2M ~ m?/M, 其 中 M 为 原子 核 的 质量 . 

@@ 一 般 是 不 可 能 有 这 样 的 变换 的 , 因为 对 给 定 频率 范围 dw 谱 的 贡献 来 自 于 完全 
不 同方 向 发 射 的 光子 . 
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要 使 (97.12) 式 成 立 还 必须 要 求 光 子 频 率 不 靠近 谱 的 边界 . 对 一 个 极端 相 
对 论 粒 子 , 当 wmax 的 E 时 ,上述 变换 直接 给 出 


Dnax TS Wmax B/E XE. (97.13) 


因此 , 在 质心 系 中 , 电子 只 能 发 射 其 总 能 量 2 已 的 一 半 . fmax 的 直接 计算 是 不 
难 的 , 只 要 注意 到 在 发 射 一 个 光子 后 两 个 电子 将 以 相同 速度 (在 该 参考 系 中 ) 
沿 与 光子 相反 方向 运动 . 我 们 有 


2 = 28' 二 fp 2|p'| 一 ee 


由 此 ， 
D m 

一 一 一 二 一 “一 一 一 ,14 

PP、 ee (97.14) 


并 在 极端 相对 论 情形 重新 得 到 (97.13). 于 是 (97.12) 式 可 以 在 下 述 条 件 下 应 用 
Prnax 一 由 ~ 万 一 有 学 和 (97.15) 


现在 我 们 将 给 出 在 相反 的 极限 情况 下 质心 系 中 发 射 的 一 些 公 式 , 即 靠 近 
谱 边 界 的 情形 , 当 
Moax— Nm. (97.16) 


因为 在 此 情形 反 冲 变 得 很 重要 , 结果 就 与 固定 中 心 的 散射 不 同 , 也 与 电子 - 电 
子 散 射 和 电子 - 正 电子 散射 的 结果 不 同 (B. H. Baiiep，B. C. Bams, B. A. 
Xo3e, 1967). 

在 电子 -电子 散射 中 , 对 靠近 谱 边界 发 射 截面 有 贡献 的 , 除了 图 (97.1) 的 
平方 外 , 还 有 直接 图 与 交换 图 的 乘积 (相干 项 ), 但 是 是 同一 给 定 初始 粒子 的 辐 
射 , 比如 , (97.1a) 的 第 二 个 图 与 以 下 这 个 图 的 乘积 

人 天 
RE 21 
3 


A P2 





这 是 因为 , 靠近 谱 边 界 时 终 态 粒子 有 相近 的 动量 , 因此 没有 理由 认为 交换 项 是 
小 的 . 截面 的 最 后 结果 为 

2 [E(fmax — 1))1/? dn 
m i 


包 当然 , 玻 恩 近似 得 到 的 结果 与 通常 一 样 只 有 当 终 态 电子 的 相对 速度 与 ae 相 比 很 
大 时 才 成 立 , 否则 必须 考虑 终 态 粒子 的 相互 作用 . 


do = 2ar (97.17) 
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在 电子 - 正 电子 散射 中 , 漂 没 图 的 平方 对 发 射 截 面 有 一 个 对 数 大 的 贡献 ， 
对 应 着 初 态 粒子 的 辐射 : 


| k | 大 
一 2D+ a - Dp— -xm 一 -一 DP— (97.18) 
PE pT pp 


精确 到 非 对 数 项 时 ， 其 它 图 的 平方 也 是 重要 的 ， 但 相干 项 很 小 . 最 后 结果 为 


ee OP (i) 0 


mm 


do = 2ar (97.19) 


max 


因此 电子 - 正 电子 散射 中 的 发 射 与 电子 -电子 散射 中 辐射 相 比 , 是 对 数 大 的 . 
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设 doo 为 给 定 的 带电 粒子 散射 过 程 的 截面 , 此 过 程 可 以 伴随 发 射 一 定数 
量 的 光子 . 与 此 过 程 一 起 , 我 们 将 考虑 男 一 个 和 它 的 差别 只 是 额外 发 射 一 个 光 
子 的 过 程 . 如 果 这 个 光子 的 频率 w 足够 小 (必要 条 件 将 在 下 面 表述 ), 那么 第 
二 个 过 程 的 截面 do 就 以 简单 的 方式 与 doo 相 联 系 . 

当 ww 小 时 , 我 们 可 以 忽略 发 射 此 量子 对 散射 过 程 的 影响 . 因此 截面 do 可 
以 表示 成 两 个 独立 因子 (截面 doo 和 在 碰撞 中 发 射 一 个 光子 的 概率 dw) 的 乘 
积 . 发 射 软 光 子 是 一 个 准 经 典 过 程 ; 因此 这 个 概率 与 经 典 计 算 碰 撞 中 发 射 的 量 
子 数 相 同 ; 即 为 发 射 的 经 典 强度 (总 能 量 ) d7 除 以 w(= 轴 ). 于 是 


I 
do = dao (98.1) 


我 们 将 表明 这 个 公式 可 以 从 费 曼 图 技术 的 一 般 规 则 推出 (J. M. Jauch, FF. 
Rohrlich, 1954). 

描述 包含 一 个 附加 光子 过 程 的 费 曼 图 可 以 由 原来 过 程 的 费 曼 图 加 上 一 条 
外 光子 线 得 到 , 这 条 光子 线 从 某 个 (外 或 内 ) 电子 线 “ 分 又 ”出 去 , 即 作 代 换 


(98.2) 


容易 看 出 , 其 中 最 重要 的 费 曼 图 是 在 外 电子 线 作 此 改变 的 图 . 因为 如 果 p 为 
外 线 动量 (p? = m2), 对 小 的 我们 也 有 (p 一 8)? 2 m2, 即 加 到 图 上 的 因子 
G(p 一 k) 是 在 其 极点 附近 的 . 
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对 一 个 初始 电子 线 p, 代 换 (98.2) 在 反应 振幅 中 引起 如 下 的 改变 : 


ulp) = eVIiG(p 一 月 ee) = eV (er)yulyp) 


eV 本 (ye*)u(p). 


由 于 (yp)(Ye”*) = 2pe* 一 (Ye*)(Yp) 与 Ypu(p) = mu(p), 我 们 得 到 如 下 规则 : 


u(p) 一 -eV pulp) (98.3) 
类 似 地 , 对 终 态 电子 线 p', 费 曼 图 中 的 改变 
k\ 
3 
和 p DT 
意味 着 振幅 中 的 如 下 改变 : 
ao) = evralp) (98.4) 


在 其 余 图 中 , 我 们 处 处 都 可 以 忽略 作为 发 射 光子 结果 的 线 的 动量 的 改 
变 . 这 里 假设 光子 能 量 w 与 参加 反应 的 所 有 粒子 的 能 量 相 比 总 是 一 个 小 量 (还 
与 硬 光 子 相 比 , 如 果 有 人 硬 光 子 发 射 的 话 ). 

设 doo 指定 为 比如 电子 被 固定 核 的 散射 截面 (可 能 有 硬 光 子 发 射 ). 这 个 
过 程 , 按 通 常 惯 例 称 为 “弹性 的 ”, 其 振幅 为 


Me =Tp) Mu(p). 


作 进 一 步 代 换 (98.3) 与 (98.4) 再 加 上 这 个 结果 , 我 们 就 得 到 发 射 相同 硬 光 子 
和 一 个 软 光 子 的 纠 致 辐射 振幅 : @ 

















,= ME (pre*) (pe’) 
Mri = eV4T 9 ) 、 (98.5) 
相应 地 , 截面 为 
(ve) (pe)l da 
do = dow . 4ne? (pk) 二 [CES ED (98.6) 
对 光子 的 极 化 求 和 给 出 
/ 2 13 
do = —e? 人 AS dol (98.7) 











应 该 指出 这 个 公式 的 相 减 项 是 由 规范 不 变性 自然 产生 的 : 反应 振幅 必须 在 极 化 
ee e 换 成 e 十 constant xk 下 保持 不 变 . 
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用 三 维 的 量 表示 , 这 个 公式 变 成 中 


/ 2 
dg ( EE 0 ) ed (98.8) 








li—v nn 1—v:n 


其 中 n=/w,w 与 v' 为 电子 的 初速 度 与 末 速 度 , 我 们 看 到 , do 的 系数 事实 
上 与 经 典 发 射 强度 (参见 第 二 卷 (69.4) 式 ) 除 以 w 相同 , 如 在 (98.1) 式 已 经 表 
明 的 . . 
以 上 公式 可 以 应 用 的 条 件 是 不 仪 w 与 a 相 比 是 小 的 , 而 且 给 核 的 动量 转 
移 g 与 由 于 发 射 软 光子 而 引起 的 改变 bg 相 比 是 大 的 . 我 们 有 


0g = (P 一 D 一 外 一 (p —p)w=0= dp —k, 
其 中 |5p'| ~w8lp/6s ~w/u |k| = w. 在 非 相 对 论 情形 (v < 和 1), 我 们 得 到 条 件 
w/lqlv 1. (98.9) 


对 于 库仑 势 (或 任何 随 距离 增长 而 缓慢 减 小 的 势 场 ) 的 散射 |lq| ~ 1/p (其 中 p 
为 碰撞 参量 ), 这 个 条 件 也 可 写成 wr 之 1, 其 中 ~ p/wv 为 碰撞 的 特征 时 间 . 

在 极端 相对 论 情形 , 光子 主要 沿 靠 近 w 与 v' 的 方向 发 射 , 如 从 (98.8) 式 
的 分 母 所 看 到 的 . 如 果 电 子 散 射 角 是 小 的 , 三 个 矢量 P, p/, n 的 方 加 都 靠近 在 
一 起 . 于 是 


wm? 


p 1 
sql = 8p1 -k= (5-1) ~ 和 
并 且 , 由 于 lq| ~ e9, 我 们 得 到 条 件 





ne | 98.10 
> (98.10) 


因为 公式 (98.5) 一 (98.8) 是 准 经 典 的 , 它们 对 于 发 射 任何 带电 粒子 都 是 成 
立 的 , 而 不 一 定 是 推导 中 所 假设 的 电子 . 一 般 来 说 , 当 有 几 个 这 样 的 粒子 参加 
反应 时 , 公式 (98.5) 必定 取 为 如 下 形式 

MP = MeVir YZ (B® 本 ES ) , (98.11) 
其 中 求 和 是 对 所 有 粒子 (带电 荷 Ze) 进行 的 ; 公式 (98.6) 一 (98.8) 式 也 作 类 似 
的 改变 . 
特别 是 , 在 非 相对 论 情 形 








Mi = MD A S Zw — wv).e". (98.12) 


@ 推导 (98.8) 式 比较 方便 的 方法 是 , 回 到 (98.6) 式 , 取 p = (e,ev), pk = ew(l1 一 v: 
0),… ,e 二 (0,e), 并 利用 (45.4a) 式 对 极 化 求 和 . 
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对 两 个 粒子 , 这 个 公式 变 成 





而 VA eA) 各 
i fi wy \m me | 
ee (98.13) 
i EE 
q=m(v —v) m re 


其 中 v 与 ww 为 碰撞 前 后 粒子 的 相对 速度 . 由 此 , 在 MHz 人 对 光子 发 射 的 方向 
积分 并 对 光子 极 化 方向 求 和 后 , 我 们 求 出 该 辐射 的 非 相 对 论 的 频率 分 布 为 : 


2e? ( 2 2dw 


mi m2 Ww 


以 上 结果 可 以 推广 到 同时 发 射 几 个 软 光 子 的 情形 . 对 每 个 光子 在 My; 中 
有 一 个 附加 的 因子 , 类 似 于 M8”(98.5) 的 系数 . 这 可 以 从 比如 两 个 光子 的 例 
子 直 接 看 出 . 两 个 发 射 光 子 的 线 必须 加 到 外 电子 线 上 , 并 以 两 个 不 同 的 次 序 ， 
于 是 一 个 有 外 线 p 的 图 分 别 换 成 有 如 下 线 的 两 个 图 : 
ko 、 如 kN Na 
NA、 、 
PpP—ki—k2 p—k1 p a p—ki—k2p—k2p 


它们 分 别 包 含 因子 
2 
2(pk1 + pk2) 2pk1 2(pki + pk2) 2pk2 


(电子 传播 子 的 分 母 ). 其 和 为 , 


2pk1 2pk2’ 
即 , 这 是 两 个 和 第 一 与 第 二 个 光子 相关 的 独立 因子 的 乘积 . 于 是 , 在 将 所 有 图 
求 和 时 , 这 些 项 (由 于 规范 不 变性 ) 组 合 给 出 如 下 差 的 乘积 : 


(7 _ 2 ) ( 吁 2 
pk pkij \pk> pp/ 
过 程 的 截面 按照 振幅 因子 化 步骤 分 成 一 些 因子 . 因此 这 些 软 光子 是 独立 
发 射 的 . 发 射 n 个 软 光子 的 截面 可 写成 
do = doeldtwl .… diwn, (98.14) 
其 中 dwi, dw2,.… 为 发 射 单个 光子 ki, k2,:…… 的 概率 . 当 这 个 公式 对 变量 ( 频 


率 与 方向 ) 有 限 范围 的 值 积分 时 , 对 所 有 量子 相同 , 都 必须 包含 一 个 因子 1/n! 
以 考虑 光子 的 全 同性 . 
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如 果 将 发 射 截 面 (98.1) 对 频率 从 wi 到 wa 某 个 有 限 区 域 积分 , 得 到 的 表 
示 为 
do 人 aln “2doul (98.15) 
wl 


(参见 (98.8)). 这 里 假设 两 个 频率 都 是 软 的 , 因此 ws 的 可 能 值 受 到 这 个 方法 可 
以 应 用 的 条 件 的 限制 . 然而 以 对 数 精确 性 , 我 们 可 取 wo ~ e, 其 中 eE 为 发 射 粒 
子 的 初始 能 量 . wi 的 值 没有 下 限 , 但 是 当 取 wi 一 0 时 , 我 们 看 到 发 射 所 有 可 
能 软 量子 的 截面 是 无 穷 大 的 . 我 们 来 研究 一 下 这 个 “红外 灾变 ”的 含义 (F. 
Bloch, A. Nordsieck, 1937). 

当 

on > 1 (98.16) 

时 , 我 们 有 dc 之 doa. 然而 , 这 意味 着 微 扰 论 不 能 应 用 , do 不 能 作为 比 dcal 
小 的 高 阶 小 量 来 计算 . 换 句 话说 , 在 此 情形 , 小 参量 必须 取 为 wln(e/wi), 而 不 
是 a. 

因此 , 从 微 扰 论 推出 的 (98.5) 与 (98.6) 式 对 足够 低 的 频率 是 不 再 成 立 的 . 
男 一 方面 , 强度 dI 的 经 典 公式 (第 二 卷 (69.4)) 在 w 越 小 时 就 越 接 近 于 正确 . 
因此 公式 (98.1) 的 合 义 应 该 越 经 典 则 越 正 确 . 在 公式 (98.1) 中 , 假设 有 一 个 
光子 发 射 . 那么 , 辐射 时 粒子 损失 的 能 量 等 于 w 而 “相对 能 量 损失 截面 ”为 
wdo/fe 或 


doel ~. (98. 17) 


实际 上 , 对 足够 小 的 w， 发 射 概率 并 不 小 而 发 射 两 个 或 更 多 光子 的 概率 要 比 
发 射 一 个 光子 的 概率 更 大 , 而 不 是 更 小 . 在 这 些 条 件 下 , (98.17) 式 仍 保持 正确 ， 
但 经 典 强度 df 决定 发 射 光子 的 平均 数目 , 而 不 再 是 发 射 一 个 光子 的 概率 . 


dz 一 Ee (98.18) 


元 = 三 、 (98.19) 


w=wy 以 
由 于 软 光子 是 以 统计 独立 的 方式 发 射 的 (这 在 微 扰 论 的 每 一 级 近似 中 都 
是 对 的 ), 泊 松 分 布 可 以 应 用 于 这 个 多 次 发 射 过 程 : 因此 发 射 个 光子 的 概率 
w(n) 可 用 平均 数 元 给 出 为 


w{n) = Us 元 ). (98.20) 
有 光子 发 射 的 散射 过 程 的 截面 可 写成 
do = doel . w(n). (98.21) 


或 者 , 在 有 限 的 频率 范围 ， 
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由 于 Zw(n) = 1, dcel 为 有 伴随 任何 软 光子 发 射 的 总 散射 截面 . 这 从 经 典 处 理 
是 很 明显 的 ; 然而 , 按照 微 扰 论 do 为 纯 弹 性 散射 的 截面 . 但 微 扰 论 这 里 是 
不 能 应 用 的 . 因此 我 们 发 现 用 微 扰 论 计算 的 doel 作为 弹性 散射 截面 实际 上 包 
括 了 发 射 任意 多 软 光 子 . 纯 弹 性 散射 截面 的 真实 值 为 零 : 当 wi 一 0, 平均 数 
元 一 oo, 按照 (98.20) 式 , 发 射 任何 有 限 数目 光子 的 概率 变 为 零 . 中 


习 题 


1. 求 极端 相对 论 电 子 - 原 子 核 轧 致 辐射 中 发 射 的 软 光 子 的 谱 分 布 . 
解 : 将 (98.8) 对 dok 积分 给 出 





do = oF(€) doe, (1) 
其 中 
2€2 二 1 lp| .9 
pO) = | + VetD) -1|, €= Bsing, 0 


P 为 电子 动量 而 9 为 散射 角 . 在 极端 相对 论 情形 , 最 重要 的 角度 范围 为 
m2w m 
-a <0< a (3) 
下 限 由 条 件 (98.10) 式 给 出 , 上 限 将 在 下 面 讨 论 . 这 里 Ee0/2m < 女 1, 因此 
F(é) = (8/(3m))6 
而 电子 -原子 核弹 性 散射 截面 为 ( 见 (80.10) 式 ) 


d 
doal ~ 42212 号 天， (4) 


积分 
dow = 二 2 or 1 


对 数 发 散 ; 它 在 角度 9 ~ yn2uw/e3 下 面 和 E~1 上 面 截断 , 即 在 角度 0 wmm/s 处 
截断 . 当 E、~ oo 时 , 下心 (4/7)lné 且 积 分 收 伍 . 因此 , 以 对 数 精确 性 我 们 有 


-1672ar2 电 in E 
do,, = 2 are In —， (5) 
它 与 (93.17) 式 的 对 数 部 分 一 致 (其 中 我 们 必须 取 6 心 e'). 非 对 数 精确 性 只 有 
在 准 经 典范 围 以 外 才能 达到 . 


器 我 们 将 在 8130 与 辐射 修正 相 联系 对 这 个 问题 作 更 详细 的 讨论 . 
@ 公式 (98.7) 的 以 下 应 用 研究 属于 B. H. Baitep, B. M. Tannnrxuii (1964). 
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2. 对 两 个 极端 相对 论 电子 的 碰撞 , 求 (在 质心 系 中 ) 同时 在 与 电子 动量 成 
小 角度 的 相反 方向 上 发 射 两 个 软 光 子 的 截面 . 

解 : 由 不 同 电 子 发 射 相反 方向 运动 的 光子 ,每 个 都 沿 其 运动 方向 . 同时 发 
射 的 截面 为 

do = doa oP(é) ToF(e) 2, £ = Et (6) 

其 中 上 为 每 个 电子 的 能 量 , g 为 质心 系 中 的 散射 角 ; 9 对 每 个 电子 是 相同 的 . 在 
截面 中 不 需要 有 因子 >， 因为 光子 肯定 是 在 不 同方 向 上 发 射 的 . 电子 在 质心 系 
中 经 一 小 角度 弹性 散射 的 截面 ,在 极端 相对 论 情形 , 与 (4) 相同 ; (参见 (81.11) 
式 ). 与 (1) 式 不同 , 截面 (6) 在 0 一 0 时 的 行为 为 6d0, 并 因此 积分 收敛 . 一 方 
面 , 这 使 我 们 可 以 将 积分 扩展 到 0 二 0, 而 且 不 会 有 此 方法 不 能 应 用 的 任何 困 
难 出 现 . 另 一 方面 , 积分 截面 的 主要 贡献 来 自 区 域 0 ~ m/e, 而 不 是 0 < 女 mm/s 
区 域 , 所 以 必须 采用 精确 公式 (2). 截面 对 散射 角 积 分 的 结果 为 


2 2 Qwl dw» 


dowi wa 一 = [ 十 33) TeoQ 一 5.9r202 1 Ce2 


LI Wa Wl1 two : 


黎 曼 5 函数 的 值 为 《(3) = 1.202. 
899 等 效 光 子 方法 


我 们 来 比较 由 以 下 费 曼 图 描述 的 两 个 过 程 


Q gq Be 
ok - 
'k 


(a) (b) 


其 中 圆圈 表示 图 的 整个 内 部 部 分 . 图 (a) 表示 一 个 光子 (k? = 0) 和 一 个 有 四 
维 动量 9 (质量 为 mi; q? = mm2) 的 粒子 的 碰撞 . 碰撞 形成 的 系统 为 一 个 有 总 四 
维 动量 Q 的 粒子 或 粒子 组 . 图 (b) 表示 一 个 同样 粒子 gq 和 男 一 个 有 四 维 动量 
2 与 质量 M (p? = M2) 的 粒子 之 间 的 碰撞 . 在 碰撞 后 , 后 一 粒子 有 四 维 动量 P/， 
并 形成 相同 的 粒子 系统 Q. 第 二 个 过 程 可 看 成 粒子 gq 和 一 个 由 粒子 p 发 射 且 
动量 为 k= 二 p 一 p' (k? < 0) 的 虚 光 子 的 碰撞 . 如 果 |kl? 很 小 , 虚 光 子 与 实 光子 没 
有 很 大 的 区 别 . 这 样 的 情形 在 快 粒子 的 碰撞 中 很 明显 是 可 能 的 : 以 速度 vs 1 
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运动 的 带电 粒子 的 电磁 场 几乎 是 横向 的 ,因此 其 性 质 类 似 于 光波 场 . 在 这 些 条 
件 下 , 过 程 (b) 的 截面 可 以 用 过 程 (a) 的 截面 表示 . 包 

我 们 将 假设 粒子 M 为 极端 相对 论 的 , 具有 能 量 (在 粒子 m 静止 的 参考 系 
中 ) e 六 M. 如 碰撞 粒子 的 质量 m 与 M 不 同 , 我 们 将 取 m < M 的 情形 . 

过 程 (a) 的 振幅 , 其 中 包含 有 一 个 实 光 子 , 可 写成 


Mf = —eVdn(en]!), (99.2) 


其 中 ex 为 光子 的 四 维 极 化 矢量 而 J# 为 对 应 于 图 中 顶点 (圆圈 ) 的 跃迁 流 . 过 
程 (b) 的 振幅 为 
MP = Ze (jar), (99.3) 


其 中 六 为 粒子 mm 的 跃迁 流 (图 中 下 面 的 项 点 ), Ze 为 这 个 粒子 的 电荷 . 流 J 为 
kk 二 QQ 一 g 的 函数 , 因此 在 两 种 情形 下 是 不 同 的 , 因为 在 (99.2) 式 中 有 2 = 0, 而 
在 (99.3) 式 中 12 夭 0. 但 是 , 如 果 在 第 二 种 情形 ， 


1 < rm (99.4) 


这 里 我 们 也 可 以 取 妒 =0 时 的 J. 
粒子 M 在 发 射 虚 光子 时 动量 的 变化 p 一 p/ = 上 ,与 其 初始 动量 |p| se 比 
较 是 小 的 ; 因此 我 们 可 以 在 跃迁 流 7 中 取 p = p'. 也 就 是 说 , 粒子 M 的 运动 
可 以 看 成 直线 匀速 运动 . 由 于 这 样 的 运动 是 准 经 典 的 , 相应 的 流 与 粒子 的 自 旋 
无 关 : 外 
j, = 2p4. (99.5) 


现在 流 横 回 的 条 件 (jk = 0) 给 出 ew 一 pzks = 0, 取 p 的 方向 为 z 轴 . 因此 
w = vkz, (99.6) 
其 中 v= pe/e 为 粒子 M 的 速度 , 由 于 
—hk? = —w? + k2 + hk? sw2(1 一 02) 十 13 (99.7) 
其 中 kj 为 矢量 上 垂直 于 zz 轴 的 分 量 , 条 件 (99.4) 等 价 于 不 等 式 | 后 | <m 和 


一 个 更 弱 得 多 的 条 件 , 对 w 的 不 等 式 : w < m/V(1 一 vi). 


QD 下面 给 出 的 方法 是 属于 CG. 下. Weizsacker, E. J, Williams (1934) 的 ; 其 基本 思想 是 
较 早 由 E. Fermi (1924) 提出 的 . 
@ 当 波 前 数 归 一 为 单位 体积 中 有 一 个 粒子 时 , 流 jx = (1,%w), 其 中 wv 为 速度 . 但 是 ， 
ee ($64) 略 去 波 函 数 的 归 一 因子 /V3e. 因此 , 流 j+ 必须 包含 一 个 因子 2e, 从 而 
出 (99.5) 式 . 
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由 流 J 横向 的 条 件 (Jk = 0) 并 利用 (99.6) 式 , 我 们 有 ， 


Jr JI: 
ye RL 
U ( 凡 


Jo = 


于 是 , 对 标量 积 ;J 我们 得 到 





M2 
7 了 7 == 2(Joe Db) 2 一 (x 。 了 十 ) . (99.8) 


(99.2) 式 中 的 乘积 ye 可 以 作 进 一 步 的 展开 , 通过 在 三 维 横向 规范 : ek = 
-ee:k = 二 0 中 取 实 光子 的 四 维 极 化 矢量 , 由 此 ej 2 -el .kj /w. 于 是 得 到 


jE 二 一 el: (n = 时 ; (99.9) 


如 果 和 忽略 掉 括号 中 的 第 二 项 , 表示 式 (99.8) 与 (99.9) 是 成 正比 的 . 由 于 
流 J 与 图 (99.1b) 的 上 顶点 相关 , 它 应 当 不 依赖 于 p 的 方向 ; 因此 有 与 J 
必 取 为 同一 级 的 量 ， 由 于 忽略 了 问题 中 的 那些 项 , 我 们 必 有 |kj| 之 w， 和 
w < 22|kL|/M?; 这 些 条 件 是 和 原来 对 | 与 w 的 条 件 一 致 的 . 

假设 在 (99.9) 式 中 光子 的 极 化 处 于 z 与 上 的 平面 (因此 elk1) 并 注意 
到 所 提出 的 条 件 意味 着 e4 守 e? = 1, 于 是 我 们 有 


2 2e 





Myi = MP = —|kil. (99.10) 


按照 前 面 的 讨论 , 下 面 的 条 件 在 这 里 假设 是 满足 的 : 





1 到 < 有 ww mY, (99.11) 
坟 <|ki|<m, (99.12) 
其 中 用 到 如 下 标记 | 
本 V1 一 w2 


由 此 我 们 可 以 求 出 相应 截面 之 间 的 关系 . 按照 普遍 公式 (64.18) 我 们 有 
(在 粒子 m 的 静止 参考 系 ) 


dor = MS |? (27)*80) (Pr 一 五 ) 一 一 dpqg， 
d32/ 
2e(27)3 coa， 


其 中 dpo 表示 粒子 Q 的 统计 权重 . 利用 (99.10) 与 (99.7), 我 们 求 出 


do = dor . n(k)d’p,, (99.13) 


mre 


do = |Myil? (27)*8 (Py 一 已 ) 一 一 
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其 中 
zzee 局 

m2 w(k3 十 w21T72)2 
这 里 dcv 为 过 程 (a) 的 截面 , 它 是 由 一 个 实 光 子 与 一 个 静止 粒子 之 间 的 碰撞 
得 到 的 , 其 中 形成 的 粒子 系统 Q 有 在 某 个 范围 的 动量 ; do 则 涉及 过 程 (b), 它 
是 一 个 快 粒子 (质量 M) 与 一 个 静止 的 相同 粒子 碰撞 时 形成 同样 粒子 系统 Q， 
动量 损失 为 p 一 p' = k, 且 仍 留 在 mr 值 附 近 的 范围 d3p' 内 的 截面 . (99.13) 式 
中 的 因子 n(k) 可 解释 为 与 快 粒 子 电磁 场 等 价 的 光子 (在 玉 空 间 中 ) 的 数 密度 , 

对 dsp/' 的 积分 等 价 于 对 d3k = dwd2K， 的 积分 . 通过 对 d2k， 积分, 我们 

得 到 粒子 系统 Q 的 总 能 量 在 给 定 范围 dE = dw (EB 一 m =e 一 e' = w, 其 中 6， 
e' 为 粒子 M 的 初 态 与 终 态 能 量 ) 内 碰撞 过 程 的 截面 . 对 k| 方向 积分 意味 着 
对 入 射 光子 的 极 化 方向 求 平均 (并 乘 以 2m). 结果 为 


n(k) = (99.14) 


do = n(w)dordw, (99.15) 


其 中 
222 3 
n(w) = fn(k) -2rkr dk 和 

当 ki 很 大 时 , 对 dk 的 积分 将 发 散 , 但 是 这 个 发 散 只 是 对 数 的 . 这 使 得 
我 们 (在 此 方法 成 立 的 范围 内 ) 可 以 在 对 数 近 似 下 得 到 一 个 结果 : 假设 不 仅 对 
数 的 宗 量 而 且 对 数 本 身 也 是 大 的 . 到 这 个 精确 程度 , 取 积分 上 限 为 kj mox ~ m， 
即 不 等 式 (99.12) 的 上 限 就 足够 了 . 于 是 这 个 积分 给 出 等 效 光子 的 频率 分 布 为 
(用 通常 的 单位 ) | 

2 me” dw 
n(w)dw = ~Zaln Eo. (99.16) 

此 处 所 采用 的 近似 意味 着 对 数 函 数 宗 量 的 数值 系数 仍然 是 不 确定 的 . 包含 这 
样 一 个 系数 意味 着 在 大 的 对 数 上 加 了 一 个 相对 小 的 量 (~ 1) 因而 对 此 方法 的 
精确 性 没有 什么 影响 . 


习 寞 
1 由 光子 -电子 散射 截面 , 求 一 个 快 电子 与 原子 核 碰 撞 中 的 韦 致 辐射 
截面 . 
解 : 在 Ki 参考 系 , 即 电子 碰撞 前 静止 的 参考 系 , 这 个 过 程 可 看 成 为 原子 
核 场 的 等 效 光子 被 电子 散射 的 过 程 .四 按照 (86.10) 式 , 在 Ki 参考 系 光子 被 电 


外 虚 光 子 被 原子 核 的 散射 (在 核 静 止 的 参考 系 ) 由 于 原子 核 质量 大 而 被 排除 : 散射 
截面 随 散 射 粒子 的 质量 增 大 而 趋 于 零 . 


- 430 . 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 


子 散射 的 截面 为 


dosc(w a Or = 2m or (1) 
sc\w1l Wi 已 w? wi w1 wi wi 》 





其 中 wi 与 w! 为 光子 在 该 参考 系 中 的 初 态 与 终 态 能 量 , 在 Ki 参考 系 中 的 起 
致 辐射 截面 为 
0 二 / de ea (2) 


其 中 n(wi) 为 函数 (99.16). 由 于 截面 是 不 变量 , 变 到 核 静 止 的 参考 系 及 仅 频 
率 wi 有 改变 . 在 参考 系 Ki 与 KK 中 的 频率 wi 与 w' 之 间 由 多 普 勒 公式 相 联 系 


(3) 


w= 二 ~Ywi(l— vcs 7 = 一 一 一， 
1—v? 


其 中 01 为 Ki 参考 系 中 的 散射 角 . 相同 的 角度 将 wi 与 wi 通过 (86.8) 式 联系 
起 来 : 


1 1 1 
Ri (1 — cos01). (4) 
由 (3) 与 (4) 式 我 们 有 
wi =w=， (5) 


其 中 < (二 my) 与 e' 为 电子 在 天 参考 系 中 初 态 与 终 态 的 能 量 (e 一 e' =w .将 
(5) 代入 (1) 我 们 求 出 


omdw’ /ee mw 2mw 
dosc SS Nre pr i i 
EWL E E E “WwW1 WI1E 





将 此 式 代 入 (2), 固定 w' ( 即 e ) 对 duwl 从 wimin = 二 mw /2e' 到 wimax = 2Ew'/m 
范围 积分 ; 这 些 数值 由 (3) 与 (4) 式 通过 取 和 如 =0 与 们 = 二 给 出 . 由 于 这 个 积 
分 对 大 的 wi 很 快 收 化 ,对 其 主要 的 贡献 来 自 wi 靠近 下 限 的 范围 , 即 我 们 可 以 
取 wi max 一 00. 以 对 数 精确 性 四 计算 这 个 积分 . 我 们 有 


qdw'c' /ee €! 92 EE/ 
-0 
dow = rag (5+E 3) ph 





要 此 结果 成 立 除了 条 件 E 六 了 mn (极端 相对 论 电子 ) 外 , 还 必须 满足 条 件 
(99.11): 积分 中 重要 的 频率 1 ~ wi,min 必须 满足 之 &. 因 此 ， E—€ 二 w < 
EE'/m. 在 这 些 条 件 下 , 结果 与 (93.17) 式 一 致 ,， 如 应 该 的 那样 . 


Q@ 这 意味 着 , 通过 一 个 分 部 积分 , 将 包含 大 对 数 的 项 分 离 出 去 然后 忽略 其 余 的 项 . 
这 个 运算 等 价 于 将 对 数 In(e/wi) 移 到 积分 号 外 , 并 取 wi = wi,min. 


899 等 效 光 子 方法 .431 . 


2. 对 电子 -电子 轧 致 辐射 做 与 习题 1 相同 的 问题 . 
解 : 在 此 情形 , 虚 光 子 要 么 被 快 电 子 散 射 要 么 被 反 冲 电子 散射 ; 等 价 于 
其 中 一 个 电子 场 的 光子 被 另 一 个 电子 散射 . 虚 光 子 被 快 电子 的 散射 给 出 截面 
dot), 它 等 于 电子 与 一 个 2 二 1 的 原子 核 的 散射 截面 . 
虚 光 子 被 反 冲 电子 的 散射 给 出 截面 


do 一 / dw .n(w)dosc(w,w’), 


其 中 dosc(w,w ) 由 (1) 式 给 出 , 只 是 频率 的 标记 要 作 适 当 的 改变 .对 给 定 的 ww/ 
值 , w 值 的 范围 为 (参见 (4) 式 ) 


m 
WwW CwWKoOo 对 w > 可 i 


当 or < 5m 时 对 ww 的 积分 给 出 


16 d / 7 12 
dol?) 一 ar2 (9 mn 二 
与 (97.4) 式 相 符 . 但 是 , 当 w' > =m 时 我 们 必须 区 分 wm 与 ww 心 e 沁 mm 两 
种 情形 . 在 前 一 情形 ， 
2 ,mdw’ mm m? E 
dobe = 50r? 2 (4- 呈 + 2) 
与 (97.3) 相符 ; 在 对 数 的 宗 量 中 我 们 已 经 以 足够 的 精确 性 将 E/w' 换 成 了 sjm. 
在 w'~e 的 情形 , 等 效 光子 方法 不 能 用 来 计算 da(2). 虚 光 子 的 频率 取 值 从 wi 
开始 , 因此 条 件 (99.11) 在 ww 二 w'~e 时 不 再 满足 . 
3. 由 两 个 光子 碰撞 产生 的 电子 对 截面 求 光 子 - 原 子 核 碰撞 产生 电子 对 的 
总 截面 . 
解 : 光子 在 原子 核 静止 系 KK 中 的 能 量 为 w 六 m， 如 果 我 们 变 到 参考 
系 Ko, 在 该 参考 系 中 原子 核 以 速度 vo 运动 迎面 碰 到 光子 ， 且 此 速度 满足 


UVII= 调 = 53w/m 那么 在 该 参考 系 中 光子 的 能 量 为 








在 参考 系 Ko 计算 所 求 的 截面 g 可 看 成 一 个 入 射 光子 wo 与 一 个 原子 核 场 的 
等 效 光子 (其 能 量 我 们 记 作 w') 碰撞 时 产生 电子 对 的 截面 : 


大 三 / oyyn(w' )dw’, 
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其 中 oy 为 两 个 光子 产生 电子 对 的 截面 并 已 在 888 习题 的 公式 (1) 给 出 , 应 


该 取 
| 2 
由 三 es = 4/1— i 
wow w 
用 变量 J 取代 wi 我们 得 到 


ee — 2v(2 一 中 | dv. 


1 
_ 9.2 内 /1 ,2 4 
=2r2a2 / vIn | 二 (1 7 )| le vV )In- 
由 于 上 限 的 收敛 性 , 积分 可 以 对 从 反应 阅 w = m(v = 二 0) 到 w/ = oo0(v = 1) 的 
整个 范围 进行 并 达到 对 数 精确 性 (将 ln[w(1 一 2)/mm] 换 成 其 在 了 三 0 的 值 并 放 
到 积分 号 外 ). 结果 为 


28 
0 = TZ re jn | 


与 (94.6) 式 相符 ; 这 个 公式 在 In(w/m) 六 1 时 成 立 . 


8100 在 粒子 间 碰 撞 中 产生 电子 对 


在 两 个 带电 粒子 间 碰 撞 中 产生 电子 - 正 电子 对 可 用 下 面 两 种 类 型 的 费 曼 
图 来 描述 : 





1 
es 一 二 一 
| (100.1) 
p— 一 人 十 2 一 一 2+ 


(a) (b) 


每 个 图 中 上 面 的 两 根 直线 对 应 相 碰 撞 的 粒子 , 而 最 下 面 的 直线 对 应 产生 的 电 
子 对 . 

我 们 来 研究 极端 相对 论 情形 下 两 个 重 粒 子 (原子 核 ) 的 碰撞 . 在 这 种 碰撞 
中 , 粒子 运动 本 身 的 变化 可 以 忽略 , 即 可 以 将 它们 看 成 为 外 场 源 .0 这 对 应 第 一 
种 类 型 的 两 个 图 : 


| gq(1) | gq(2) 1g(2) | gqt) 
| | 1 (100.2) 
p- 了 一 ?+ DBp- pp 一 p+ 


其 中 gG), 9(2) 为 两 个 粒子 的 场 的 傅 里 叶 分 量 的 “动量 ”. 


Q@ 两 个 轻 粒子 (电子 ) 的 磁 拉 ,其 运动 的 变化 不 能 忽略 ,这 是 相当 复杂 的 情形 ; 参见 
§93 引用 的 B. H. Baiiep 等 人 的 著作 . 


§100 在 粒子 间 碰 撞 中 产生 电子 对 . 433 ， 
一 个 以 速度 v 匀速 运动 的 经 典 粒子 所 产生 的 势 A+ = (ho, 4) 满足 方程 
DAo = —4nxZed(r — vt — ro0), 
DA=—4nZeve(r — vt— ro). 


其 傅 里 叶 分 量 为 


8n2Ze 
wk2 


妇 (w,k) 有 类 似 公式 . 写成 四 维 形式 为 


Ao(w, k) = e-ihro8(w — kw) 





A*(g) = -2 eoUr8(Ug), 


其 中 UU 为 粒子 的 四 维 速度 , zo = (0,ro) 为 四 维 矢 量 . 如 果 核 1 静止 处 于 原点 
(r 吕 = 0), 那么 p = ”全 为 碰撞 参量 矢量 (在 垂直 于 核 2 运动 方向 的 平面 上 ). 
Ar(q) 的 这 个 表示 式 应 用 于 解析 地 写 出 图 (100.2) 的 表示 . 

然而 , 现在 情形 的 实际 计算 中 并 不 需要 采用 这 个 方法 . 电子 对 产生 截面 
可 以 利用 已 知 的 光子 - 核 产 生 电 子 对 的 截面 用 等 效 光子 方法 求 出 . 一 个 粒子 
(比如 , 第 一 个 粒子 ) 的 场 换 成 等 效 光子 的 谱 意 味 着 在 图 (100.2) 中 将 gt 线 看 
成 实 光 子 线 . 于 是 这 两 个 图 就 与 光子 在 核 2 产生 电子 对 所 对 应 的 图 相同 . 当 
e+;E- > m 时 , 后 一 过 程 的 截面 由 (94.5) 式 给 出 . 将 这 个 截面 乘 以 第 一 个 核 的 
等 效 光子 的 谱 (99.16), 我 们 得 到 (以 对 数 精确 性 ) 粒子 间 碰 撞 中 产生 电子 对 的 
微分 截面 





detrde— 2 
一 ”ls chess 2 2 4 
do =r 2(Z12Z20) ee 人 十 E- 十 3e+e-) 
2E+E- mY 
ln 一 一 一 一 
X ea a (100.3) 
其 中 7Y=1/V(L 一 好) 六 1. 
这 里 假设 

me+, E- my; (100.4) 


右边 的 不 等 式 是 等 效 光子 方法 得 以 应 用 的 条 件 . 不 等 式 (100.4) 确定 的 范围 是 
和 在 积分 (100.3) 中 重要 的 电子 与 正 电子 的 能 量 范围 一 样 的 ， 在 给 定 和 。 = 
e+ 十 Ee-( 光 m) 的 条 件 下 对 de+ 或 de_ 的 积分 中 , 重要 的 范围 是 靠近 上 限 的 区 
域 ; 略 去 不 包含 大 对 数 的 项 , 我 们 求 出 

es 


56 E 
do = 一 72 “in 一 。 
0 dr"e(Z1220) in 一 ljn 2 
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对 < 在 范围 (100.4) 的 积分 按 对 数 的 三 次 方 发 散 , 但 是 在 这 个 范围 的 边界 只 是 
按 对 数 的 平方 发 散 . 因此 , 在 对 数 近 似 (In7 六 1) 下 , 范围 (100.4) 实际 土 是 最 
重要 的 区 域 , 积分 可 以 取 为 从 m 到 my. 由 于 


/nenn 一 二 二 ln, 
总 的 电子 对 产生 截面 为 


28 1 
0 = D7 "2(21 Zooa)2 ln 


V1l—w 





(100.5) 


(JI. 1. JIaHIay, E. M. JIunbman, 1934). 

我 们 现在 来 考虑 碰撞 核 为 非 相 对 论 速度 的 情形 . 由 于 它们 的 相互 作用 引 
起 其 运动 的 改变 变 得 很 重要 , 对 电子 对 产生 截面 的 主要 贡献 来 自 图 (100.1) 中 
的 第 二 种 类 型 . 有 四 个 这 样 的 图 : 其 中 两 个 为 


pi1—— I —— pl pl 一 一 一 一 -一 pi 
| | 
Pp D2 一 一 一 上 一 一 一 一 22 (100.6) 
1 
2 一 一 ?+ 2?- 一 一 一 一 一 一 z+ 





另外 两 个 是 类 似 的 , 区 别 只 是 虚 光 子 k( 它 产生 电子 对 ) 是 由 第 一 个 核发 射 的 
而 不 是 由 第 二 个 核发 射 的 .@ 
我 们 将 假设 电子 对 的 能 量 与 原子 核 在 它们 的 质心 系 中 的 相对 运动 动能 相 
比 很 小 : 
e++e- < Mv’/2 (100.7) 


其 中 v 为 初始 的 相对 速度 而 M = MiM2/(M1i + Mz) 为 核 的 约 化 质量 . 电子 
对 产生 对 原子 核 运 动 的 反 冲 效应 可 以 忽略 . 如 果 将 图 (100.6) 中 的 电子 - 正 电 
子 线 删 去 , 剩 下 的 图 表示 相 碰 撞 的 粒子 发 射 一 个 低频 的 虚 光 子 (w = ey 十 e-_). 
于 是 我 们 回 到 $98 讨论 的 发 射 实 的 软 光子 的 情形 , 可 以 采用 在 该 节 对 非 相对 
论 情形 推出 的 (98.13) 式 (只 是 需 将 实 光子 的 振幅 V4re* 换 成 虚 光 子 的 传播 
子 ).@ 因 此 整个 电子 对 产生 过 程 的 振幅 变 成 

人 - 他 ) ADx( 昌 [ie(z_3yzur) (100.8) 


@ 对 应 两 个 电子 之 间 磁 撞 的 电子 对 产生 一 共有 36 个 图 : 类 型 a 的 21x3=12 个 
图 , 它们 由 交换 2 个 初 态 电 子 和 3 个 终 态 电 子 得 到 , 类 型 5 的 2x2!x3!= 24 个 图 ,它们 
由 (100.6) 的 两 个 图 用 类 似 的 方法 得 到 . 

@ 在 非 相 对 论 情形 , 光子 动量 与 辐射 粒子 的 动量 改变 (|sp| ~ w/v) 相 比 是 很 小 的 ， 
因此 可 以 忽略 , 和 sp 相 比 , 即使 当 光 子 能 量 不 能 忽略 时 光子 动量 也 可 以 忽略 . 这 个 忽 
略 更 可 以 应 用 于 虚 光 子 , 对 后 者 四 维 平方 k2 = (pf+ 十 p-)2 > 0, 所 以 |k| < w. 在 这 些 条 
件 下 , 实 光 子 和 虚 光 子 没什么 区 别 , (98.13) 式 的 应 用 是 合法 的 . 


yl1 
Mn = MIE ( 
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其 中 d 一 (0, gq),g Mo — »). 
如 通常 那样 , 非 相 对 论 情形 下 的 光子 传播 子 采 用 规范 (76.14). 由 振幅 
(100.8) 我 们 求 出 这 个 过 程 的 截面 : 
2 ZN 
i 
d3prd3p_ 
2e42s_(2m)6w2(w2 


do = doel . es ( 


二 k2)? (4n) 到 -7 Qu |’, (100.9) 


其 中 
w=ée+t+e-, k=p++p-, Q=4q- -zk(q.k); 
doel 为 一 个 原子 核 被 另 一 个 核弹 性 散射 在 质心 系 中 的 截面 , 由 卢 瑟 福 公 式 


给 出 :中 
M?2do 


qd 
(最 后 的 公式 , 其 中 假设 了 原子 核 和 原来 运动 方向 (z 轴 ) 的 偏离 是 小 的 .) 将 此 
表示 式 代 人 (100.9) 式 并 对 电子 对 极 化 以 通常 方式 求 和 , 我 们 得 到 


4 2 
doal = (Z12202)? 二 名 站 徐 
xtr{(yp- +m)(y: Q)(Yp+ — mm)(Y: Q)} 
d*p+d3p_dgqydgz 
4T4E4E_g4(w2 — ke?2)2w2 
剩 下 的 计算 在 积分 中 出 现 的 所 有 对 数 都 很 大 的 近似 下 进行 . 我 们 将 会 看 到 , 到 
这 个 精确 性 , 电子 对 的 能 量 s+,e_ 渤 m 并 且 pj 与 p. 之 间 的 角 6 使 得 


doel = 4(212ZFae2)? 





da, da 
2\20dyQdz 
~ 4(Z12Z202°) 了 (100.10) 


(100.11) 


m/e <0<<!1 (100.12) 


范围 是 最 重要 的 . 采用 适当 的 近似 , 计算 (100.11) 式 中 的 阵 迹 给 出 





tr{'.}=4 ere- 的) (® S 2 人) +2(p+ .9)(P- .9) 





2c.5_ 29 .天 
十 一 上 (9 一 一 (erq:p- +e-q-pt)| 


其 中 我 们 也 可 以 取 |py| = cf |p_| = e-. 在 分 母 中 ， 


2 
E+ 十 E-_ 

wi — hk? ere_ 0+ es 

E 十 E 一 


Q 图 (100.6) 是 在 原子 核 散 射 的 玻 恩 近似 的 假设 下 给 出 的 . 但 是 由 于 卢 瑟 福 公 式 是 
精确 的 (对 库仑 相互 作用 ), 因此 , 所 得 结果 的 有 效 性 事实 上 并 不 依赖 于 玻 恩 近似 成 立 
的 条 件 是 否 满足 . 
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对 p+ 与 p- 的 方向 积分 (在 给 定 它们 之 间 的 角度 下 ) 给 出 





py 2C Z1 Lo 2 
do = 3 (Z122€° ) =— (过 一 答 (e4 十 上 )des+dE- 
3 
ddgdqz (100.13) 
2(e; 十 E_)21” 9 
1 十 | 
4 


与 0 的 依赖 关系 的 形式 证 实 了 假设 (100.12), 并 且 对 9 的 积分 给 出 
mls+e_/rn(es+ 十 E-)]. 对 (100.13) 式 中 最 后 的 因子 积分 是 从 gy, = qz = 0 到 
/(Q2 十 2) ~ 1/R, 其 中 RR 为 一 个 核 半 径 量 级 的 量 (对 应 于 最 小 的 碰撞 参量 ; 
见 下 面 ). 这 个 积分 给 出 


dy = dz 二 1/R 
nin(gs 十 g2 十 @2) 久 2T 1n 
dy 三 qz 三 
电子 对 的 总 能 量 , 等 于 原子 核能 量 的 改变 , 为 


M 
Ee 三 (e+ +ée-)= Be — v2) ~ Mo — vr) = vqz, 


由 此 qz = efw. 于 是 我 们 求 出 


a 16 2 2 etm? Oo Z1 Es 十 E2 VU E+E— 
do = ar(Z122e ) 2 In 元 ln a 


在 给 定 的 总 和 e 下, 对 de+ 或 de- 积分 后 得 到 











dc-+de_， 





32 ed DZ 了 E de 
本 nn 100.14 
do 6 (Z12Z2€°) 7 6 NM Be ( ) 


能 量 < 可 以 与 碰撞 参量 p ~ v/e 相 联 系 ; 电子 对 能 量 为 对 应 于 碰撞 时 间 
的 频率 的 数量 级 . 因此 在 (100.14) 中 对 de 的 积分 的 对 数 发 散 意味 着 对 碰撞 参 
量 有 类 似 的 发 散 . 这 意味 着 p 大 的 值 是 重要 的 (顺便 提 到 , 这 证 实 了 使 用 核 纯 
库仑 场 散 射 截 面 (100.10) 是 正确 的 ). 因而 , 能 量 的 重要 范围 为 m < e wv/R. 
(100.14) 的 积分 给 出 总 的 电子 对 产生 截面 ; 结果 为 (用 通常 的 单位 ) 


0 一 p77 (21220) (2) (多 My Mi ) In a (100.15) 


(E. M. Lifshitz, 1935).© 
@ 公式 中 的 一 个 数值 错误 是 由 机 , BE, Orys (1953) 更 正 的 . 
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8$101 电子 在 强 电 磁 波 的 场 中 发 射 光 子 


微 扰 论 应 用 于 一 个 电子 与 辐射 场 之 间 的 相互 作用 过 程 要 求 不 仅 作 用 常数 
a 应 该 是 小 的 , 而 且 还 要 求 场 应 该 是 足够 弱 的 . 如 果 a 为 一 个 电磁 波 场 的 经 典 
四 维 矢 量 振 幅 , 这 里 的 特征 量 为 无 量 纲 的 不 变量 比 


= eV 一 a2/mm. (101.1) 


在 本 节 我 们 将 考虑 一 个 电子 与 强 电磁 波 的 场 作 用 中 发 生 的 辐射 过 程 , 对 
此 过 程 , € 可 以 有 任何 值 . 所 用 的 方法 是 基于 这 个 相互 作用 的 精确 处 理 ; 而 电子 
与 新 发 射 的 光子 的 作用 , 与 前 同样 , 可 以 看 成 为 一 个 小 的 微 扰 (A. HI. Huxkwmos， 
B. HUH. Puryc, 1964). 
我 们 来 考虑 一 个 单 色 平面 波 , 比如 一 个 圆 极 化 的 波 . 其 四 维 势 可 写成 如 下 
形式 
A=aicosp+azsing, w= kr, (101.2) 


其 中 kt = (w,k) 为 四 维 波 矢 (k? = 0), 并 且 四 维 振幅 ai 与 oz 大 小 相等 且 互 相 
正 交 : 


我 们 假设 洛 伦 兹 规范 条 件 可 以 应 用 于 这 个 势 , 于 是 alk = aok = 0. 

电子 在 一 个 任意 平面 电磁 波 场 中 的 精确 波 函 数 已 经 在 840 推出 过 , 并 由 
(40.7) 与 (40.8) 式 给 出 . 然而 , 我 们 将 把 归 一 化 变 为 , 使 得 加 对 应 于 粒子 的 单 
位 平均 空间 的 数 密 度 , 这 和 采用 将 自由 粒子 波 函 数 归 一 到 “单位 体积 内 一 个 
粒子 ” 相 类 似 . 由 于 波 函 数 (40.7) 的 平均 密度 为 j6 = go/po, 为 了 得 到 所 要 求 
的 归 一 化 , 这 个 波 函 数 必须 乘 以 Vpo/qo, 也 就 是 说 , 在 (40.7) 式 中 出 现 的 因子 
1/V2po 必须 换 成 1/ V2go. 对 一 个 具有 四 维 势 (101.2) 的 波 , 我 们 求 出 


= +) esp+ Oto)sing ) 草 











x exp {= 多 sinw 十 ie 名 cos mp 一 igz | ; (101.3) 

其 中 
nop ep 101.4 
”23 阿 人 


按照 (40.14) 式 , 四 维 矢 量 9 为 电子 的 平均 四 维 动量 ; 我 们 称 它 为 准 动量 
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电子 由 态 路 迁 到 罗 , 态 并 发 射 具 有 四 维 动量 pr = (w',krY) 和 四 维 极 
化 矢量 e 的 光子 的 8 矩阵 元 为 











a I ee @ik'z 家 
Sri = -ie | 瑟 (Ye ” )wp 2 二 (101.5) 
(101.5) 式 中 的 被 积 函 数 为 如 下 几 个 量 的 线性 组 合 : 
1， 
exp(—iQ1 Sin pp + iQz cos w) .4 cosy, 
sin y, 
其 中 ， , 
QD Ap Q2D  Q2p 
hg | 8 101. 
Ql ‘(时 5)， Q2 (a 2 ] (101.6) 


这 些 量 与 因子 expfi(k' 十 zw 一 p)z] 一 起 给 出 被 积 函数 与 x 的 依赖 关系 . 我 们 对 
它们 作 傅 里 时 展开 , 并 将 展开 系数 分 别 记 作 B,, Bis, Bzs; 比如 ， 


exp( 一 ial sin p 十 ia cos Pp) = exp (a /oa3 十 az sin(y 一 po) 二 3 .esy. 


这 些 系数 可 以 用 贝 塞 尔 函数 表示 成 如 下 公式 
B, = Js(zje's90， 
Bis = 3 [Jari(2)ei( te 十 Joe-ai(z)e ee Yo], (101.7) 


1 : 
B2s 是 D [Jst1 (z)ei(s+l)ro ss ds el 


i 


» \/a? 证 Q2, cos po = Co/z， sin po = C02 / 2. 


晃 数 B,, Br1s, 也 2。 由 如 下 关系 式 相 联系 


其 中 


Ql1B1is + 02B2s = 8B,, (101.8) 
此 式 是 从 下 面 这 个 熟知 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 的 关系 式 得 出 的 
Js_1(2) + Jst+1(z) = 2sJs(z)/z. 


于 是 , 矩阵 元 (101.5) 变 成 


1 


$1 = ag0 a0) 


SM (2n)siS(d (sk + q— gq — kK); (101.9) 


$101 电子 在 强 电磁 波 的 场 中 发 射 光子 . 439 . 


我 们 在 这 里 将 不 给 出 振幅 M4 的 相当 复杂 的 表示 式 . 
这 样 , Syi 就 是 一 个 无 穷 项 的 求 和 ， 其 中 每 项 都 对 应 守恒 定律 


sk+gq=qg 十 天、 (101.10) 


由 于 
gq =g=m(l+é)=m? (101.11) 
(参见 (40.15)), 和 有 2 = ji2 = 0, 公式 (101.10) 只 有 在 s > 1 时 才能 够 被 满足 . 求 
和 中 的 第 s 项 描述 通过 吸收 具有 四 维 动量 上 的 s 个 光子 的 波 而 发 射 一 个 光子 
k’ 的 过 程 . (101.10) 式 表 明 , 在 康 普 顿 效应 中 出 现 的 所 有 运动 学 关系 都 将 可 以 
应 用 于 这 里 考虑 的 过 程 , 只 要 将 电子 动量 换 成 准 动量 g 同时 将 入 射 光子 动量 
换 成 四 维 矢 量 sk 即 可 . 特别 是 , 发 射 光子 在 电子 静止 的 参考 系 中 的 频率 平均 
(g = 0,go = m;) 为 
F SW 
w 一 pT py (101.12) 
其 中 9 为 k 与 k' 之 间 的 夹 角 ; (参见 (86.8)). 我 们 可 以 说 , 频率 w' 为 w 的 谐 波 . 
用 以 前 用 过 的 标记 ($64), 发 射 第 s 谐 波 过 程 的 振幅 为 M8, 而 表示 式 
30/ 
机 (2n)48(9 (sk+gqg—g 一) (101.13) 
给 出 相应 的 单位 体积 与 单位 时 间 的 微分 截面 . @ 
振幅 M6) 有 与 平面 波 散 射 振幅 类 似 的 结构 , 喜 (p).…wu(p); 因此 对 粒子 极 
化 的 求 和 运算 可 以 用 通常 的 方式 进行 . 在 对 终 态 电子 与 光子 的 极 化 求 和 并 对 
i 我 们 得 到 
m2 d3k’'d3g/ 


dW, = MMR 








dW = 8 (sk+q—g —k’) 


Ce qoqgow’ 
(kk’)? 


* (= Ga 《 TI 


为 对 此 表示 式 积分 , 我 们 指出 , 由 于 圆 极 化 波 场 的 轴 对 称 性 , 微分 概率 是 
和 绕 k 方 向 的 辐 角 wp 无 关 的 . 这 个 事实 和 有 8 函数 存在 一 起 , 使 我 们 可 以 对 除 
取 作 不 变量 的 w= (kk')/(kp') 以 外 的 所 有 变量 积分 . 于 是 在 对 d3kdwpd(gql 十 ww ) 
积分 后 , 我 们 求 出 


) pa 2 全 上 (101.14) 


d3g d 2ndu 
dl/ 1 十 娶 )2 
应 该 指出 , 波 函 数 加 归 一 化 到 单位 密度 对 应 于 “以 gj2r 为 单位 ”的 8 函数 归 一 


化 ; py (40.17), 在 该 式 右边 的 因子 qo/po 将 不 存在 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 电子 终 态 的 数 
目 必 须 以 d3g'/(2m)3 为 单位 来 测量 . 


689 (sk+gqg—g —k)——— 
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在 质心 系 中 (在 此 参考 系 中 sk 二 gq = q+k’ =0), 这 个 积分 给 出 2x|q'|d cos 0/E，，, 
其 中 Es = sw 十 go =w 十 而 9 为 k 与 q' 之 间 的 夹 角 ; 参见 变换 (64.12). 而 
且 ， 在 同一 参考 系 中 ， 


| dcose = Edu 
qo—lqlcos0 IgG +w)? 
范围 -1 < cos0 <<1 对 应 于 
2 
we ,Ah 
rm m4 


在 作 此 变换 时 , 必须 记 住 kp = ka. 
因此 , 单位 时 间 内 辐射 的 总 概率 为 


这 em fe du 
W=» W,=—— 人 
2 4go | (1 + ww)? 
2 
x 人 -4 二 2 (2 十 让 (Ti 2 ， (101.15) 
其 中 中 


_ (kk’) _ » (kp) 本 € ju/ 
w= (Rp) Us 一 28 m2 z = 2gm? Ta (4 <) (101.16) 

当 上 <<1( 微 扰 论 成 立 的 条 件 ) 时 , (101.15) 式 中 的 被 积 函 数 可 以 按 & 的 级 
数 展开 . 例如 , 在 Wi .的 展开 中 的 第 一 项 为 


e2m2 V1 v2 已 u du 
W, = | 2 die 
re 0 | 0 2( <) (1 + 2)? 
e2m? .» 4 8 1 8 1 
到 和 人 
( Ul 总 十 名 ) 本 2 ul 2(1 + 41)2 
(101.17) 




















其 中 wi 的 2(kp)/m*， 这 个 结果 , 如 应 该 的 那样 , 与 光子 被 电子 散射 的 Klein- 
Nishina 公式 一 致 : 在 (101.17) 中 取 -a2 = 4n/w, 8&2 = 4ne?/m?w, 再 除 以 人 射 
流 密度 (64.14), 我 们 回 到 (86.16)( 积 分 散射 截面 与 光子 的 初始 极 化 无 关 ). 号 

@ 为 计算 z, 我 们 首先 指出 

z2 = (a1Q)? + (a2Q)? = a2Q? 

其 中 @ = eq/(kq) ~ eq'/(kq'). 为 此 可 以 选择 一 个 参考 系 使 得 (ai)o = (a2)o =0, 且 取 矢量 
al,a2, 有 分 别 沿 zl z2, z3 轴 方 向 ,并 注意 到 由 于 kQ@ = 0, 应 该 有 Qo = Q@3. 

@ ea2 的 这 个 值 对 应 于 四 维 势 归 一 化 到 “单位 体积 内 有 一 个 粒子 ”. 要 确定 它 , w 必 
须 等 于 具有 ( 实 ) 四 维 势 (101.2) 的 经 典 场 的 能 量 . 
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发 射 第 二 谐 波 概率 的 表示 式 (Wo 对 上 < 和 1 情形 展开 的 第 一 项 ) 为 


e2mn2t4 fi du 你 u | 22 也 ( 记 )| 
= | 
We po [ (1 +1)? vo @ 本 二 1 十 亿 Uo Uo 


=- | 1 4 2 1 
po 











2 3ur uz us 2(1 十 2u1) 


加 (去 33 本 三 | In(1 十 zu)| . (101.18) 
对 足够 小 的 s, Ws 的 领头 项 是 与 £2 成 正比 的 . 

现在 我 们 来 考虑 相反 的 情形 (€ 污 1). 参量 上 可 以 通过 比如 在 固定 场 强 的 
条 件 下 减 小 频率 w 来 得 到 较 大 的 值 ; 明显 地 有 & = eF/mw, 其 中 FF 为 场 强 的 
振幅 . 因此 很 明显 , 情形 & > 1 实质 上 指 的 是 在 一 个 恒定 的 均匀 场 中 的 过 程 ， 
这 个 场 中 五 与 互 是 互相 正 交 且 大 小 相等 的 ; 这 将 称 为 交叉 场 . 这 个 场 的 发 射 
概率 可 以 通过 取 一 oo 的 极限 求 出 , 但 更 为 简单 的 是 在 计算 中 假设 一 个 恒定 
场 , 取 四 维 势 为 如 下 形式 


A =aryp, p=kr, ak=0 (101.19) 


(因此 雇 , = kav 一 kyay = constant). 这 个 场 中 电子 的 精确 波 函 数 可 通过 将 
(101.19) 代入 (40.7), (40.8) 式 得 到 : 


2 
Vp = : 二 eg ep { -ie J 十 ic 人 一 pe] . (101.20) 

用 这 个 函数 给 出 的 结果 对 于 在 交叉 场 中 任何 能 量 的 电子 的 发 射 是 精确 
的 . 然而 , 在 极端 相对 论 情形 下 , 这 个 结果 ( 当 取 通用 的 形式 ; 见 下 面 ) 应 用 于 
电子 的 发 射 不 只 是 在 交叉 场 而 且 在 任何 恒定 的 均匀 电磁 场 中 , 包括 890 讨论 
的 恒定 磁场 都 是 正确 的 . 

为 了 表述 这 个 论断 , 我 们 注意 到 在 任何 恒定 均匀 场 中 一 个 粒子 的 状态 由 
与 自由 粒子 状态 数 同 样 数 目的 量子 数 来 确定 , 这 些 量 子 数 总 可 以 选 成 当 将 场 
移 走 时 目 由 粒子 的 那些 量子 数 , 即 其 四 维 动量 pr(p? = m?). 于 是 在 恒定 场 中 
的 粒子 状态 可 以 用 一 个 恒定 的 四 维 矢量 p 来 描述 . 

发 射 的 总 强度 , 作为 一 个 不 变量 , 仅 依赖 于 由 恒定 的 四 维 张 量 已 v 与 恒定 
的 四 维 矢 量 p+ 能 够 构成 的 不 变量 . 由 于 在 强度 中 所 只 能 出 现在 与 电荷 e 的 
组 合 中 , 我 们 得 到 三 个 无 量 纲 的 不 变量 : 











e? e? e2(F,,)? 
X = -Pwp’) = -eo (kp), f= 一 
， (101.21) 
e 
g 一 aeMpwpF HP. 
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在 一 个 交叉 场 中 f = g =0, 而 一 般 来 说 所 有 三 个 不 变量 是 非 零 的 . 如 果 电 子 
是 极端 相对 论 的 (po 六 m), 并 且 矢 量 p 使 得 角 9 六 mm/po, 其 中 场 为 五 与 H， 
于 是 x? > f,g (也 就 是 说 , 对 一 个 极端 相对 论 粒 子 任何 恒定 场 对 几乎 所 有 方 
向 p 都 表现 为 一 个 交叉 场 ). 如 果 场 还 满足 |E|,|H| < mm?*/e(= m?c3/eh), 那么 
就 有 | 了 ,|9| 之 1.9 在 这 些 条 件 下 对 交叉 场 计 算 并 用 不 变量 x 表示 的 强度 还 可 
以 应 用 于 任何 恒定 场 的 发 射 . 

不 变量 x 可 用 场 巨 与 HH 给 出 为 


2 
e 
Ys 一 6{(P x H+poE) 一 (P .五 ) 


对 一 个 恒定 磁场 , x 等 于 量 (90.3), 因此 以 上 论断 是 另 一 种 推导 890 结果 的 工 
具 .@ 


@ 以 同样 的 精确 性 ,p 与 x 可 看 成 为 粒子 通常 的 四 维 动量 . 

@ 在 强 场 中 各 种 过 程 理论 的 详细 根据 在 下 面 这 篇 综述 论文 中 给 出 :A. YH. Hnkwmmoa， 
B. H. PurTyc, 文集 《 强 场 中 的 量子 电动 力学 现象 》(Tpyma HAH. -M.: Hayra, 1979. 
-T. H). 


第 十 一 章 
精确 传播 子 和 顶点 部 分 


8102 海 森 伯 表象 中 的 场 算 符 


到 目前 为 止 , 在 考虑 电动 力学 中 各 种 特殊 过 程 时 ,我们 只 用 到 微 扰 论 的 第 
一 级 非 零 近似 . 现在 我 们 将 讨论 更 高 级 近似 中 出 现 的 效应 .这 些 效应 称 为 辐射 
修正 . 

通过 先 考察 精确 散射 振幅 的 一 些 普遍 性 质 可 以 对 更 高 级 的 近似 有 更 好 的 
理解 ( 即 那些 没有 按 e? 级 数 展开 的 项 ). 我 们 在 872 已 经 看 到 微 扰 论 级 数 的 逐 
级 项 可 以 用 相互 作用 表象 的 场 算 符 表示 , 在 此 表象 中 , 与 时 间 的 依赖 关系 由 自 
由 粒子 系统 的 哈密 顿 量 所 决定 . 然而 , 精确 的 散射 振幅 用 海 森 伯 表象 的 场 算 
符 表 示 更 加 方便 , 在 此 表象 , 与 时 间 的 依赖 关系 由 相互 作用 粒子 系统 的 精确 哈 
密 顿 量 瑟 = 所 十 VV 决定 . 

构造 海 森 伯 算 符 的 一 般 规 则 给 出 


V(z) = p(t, 7) = exp(iBt)p(r) exp(—ift), (102.1) 


对 %W(z) 有 类 似 的 表示 , 而 A(z), 公 (7), 等 为 与 时 间 无 关 的 ( 薛 定 兽 ) 算 符 .@ 可 
以 立即 指出 , 对 给 定时 间 的 海 森 伯 算 符 服从 与 苹 定 证 表象 或 相互 作用 表象 同 
样 的 对 易 关 系 , 例如 ， 


{6 7), Bet r)} = exp(iBt) {Br), Dr)}y exp(-iB) 
= ?Sr 一半) (102.2) 


包 在 本 章 , 有 时 间 宗 量 的 算 符 属于 海 森 伯 表象 , 相互 作用 表象 的 算 符 将 以 下 标 int 
表示 . 
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参见 (75.6). 类 似 地 , 算 符 V(t,7) 与 A(t,r') 是 互相 对 易 的 : 
{w(t, 7), A(t, 7 )}- =0 


但 这 对 不 同时 间 的 算 符 不 能 成 立 . 

海 森 伯 少 算 符 满足 的 “运动 方程 ”可 以 从 一 般 公式 推出 (第 三 卷 ， 
(13.7) 式 ): 
OY(z) _ 

ot 

苦 定 记 表 象 与 海 森 伯 表 象 的 哈密 顿 量 是 相同 的 , 它 用 同样 的 方式 用 场 算 符 表 
示 . 这 里 为 了 计算 (102.3) 的 右边 , 我 们 可 以 从 哈密 顿 量 中 上 略 去 仅 依 赖 于 算 符 
4(z) 的 部 分 (自由 电磁 场 的 哈密 顿 量 ), 因为 这 部 分 与 W(z) 是 对 易 的 . 按照 
(21.13) 与 (43.3)， 


= Hy(z) — yr)H. (102.3) 


请 = |/ 从 (br)(a P+ om)Bt,r)dy 
te | sr) A r) le rd 
= /$e rnB + m+ elyAlt, Be rd (102.4) 


当 用 (102.2) 式 计算 对 易 子 { 匡 ,y(t,7)}_ 并 通过 对 d3z 积分 消去 8 函数 时 , 我 
们 就 得 到 
(YP — eyA— m)w (lt, ») 0; (102.5) 

如 我 们 所 期 待 的 , 算 符 w(t,7) 满足 一 个 形式 上 与 狄 拉 克 方 程 相 同 的 方程 . 

电磁 场 算 符 A(t,7) 的 方程 从 与 经 典 情形 的 对 应 关系 得 出 是 显然 的 . 当 应 
用 于 经 典 情形 时 , 即 当 占有 数 很 大 时 ( 见 85), 算 符 方程 在 对 场 的 状态 平均 后 必 
须 变 成 对 势 的 经 典 麦 克 斯 韦 方程 ( 见 第 二 卷 (30.2) 式 ). 因此 很 明显 , 算 符 方程 
简单 地 与 麦克 斯 韦 方程 相同 , 因此 我 们 有 (对 任意 规范 ) 


O08, Ar(z) ~ 0+0, A’ (x) = —4ne? (7), (102.6) 
其 中 这 (z) =(z)y*$(z) 为 满足 以 下 连续 性 方程 的 流 算 符 
O77 (7z) = 0. (102.7) 


重要 的 是 方程 (102.6) 对 4 与 六 是 线性 的 , 因此 不 产生 这 些 算 符 的 顺序 
问题 . 
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与 波 肾 数 的 类 似 方 程 一 样 , 算 符 方程 (102.6) 与 (102.7) 在 规范 变换 下 是 
不 变 的 
A (1) = A(z) — OR(z), Pz) — WT) exp(ier), 
pz) 一 exp(~ieX)yY (7), 
其 中 gz) 为 (在 一 个 特定 的 时 刻 ) 任 一 与 少 对 易 的 厄 米 算 符 .@ 
我 们 现在 来 弄 清海 森 伯 表象 和 相互 作用 表象 中 算 符 之 间 的 关系 . 为 简化 
讨论 , 形式 上 作 个 假设 是 方便 的 (这 个 假设 并 不 影响 最 后 结果 ), 即 假设 相互 作 
用 V(t) 是 从 t= -oo 浸 渐 地 “ 移 人 ”到 有 限时 间 . 于 是 海 森 伯 表象 和 相互 作 
用 表象 在 上 = 一 oo 是 相同 的 , 系统 的 波 郴 数 5 与 Bm 也 是 相同 的 : 
Gint(t = —00)= $. (102.9) 
但 是 海 森 介 表象 中 的 波 图 数 是 与 时 间 无 关 的 (因为 全 部 时 间 依 赖 性 都 放 到 算 
符 中 ); 在 相互 作用 表象 中 , 波 函 数 的 时 间 依 赖 性 由 (72.7) 给 出 : 


(102.8) 


Gint(t) = S(t, —00) Bint(—o00), (102.10) 
其 中 ,, 
S(t2,t1) = Texp {=/ pyar | (102.11) 
t1 
并 且 5 的 下 列 性 质 是 显然 的 : 


S(t,t1)S(t1,to) = S(t,to), S$-1(t,t1) = S(t1,t). (102.12) 
比较 (102.10) 与 (102.9) 给 出 
Bint (t) S(t, —00) 9, (102.13) 
这 就 是 两 个 表象 中 波 函 数 之 间 的 关系 . 算 符 的 变换 公式 可 类 似 地 推出 为 
p(t 7) = S71(t, —o0)pint (t, 7)S(t, 一 oo) = $(—o0, t) pint (t, 7) S(t, 一 co)，(102.14) 
对 东 与 售 也 有 同样 的 变换 公式 . 
这 里 我 们 可 以 给 出 一 个 更 加 普遍 的 评论 .我 们 曾 不 止 一 次 地 指出 , 在 相对 
论 量 子 理论 中 , 场 算 符 的 物理 意义 是 很 有 限 的 , 因为 零点 涨 落 能 是 无 限 的 . 对 
于 海 森 伯 表 象 中 的 算 符 则 更 是 如 此 , 因为 它 还 包含 由 于 相互 作用 引起 的 发 散 . 
在 本 章 中 , 8102 一 8109 处 理 的 是 形式 理论 , 不 去 管 这 些 奇异 性 如 何 消去 的 问题 ， 
而 将 所 有 的 量 都 当 它 们 是 有 限 的 那样 处 理 . 因此 , 这 样 得 到 的 结果 主要 有 启发 
式 价 值 : 它们 导致 对 微 扰 论 给 出 的 展开 的 含义 有 更 加 完整 的 理解 ,并 且 可 能 它 
们 在 没有 目前 这 些 困难 的 进一步 的 理论 中 也 还 保持 正确 . 
@ 这 专 指 海 森 伯 算 符 .在 相互 作用 表象 ,电磁 势 的 规范 变换 不 影响 多 算 符 . 
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精确 传播 子 的 概念 在 精确 理论 ( 即 没 有 按 e? 级 数 展开 ) 的 表述 中 起 了 中 
心 作 用 .q 
精确 的 光子 传播 子 (用 花 体 字母 D 标记 ) 定义 为 


D(z — x) = i(0|TA, (zx)A,(z’)|0), (103.1) 
其 中 A,,(z) 为 海 森 伯 算 符 , 与 定义 (76.1) 相对 照 : 
Dv(zt — 7) = i(0|IT A (zr)AP:(z’)|O), (103.2) 


其 中 采用 的 是 相互 作用 表象 中 的 算 符 . 函数 (103.2) 可 称 为 自由 (或 裸 ) - 光子 
传播 子 以 便 区 别 于 精确 传播 子 (103.1). 

由 于 (103.1) 式 中 的 平均 值 不 可 能 精确 计算 , 因此 不 可 能 得 到 Dj 的 精确 
表示 式 , 尽管 这 个 定义 确实 提供 了 这 个 函数 一 般 性 质 的 某 些 知识 , 如 我 们 将 在 
$111 中 讨论 的 ; 这 里 我 们 将 用 费 曼 图 技术 通过 微 扰 论 来 计算 Dy. 为 此 , 我 们 
必须 对 Div 采用 相互 作用 表象 中 的 算 符 来 作 展 开 . 

首先 , 设 t>t. 利用 4(z) 与 hint(z) 之 间 的 关系 (参见 (102.14)), 我 们 可 
以 写 出 

Douv(zZ 一 了) = i(0|A, (x)A,(z’)|O) 
一 i(0|S(—o0,t)Ap'(z)S(t, —00)S(—o0,t )Amt (zx’)S(t, 一 oo)|0). 


按照 (102.12) 我 们 可 以 作 代 换 
S(t, —00)S(—o0,t) = S(t,t) 
S(—o0,t) = S$(—o00, +00)S(00,£). 
于 是 
D(z — 7) =i(0|S™[S(00,t)AP(z)S(t,t A(z')S(t, —o0)|0)， (103.3) 


其 中 

$= 5(+oo, 一 oo). (103.4) 
由 于 按照 定义 (102.11), S(tz,1) 只 包含 在 二 与 刀 之 间 按 时 间 顺 序 排列 的 算 
符 , 很 明显 , 在 (103.3) 的 括号 中 的 所 有 算 符 因子 从 左 到 右 是 按时 间 递 减 的 次 


@ 这 些 概念 是 由 F. J. Dyson (1949) 引 人 的 ， 他 还 实质 上 发 展 了 本 章 给 出 的 整个 
处 理 . 
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序 排列 的 . 如 果 将 时 间 排 序 符号 工 放 在 这 个 括号 前 面 , 我 们 可 以 用 任何 方式 
重新 排列 这 些 因子 , 因为 算 符 工 将 自动 把 它们 按 必 需 的 顺序 排列 . 于 是 我 们 
将 括号 写成 


[1] = TIAp(z)As (x’)S(00,t)S (t,t) St, 一 oo)] = TIA:(z) A (2')S]. 


因此 
Dyv(z — 7) =i(0|S™ TA (2) A (z’)S)0). (103.5) 
通过 类 似 的 论证 容易 证 明 这 个 公式 对 t+ < 也 是 成 立 的 . 
现在 我 们 将 证 明 因子 5-1 可 以 放 到 对 真空 平均 的 外 面 变 为 一 个 相 因 子 . 
为 此 , 我 们 回忆 起 海 森 伯 真 空 波 函数 5 与 同一 状态 在 相互 作用 表象 的 波 函 数 
的 值 和 nt( 一 00) 是 相同 的 ( 见 (102.9)). 由 (72.8) 式 ， 


SBin(—00) = S(+00, —00) Bint(—00) = Bint (+00). 


真空 是 一 个 严格 的 定 态 , 其 中 不 可 能 发 生产 生 粒 子 的 自发 过 程 . 换 句 话说 , 在 
时 间 进 程 中 真空 保持 为 真空 ; 这 意味 着 Bint( 二 00) 与 gint( 一 00) 只 能 相差 一 个 
相 因 子 ei*. 因此 


S Bint(—00) = eic Bint(—00) = (0|S|0) Bint(—o00), (103.6) 
或 者 , 取 复 共 罗 并 利用 算 符 8 的 么 正 性 , 有 
Bt(~00)3 1 一 (0310) 一 车 (一 co). 
因此 很 清楚 (103.5) 式 可 写成 


(0IT4(z)4(Z)S10) 
‘(01S|0) 


在 分 子 与 分 母 中 代入 对 5 的 展开 式 (72.10) 并 利用 威 克 定 理 (877) 进行 
平均 运算 , 我 们 得 到 Dv 按 e2 的 级 数 展开 . 

在 (103.7) 式 的 分 子 中 , 被 平均 的 量 与 (77.1) 型 的 矩阵 元 的 区 别 只 是 “外 ” 
光子 产生 与 漂 没 算 符 换 成 了 Aint (7) 与 hint(z'). 由 于 在 要 平均 的 乘积 中 的 所 
有 因子 前 面 有 一 个 时 间 排 序 符号 ,这 些 算 符 与 “内 ” 算 符 Aint(z1), Aint(z2),…: 
的 成 对 收缩 将 给 出 光子 传播 子 Dy. 于 是 平均 的 结果 可 用 一 组 有 两 个 自由 端 
的 费 曼 图 表示 , 构造 这 些 图 采用 877 的 规则 , 不 同 的 只 是 对 应 外 (和 内 ) 光子 线 
的 不 是 实 光子 的 振幅 e, 而 是 传播 子 Dv. 在 零 级 近似 , 3 = 1, (103.7) 式 的 分 


Diiv(z ~ 1') (103.7) 
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子 简单 地 变 成 D(z - z'). 下 一 级 非 零 项 将 是 ez 级 . 它们 由 一 组 有 两 个 自由 
端 和 两 个 顶点 的 图 表示 : 


0 i 


Te ee ie。 -rr re。 Ver ee Apeeeel 和 


(a) (b) 


这 些 图 中 的 第 二 个 由 两 个 不 连通 的 部 分 组 成 : 一 条 破 折线 (对 应 于 -iDiz) 与 
一 个 闭合 圈 . 图 的 部 分 分 离 意味 着 对 应 的 解析 表示 分 离 成 为 两 个 独立 的 因 
子 . 将 零 级 图 (一 条 破 折线 ) 加 到 图 (103.8) 上 , 并 “ 放 到 括号 外 面 ”, 我 们 发 现 
(103.7) 式 的 分 子 展开 到 二 级 项 为 ， 


(103.7) 式 的 分 母 中 的 表示 式 (0|S10) 为 从 真空 “跃迁 ”到 真空 的 振幅 . 因 
此 其 展开 只 包含 没有 自由 端的 图 . 在 零 级 近似 , (0|5|0) = 1, 展开 到 二 级 项 我 


们 有 
Bes 
当 分 子 被 分 母 除 时 , 到 同一 级 , 我 们 得 到 表示 式 
+ ----《C >---- 


因此 带 有 闭合 圈 的 图 不 出 现在 结果 中 . 这 是 一 个 普遍 的 定理 . 注意 到 构 
成 对 应 (103.7) 分 子 与 分 母 的 图 的 方法 , 我 们 可 容易 看 到 , 分 母 (0|5|0) 的 作用 
简单 地 是 保证 在 微 扰 论 展开 的 所 有 级 上 , 精确 传播 子 Duv 将 只 用 不 包含 分 离 
部 分 的 图 表示 . 

无 自由 端 而 形成 闭合 圈 的 图 是 没有 物理 意义 的 ,不 需要 加 以 考虑 , 这 和 人 它 
们 在 传播 子 D 中 不 出 现 也 无 关系 . 这 样 的 圈 图 表示 对 真空 -真空 坚 迁 的 5S 算 
阵 元 的 辐射 修正 ; 但 是 , 按照 (103.6), 所 有 这 些 圈 的 求 和 , 与 零 级 近似 给 出 的 1 
一 起 只 是 给 出 一 个 不 重要 的 相 因 子 , 而 它 是 不 可 能 对 物理 结果 有 任何 影响 的 . 

从 坐标 表象 到 动量 表象 的 变换 是 用 通常 的 方式 进行 的 . 比如 , 在 微 扰 论 
的 二 级 近似 , 传播 子 -iDjy(k), 用 一 根 粗 虚线 表示 , 为 一 个 求 和 


-mg 一 一 一 一 一 = 入 - 吧 一 一 一 一 - 一 1 
we -< > (103.9) 
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其 中 所 有 的 图 都 采用 在 877 给 出 的 一 般 规 则 来 计算 , 只 是 因子 -iDjv(k) 指定 
为 外 以 及 内 光子 线 . 因此 用 解析 形式 , 我 们 有 包 


4 
Dy(k) ST Duy(k) + iD 人 /ac 十 和 YG(D) 后 和 Dw 后 (103.10) 


(矩阵 Y 和 G 的 双 旋 量 指标 如 通常 那样 被 省 略 了 ). 
下 一 级 近似 中 的 项 用 类 似 方式 构造 , 并 用 一 团 有 两 条 外 光子 线 和 适当 数 
目的 顶点 的 图 表示 . 例如 , es 级 的 项 对 应 如 下 的 四 顶点 图 : 


(103.11) 


也 有 四 个 顶点 ; 其 上 面 的 部 分 为 一 个 由 单 “ 自 -~ 闭合 ”电子 线形 成 的 圈 . 这 种 
圈 对 应 收缩 W(z)7%w(z), 即 流 对 真空 的 平均 值 : (0|j(z)|0). 但 是 , 由 真空 的 定义 ， 
这 个 量 必 定 恒 等 于 零 , 而 且 这 个 便 等 于 零 不 可 能 由 于 对 圈 图 作 任 何 进一步 辐 
射 修正 而 改变 .@ 因此 , 在 任何 近似 中 都 不 需要 考虑 有 “ 自 闭合 ”电子 线 的 图 . 

图 中 两 个 (外 或 内 ) 光子 线 之 间 的 部 分 称 为 光子 自 能 部 分 . 一 般 情形 下 ， 
它 本 身 可 以 分 成 由 单 光子 线 成 对 连接 的 部 分 , 即 , 它 有 如 下 形式 的 结构 


() kk a a () 


其 中 圆圈 标记 不 可 能 用 同样 方式 进一步 分 割 的 部 分 , 这 样 的 部 分 称 为 是 紧 臻 
的 或 正规 的 . 例如 , 四 阶 自 能 部 分 (103.11) 中 的 前 三 个 图 就 是 紧 致 的 . 

用 iPjv/(4n) 标记 无 穷 多 紧 致 自 能 部 分 的 求 和 . 函数 Py(k) 称 为 极 化 算 
符 . 将 费 曼 图 用 其 所 包含 的 紧 致 部 分 的 数目 分 类 , 精确 传播 子 D,, 即 可 写成 如 


由 在 推导 时 必须 考虑 从 闭合 电子 圈 来 的 因子 -1. 
@@ 尽管 由 图 的 直接 计算 会 导致 发 散 积 分 . 
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下 级 数 形式 


其 中 iP,,/(4z) 对 应 每 个 涂 阴影 的 圈 . 这 个 级 数 的 解析 形式 为 

有 二 D+DED+DEDI-D+... =D{1+22 D+pBD+..|\ (103.12) 
47n 47 

为 简洁 计 其 中 的 指标 都 已 略 去 . 括号 内 的 级 数 又 是 DD, 因此 


Djv(k) = Djv(k)+ Po 0 Dy(k). (103.13) 





将 此 方程 左边 乘 以 逆 张 量 (D1 )"™ 而 右边 乘 以 (D 一 )” 并 对 指标 重新 命名 ， 
我 们 就 得 到 其 等 价 形式 
Div = Di — oo (103.14) 

必须 强调 指出 ,将 D 写成 (103.12) 形式 是 假设 了 该 图 可 以 拆 分 成 可 用 费 
曼 图 技术 的 一 般 规则 计算 的 较 简单 的 部 分 , 而 且 这 些 部 分 的 组 合 给 出 整个 图 
的 正确 表示 . 允许 费 曼 图 的 这 种 拆 分 是 很 重要 的 , 绝 非 图 形 技术 的 一 个 平凡 性 
质 , 它 是 由 于 图 的 整个 数值 因子 不 依赖 于 图 的 阶 数 这 个 事实 产生 的 . 

同样 的 性 质 使 我 们 得 以 用 函数 了 (假设 已 知 ) 来 简化 对 各 种 散射 过 程 振 
幅 的 辐射 修正 : 不 用 每 一 次 都 重新 去 处 理 带 有 对 内 部 光子 线 各 种 修正 的 图 ， 
我 们 可 以 简单 地 将 这 些 线 变 粗 , 即 在 适当 近似 下 指定 它们 为 传播 子 (而 不 
是 DD). 

假如 光子 线 对 应 一 个 实 光 子 而 不 是 虚 光 子 , 即 如 采 这 是 整个 图 的 一 个 目 
由 端 , 那么 对 其 应 用 所 有 的 自 能 修正 就 给 出 所 谓 有 效 外 线 . 它 对 应 于 由 (103.13) 
将 因子 DD 换 成 实 光 子 极 化 振幅 得 到 的 表示 式 : 


Ee 人 





ep + Dpp(k) 





(103.15) 


对 一 个 外 场 线 , 此 表示 式 中 的 es 要 换 成 加 

在 876 中 关于 近似 传播 子 Du 的 张 量 结构 与 规范 不 唯一 性 的 讨论 也 可 
应 用 于 精确 函数 Dyy. 只 考虑 此 函数 的 相对 论 不 变 表示 , 我 们 可 以 将 其 写成 一 
个 普遍 形式 


kk kk 
2 十 DO (k) (103.16) 





Ds(k) = D(k?) (gw - 


$104 光子 的 自 能 函数 - 451 . 


第 一 项 对 应 朗 道 规范 , 而 在 第 二 项 中 DW 为 一 个 任意 规范 函数 . 近似 传播 子 
的 对 应 形式 为 
ky 


ky 
Dv(r) = D(k?) (9 - 卫 “ 本 DO(E) 32 (103.17) 





传播 子 的 纵向 部 分 DW 与 四 维 矢 势 的 纵向 部 分 相 联系 , 后 者 没有 物理 意 
义 . 因此 , 在 相互 作用 中 不 涉及 它 , 也 不 受 后 者 的 影响 , 所 以 


DW (12) = DO (Rk?). (103.18) 
按 定义 , 道 张 量 必须 满足 如 下 方程 
DD 0 DD 0 


当 原 始 张 量 有 (103.16) 或 (103.17) 形式 时 , 由 (103.18) 式 , 逆 张 量 为 





_ kky 1 kk, 
D 2 (9 ) i 
ee ee (103.19) 
Der (k) = 5 (9% - sg) DO pa 
由 此 得 出 , 极 化 算 符 P,, 是 一 个 横向 张 量 : 
Puy = Pk?) (we 人 (103.20) 
其 中 卫 = 1 一 4r/ 也 ,或 
D(k2) = < (103.21) 


EI — P(R2)/ RZ] 
因此 极 化 张 量 , 和 光子 传播 子 本 身 不 同 , 是 一 个 规范 不 变量 . 
8104 光子 的 自 能 函数 

为 了 进一步 考察 光子 传播 子 的 解析 性 质 , 与 极 化 算 符 一 起 , 定义 另 一 个 畏 
助 函 数 JIiv(k) 是 很 有 用 的 , 它 被 称 为 光子 自 能 项 数 : iDv/4r 定义 为 所 有 自 能 


光子 部 分 (不 只 是 紧 致 部 分 ) 的 求 和 . 如 果 将 这 个 求 和 用 图 表示 为 一 个 正方 形 ， 
我 们 就 可 以 将 精确 的 传播 子 写 成 求 和 | 


也 此 式 中 的 DP(D 和 (76.3) 式 中 的 是 不 同 的 ， 
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即 
Te 


Dy Tm Dw Tr Da 


Dy (104.1) 
因此 , 将 也 表示 成 


二 杂志 和 人 站 二 
将 (103.16), (103.19) 和 (103.21) 式 代 入, 我 们 得 到 
I = I (Rk?) (ww 一 ) ， 并 = TPR (104.2) 
因此 , Jw 与 Pi 一 样 是 一 个 规范 不 变 的 张 量 . 
I1w 的 用 处 是 其 在 坐标 表象 中 的 表示 . 这 容易 由 以 下 方程 得 出 
TI (k) = DDE{DY (A) — DY(K)}, 
其 中 张 量 Dxe - Dx2 由 (103.18) 式 可 知 是 横 的 , 上 述 方程 在 坐标 表象 中 可 以 
写成 
wl(s — 2) = (0u0 一 gpxBuBe](8080 ~ 9up0,0") 
x{D*?(z — zz) — D(z — 2)}. 
为 进行 微分 运算 , 必须 作 代 换 
D(z — 7')— DY(z— 2)=i(ITAN(z)Ar(z’) 一 Th4it(z)4fe(z 10)， (104.3) 


在 875 我 们 已 经 看 到 , 一 个 工 乘 积 的 微分 一 般 要 很 小 心 , 因为 这 个 乘积 是 不 连 
续 的 . 但 是 在 (104.3) 式 中 被 平均 的 这 个 差 是 连续 的 , 而 且 它 的 一 次 微 商 也 是 
连续 的 , 因为 对 易 关系 对 同一 时 刻 的 算 符 A*(x) 与 人,(z) 的 分 量 是 相同 的 ， 
于 是 对 应 的 不 连续 性 相 消 (参见 875). 因此 (104.3) 式 中 的 差 可 以 在 TT 符号 下 
微分 . 按照 (102.6) 式 与 对 自由 电磁 场 算 符 4t,(z) 的 右边 为 零 的 对 应 方程 , 结 
果 为 
w(x — 7') = 4rie*(0|TI, (x)j, (x')|0). (104.4) 

这 明显 的 显示 开 , 的 规范 不 变性 , 因为 流 算 符 是 规范 不 变 的 . 

由 (104.4) 式 我 们 可 以 推出 这 个 函数 的 一 个 重要 的 积分 形式 . 按照 (104.2)， 
考虑 标量 函数 万 = = 就 足够 了 . 在 坐标 表象 


I(z— 27’)= 人 ie (0|Tj, (7)I* (x)|0) 
2 Olin (or) nl (oe )I0)，t > 
7 3 | oa In) nie (oo), t<t 


和 


(104.5) 
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其 中 nn 标记 电磁 场 + 电子 -~ 正 电子 场 系统 的 状态 .@ 因为 流 算 符 7(z) 依赖 于 
zu = (t,7), 其 矩阵 元 也 依赖 于 z. 通过 将 状态 jn) 取 作 总 四 维 动量 有 确定 值 的 
态 可 以 找到 其 明显 的 关系 式 . 

流 矩 阵 元 的 时 间 依 赖 性 , 如 任何 海 森 伯 算 符 一 样 , 由 下 式 给 出 


(nlj*(t, 7) |m) = (nlj* (rT) me Tm ne), 


其 中 斩 与 为 态 |n) 与 态 jm) 的 能 量 , j(7) 为 薛 定 刘 算 符 . 
为 确定 矩阵 元 与 坐标 的 依赖 关系 , 我 们 将 算 符 了 (7) 看 成 算 符 7(0) 平移 距 
离 r 变换 的 结果 . 这 个 平移 的 算 符 为 exp(ir .五 ), 其 中 五 为 系统 的 总 动量 算 符 
( 见 第 三 卷 (15.15) 式 ), 利用 和 矩阵 元 变换 的 一 般 规 则 ( 见 第 三 卷 (12.7) 式 ), 我 
们 有 
(| 六 (>)lm) = (人 le” jr(0)e™® |m) 


= (nlj*(0)lm)e' Pm Pn)™. 
与 前 面 的 公式 一 起 , 最 后 给 出 
(nlj*(t, 7)m) = (nlj*(0)|m)e Pm Pn)s, (104.6) 


矩阵 (nlj*(0)|m) 与 整个 算 符 这 (t,7) 的 矩阵 (104.6) 一 样 是 厄 米 的 , 而 且 按照 
连续 性 方程 (102.7) 它 满足 横 条 件 
(已 ~ Pn) (nlj,(0)|m) = 0. (104.7) 


现在 我 们 来 计算 函数 也 (z 一 2 人 ). 将 (104.6) 代入 (104.5) 式 得 到 


4nie? 


1(€) = He DOs(O)In) (nlj*(O)lO)eT mt, 7 0, (104.8) 





其 中 z 一 == (7,é). 令 
7 2 
p( 要 ) = — (2n) 2 (Olis(O) In) (Or CO) In)" Bk ~ Po). (104.9) 


求 和 对 所 有 由 具有 四 维 动量 上 = (w,k)(w > 0) 的 虚 光 子 产 生 的 实 电子 - 正 电 
子 对 和 光子 系统 进行 , 而 且 对 每 个 这 样 的 系统 还 要 对 内 部 变量 (粒子 的 极 化 与 
在 质心 系 中 的 和 矩 ) 求 和 .@ 在 求 和 后 , 函数 p 只 依赖 于 &, 而 因为 它 是 一 个 标量 ， 
ee 因此 在 (104.5) 式 中 的 状态 In) 只 能 够 包含 同样 数目 的 电子 


@ 态 |n) 的 定义 明显 地 与 其 作为 使 得 电荷 字 称 - 奇 的 算 符 的 矩阵 元 (0ljln) 为 非 零 
的 状态 的 定义 是 一 样 的 . 
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它 只 能 依赖 于 j2. 特别 是 , 它 与 上 的 方向 无 关 . 利用 p 的 这 些 性 质 , 我 们 可 以 
将 (104.8) 式 重 写 为 
ne) = -1 hi 有 el oake en 
= -i Ss// dud(p )8(0 — hk)p(p ew ie 
通过 以 下 代 换 可 变 到 动量 表象 


eiwlr| ~ 9iw eitbr 1 di (104.10) 
Es ki — w+i0 2r | 


( 见 876); 结果 为 


co OO 乏 
ny) = aa) da i 


或 , 最 后 ,% 


oo 2 d 2 
(k’) 0 县 一 /2 十 0 (104.11) 


积分 号 内 的 系数 p 称 为 函数 (局) 的 谱 密 度 , 并 具有 以 下 性 质 


p(k*) = 0 对 k? < 0, 


104.12 
p(k?) > 0 对 k?* > 0. | ) 


由 于 能 够 产生 一 个 实 粒 子 系统 的 虚 光 子 的 四 维 动量 上 必定 是 类 时 的 ; k? 等 于 
粒子 在 其 质心 系 中 的 总 能 量 平方 . 横 条 件 (104.7) 给 出 


Pr (0 (0)In) = 
四 维 矢量 (0|j|n) 与 类 时 四 维 矢量 P, 是 正 交 的 , 因而 必定 是 类 空 的 : 
(Ol (0)In) Ol" (0)|n)” < 0， 


于 是 由 定义 (104.9),p>0. 


Q@ 和 前 面 的 一 样 , 此 类 形式 的 计算 要 小 心 , 因为 存在 以 前 提 到 的 发 散 . 特别 是 , 这 
引起 (104.11) 式 的 右边 出 现 附加 的 发 散 项 , 而 这 些 项 并 没有 明显 的 相对 论 不 变 的 形式 ， 
称 为 Schwinger 项 . 这 里 没有 写 出 这 些 项 , 因为 它们 在 重 正 化 后 将 会 消失 且 不 影响 后 
面 的 结果 ( 见 8110). 
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8105 精确 的 电子 传播 子 


精确 的 电子 传播 子 , 与 光子 的 精确 传播 子 类 似 , 定义 为 


Gik(z 一 2) = 一 i0ITwi(z)w(z )|0) (105.1) 
其 中 i 与 为 双 旋 量 指标 , 它 与 自由 粒子 传播 子 定义 (75.1) 
Gak(z — 2) = —i(0| TYin:(z)Bre (2)|O) (105.2) 


的 不 同 之 处 在 于 , 相互 作用 表象 中 的 乡 算 符 换 成 了 海 森 伯 算 符 . 
与 推出 (103.7) 式 用 过 的 相同 论据 导致 


—int 


iT (TP (2)SIO) 
Qik(T 一 2 ) = (SO (105.3) 
将 此 式 按 e 级 数 展开 使 得 9 函数 可 用 一 组 有 两 条 外 电子 线 和 不 同 数目 顶点 
的 费 曼 图 表示 . (105.3) 式 分 母 的 作用 仍然 是 只 计算 没有 附加 “真空 圈 ” 的 图 
的 函数 . 比如 , 到 e* 级 的 项 , 传播 子 9 (用 粗 实 线 标记 ) 的 费 曼 图 表示 为 @ 
一 一 一 一 名 一 一 一 十 
本 
(人 人、 (105.4) 


人 


粗 实 线 对 应 动量 表象 中 的 函数 i9(p), 方程 右边 图 中 的 一 组 实 线 与 虚线 分 别 对 
应 目 由 粒子 传播 子 iG 与 -iD. 

两 条 电子 线 之 间 的 一 段 图 称 为 电子 自 能 部 分 与 光子 一 样 , 如 果 它 不 能 
够 通过 切割 单个 电子 线 进一步 分 成 两 个 自 能 部 分 , 那 就 说 它 是 紧 致 的 . 所 有 可 
能 的 紧 致 部 分 的 总 和 用 -itik 标记 ; 函数 Kik(p) 称 为 质量 算 符 . 比如 , 到 e4 
级 的 项 ， 


人 nn 十 
© by 一 ~、 CN (105.5) 
Q 在 8103 已 经 表明 ， 这 硬 不 涡 要 考 起 外语 “ 自 闭合 ” 线 的 图 ; 这 些 图 会 在 二 级 


了 


| 
I 


5 
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通过 类 似 于 推导 (103.13) 式 的 精确 求 和 , 我 们 求 出 
9(p) = G(p) + G(p)M(p)G®) (105.6) 
(其 中 略 去 了 双 旋 量 指标 ) 或 者 , 对 逆 和 矩阵 ， 
9 =G  (p)- M(p)=7p—m— MI(p). (105.7) 


在 8102 中 已 经 指出 , 海 森 伯 儿 算 符 (不 像 相互 作用 表象 的 算 符 那样 ) 在 电 
磁 势 的 规范 变换 下 要 有 改变 . 因此 , 精确 的 电子 传播 子 9 也 不 是 规范 不 变 的 . 
其 在 规范 变换 下 的 行为 可 以 推导 如 下 (JI. IH. JIagnay, UI. M. XanarHaKoBs, 
1952). 

在 规范 变换 下 9 的 变化 必须 明显 地 用 光子 传播 子 在 此 变换 时 用 到 的 量 
DD 来 表示 . 这 是 很 明显 的 , 因为 在 用 微 扰 论 图 技术 计算 9 时 , 级 数 中 的 每 一 
项 都 可 用 函数 D 表示 , 而 不 包含 任何 其 它 电磁 学 量 . 因此 这 个 分 析 可 以 简化 : 
对 于 在 变换 (102.8) 下 对 任意 算 符 多 的 性 质 可 以 作 任 何 特殊 的 假设 , 只 要 结果 
可 用 DD 表示 即 可 . 

变换 (102.8) 使 传播 子 D (103.1) 与 9 (105.1) 有 如 下 形式 的 变换 : 


Dior — i(O|T[A,(x) — Ox(z)][Ay (x’) -Cox(z 10， 
Gi 一 —i(O|Twi(z)eieX(®) eieXx(®) yy (x')|0). 


现在 我 们 假设 算 符 多 的 平均 与 工 乘积 中 所 有 剩 下 的 算 符 无 关 . 这 是 一 个 
合理 的 假设 , 因为 “ 场 " 允 没有 参与 相互 作用 , 由 于 规范 不 变性 . 我 们 还 假设 算 
符 你 对 真空 的 平均 值 为 零 : (0|x|0) = 0. 于 是 , (105.8) 式 中 区 的 项 可 以 分 离 出 
来 , 结果 为 


(105.8) 


Djy — Dpy + i(O|TOLx(7) : ,x(z’)|0), (105.9) 
Gik 一 Gix (0| TeieX(*)e—iex(® )|0). (105.10) 


剩 下 的 推导 将 对 无 穷 小 变换 的 情形 给 出 , 为 强调 这 一 点 , 我 们 用 5X 代 
蔡 欧 . 
变换 (105.9) 式 可 写成 (这 与 88& 小 无 关 ) 


Di 一 Di 二 8D，8D = 0,0,d (zr — 7), (105.11) 


@ 公式 (105.11) 可 从 (105.9) 推出 , 如 果 函 数 &0 及 其 对 t 的 微 商 在 t=t 是 连续 的 ，; 
如 果 它 们 是 不 连续 的 , 这 些 式 子 的 右边 相差 一 个 8 函数 项 (参见 (75.2) 的 推导 ). 在 动量 
表象 中 , 这 个 条 件 等 价 于 求 和 中 当 |q?| 一 oc 时 dj(g) 衰减 得 比 1/q? 快 . 
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其 中 
dW (zs 一 2) = i(O|TSx(z)8x(z’)|0). (105.12) 
因此 很 清楚 , d(0 决定 了 光子 传播 子 的 纵向 部 分 DO 由 规范 变换 产生 的 变化 . 
当然 , 假设 dt 仅 依赖 于 xz- zw 意味 着 对 算 符 6X 的 性 质 加 上 了 一 定 的 限制 ; 
在 完全 任意 规范 变换 的 一 般 情 形 , 传播 子 在 空间 与 时 间 上 不 再 是 均匀 的 . 
在 变换 (105.10) 中 , 我 们 将 指数 因子 展开 成 5X 的 级 数 到 平方 项 : 


, i ; ff 
(0O| TeieSx(z)e—iedx(z )|0) oS a (0l8x* (x) 十 8x (2 ) — 2T8x(z)Sx(z’)|0). 


于 是 利用 定义 (105.12), 我 们 对 电子 传播 子 找到 如 下 变换 规则 : 


9 一 9+59，89 =ie?’g9(z — 2 )ldd (0) -do(z — 2)). (105.13) 
在 动量 表象 包 我 们 有 
s0(p) =ie? fa? (oo) - 90 -En (105.14) 
dW (gq) 与 函数 DW 的 变化 的 关系 为 
DW (gq) = gq2d) (q). (105.15) 


可 以 对 电子 传播 子 推出 一 个 与 (104.11) 类 似 的 积分 表示 式 , 利用 对 于 少 算 符 
的 矩阵 元 的 如 下 表示 式 


pnm(T) = Wnm (0)ei(Pm—Pn)s (105.16) 


类 似 于 对 流 和 矩阵 元 的 表示 式 (104.6). 然而 与 流 不 同 , yw 算 符 不 是 规范 不 变 的 . 
因此 与 坐标 的 依赖 关系 (105.16) 并 不 是 普遍 的 , 而 只 能 应 用 于 某 些 特殊 的 规 
范 , 同样 对 基于 (105.16) 的 积分 表示 式 也 如 此 . 这 个 情形 更 深刻 的 物理 原因 是 
零 光子 质量 导致 的 红外 灾变 (898), 其 结果 是 , 电子 在 相互 作用 时 发 射 无 限 多 
的 软 量子 , 而 这 意味 着 “ 单 粒子 ”传播 子 (105.1) 失去 了 其 直接 的 意义 . 


如 果 函 数 f(z) = f(z)f2(z), 其 傅 里 叶 分 量 为 
Jp) = | f(s)er=ass 
ff a ei®(p—91—92) f(g1)f2(q2) 


dg1d4 A 
= / / oo 和 91 一 92)f1i(q1)f2(92) = / EAC —g). 
在 从 (105.13) 推导 (105.14) 式 中 ， ee 


1e=0= /全 
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8$106 顶 角 部 分 


在 复杂 的 图 中 有 可 能 将 自 能 部 分 和 其 它 类 型 的 与 它们 不 等 价 的 段 分 割 出 
来 . 这 种 段 的 一 个 重要 类 型 可 通过 考虑 以 下 铺 数 找到 


Kik(T1, 22, 73) = (0|TA*(z1)pi(z2) pi(T3)|0) (106.1) 


此 式 有 一 个 四 维和 天 量 指标 和 两 个 双 旋 量 指标 ; 由 于 空 - 时 是 均匀 的 , 这 个 函数 
只 依赖 于 宗 量 zi, za, zs 的 差 量 . 当 用 相互 作用 表象 的 算 符 表示 时 , 函数 KK 有 
如 下 形式 


一 int 


(OITAG (zi /ph (m2)B (za)|0) 


Ki (z1, ZL2,， 7Z3) (0[SIO) (106.2) 
动量 表象 通过 如 下 公式 得 到 
(27) 8°(p1 + kp2) Kt (po2, p1; k) 
一 | | | Kt (21, 72, Ta)e ®t+ipaera ipira dr dAr2od4rs. (106.3) 
在 费 曼 图 技术 中 , 函数 Kh 对 应 三 -端点 (一 个 光子 与 两 个 电子 ) 的 如 下 
形式 的 段 
| 大 
六 (106.4) 
p2 p1 
其 中 动量 由 守恒 定律 相 联 系 
pi 二 k= 2D2. (106.5) 


这 个 函数 的 零 级 项 为 零 ; 第 一 级 项 在 坐标 表象 中 为 
0 / Os Ge 
而 在 动量 表象 中 为 
Kr(p2,p1; k) = eG(p2) YG(p1)* DT (Kk) (106.6) 


( 略 去 了 双 旋 量 指标 ); 对 应 的 费 曼 图 为 


人 (106.7) 


$106 顶 角 部 分 .459 . 


在 更 高 级 的 近似 中 , 费 曼 图 由 于 加 上 新 的 顶点 而 变 得 复杂 ,但 不 是 所 有 这 
样 的 图 都 提供 实质 上 新 的 信息 . 例如 , 在 第 三 级 我 们 有 如 下 费 曼 
| | | | 


-4 
a ™ 


| 

其 中 前 三 个 图 可 以 (通过 光子 线 或 电子 线 ) 切割 成 一 个 简单 顶点 (106.7) 和 一 

个 二 级 自 能 部 分 ; 第 四 个 图 则 不 可 能 这 样 处 理 . 这 是 一 个 普遍 的 情况 . 第 一 种 

图 的 修正 简单 地 将 (106.6) 中 的 因子 G 和 DD 换 成 精确 传播 子 9 和 D. 展开 式 

中 其 余 的 项 给 出 一 个 新 的 量 替 代 (106.6) 中 的 因子 y+*. 将 此 量 记 作 T+, 于 是 
由 定义 我 们 有 

Kr(p2,p1;k) = {i9(p2)[~ieT,(p2, pi; Kk)JiG(p1)}[—iD"r(k)]. (106.9) 

图 中 用 一 条 光子 线 和 两 条 电子 线 与 其 它 部 分 连接 的 段 称 为 顶 角 部 分 , 如 

果 它 不 能 再 分 成 只 用 一 条 (光子 或 电子 ) 线 连接 的 部 分 . 量 Tr 为 无 穷 多 顶点 


部 分 的 求 和 , 包括 简单 硕 角 y+, 并 称 为 项 角 算 符 或 项 角 函 数 . 
下 面 为 到 第 五 级 量 的 所 有 项 角 算 符 图 : 


(106.8) 





(106.10) 


粗 黑 点 表示 精确 的 顶 角 算 符 一 ieT. 

算 符 (与 简单 顶 角 的 算 符 7 一 样 ) 有 两 个 矩阵 ( 双 旋 量 ) 指标 和 一 个 四 
维和 天 量 指标 ; 这 是 一 个 两 个 电子 动量 (pi,pz) 和 一 个 光子 动量 (k) 的 函数 . 这 
三 个 动量 不 可 能 同时 都 和 实际 粒子 相 联系 : 图 (106.4) 本 身 (不 是 作为 更 大 图 
的 一 部 分 ) 将 对 应 光子 被 一 个 自由 电子 吸收 , 但 这 个 过 程 与 实际 粒子 的 四 维 
动量 守恒 是 不 相 容 的 . 因此 图 中 三 个 自由 端点 中 必定 至 少 有 一 个 属于 虚 粒 子 
(或 属于 外 场 ). 

项 角 部 分 也 可 以 分 为 可 约 与 不 可 约 两 种 . 不 可 约 顶 角 不 包含 对 内 线 自 能 
修正 并 且 不 可 能 分 割 成 对 应 内 顶 角 ( 较 低级 ) 修正 的 几 个 部 分 . 比如 , (106.10) 
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的 图 中 , 只 有 (b) 和 (d) 是 不 可 约 的 (除了 简单 顶 角 图 (a) 外 ). 图 (g), (h) 和 (i) 
包含 自 能 部 分 ; 在 图 (c) 中 , 上面 的 水 平 虚线 可 看 成 对 上 顶 角 的 修正 , 在 图 (e) 
与 (f) 中 侧面 的 虚线 可 看 成 对 侧 顶 角 的 修正 . 

当 不 可 约 图 的 内 线 被 对 应 的 粗 线 代替 , 且 项 角 被 黑 点 代替 , 即 当 近似 的 传 
播 子 D 和 G 换 成 精确 传播 子 D 和 9, 并 且 近 似 的 顶 角 算 符 7 换 成 精确 的 顶 
角 算 符 一 时 ,@ 我 们 明显 地 得 到 所 有 顶 角 部 分 的 集合 . 于 是 顶 角 算 符 的 展开 可 
写成 


(106.11) 


这 个 方程 是 对 的 一 个 积分 方程 , 其 右边 有 无 穷 多 项 . 

由 以 上 讨论 我 们 可 以 容易 地 推出 构造 有 任意 数目 端点 的 图 段 精确 表示 的 
一 些 普遍 原则 . 它们 可 通过 对 海 森 伯 算 符 的 了 乘积 取 真 空 平均 值 而 得 到 , 其 
中 每 个 初始 电子 有 一 个 W(z) 算 符 , 每 个 终 态 电子 有 一 个 W(z) 算 符 , 对 每 个 光 


子 有 一 个 4(z) 算 符 . 
进一步 的 例子 通过 以 下 形式 的 图 给 出 
23 Pp1 
(106.12) 
p4 p2 
它 有 四 条 外 电子 线 . 它们 由 如 下 函数 得 到 
Kik im (ZT1, 72; T3, 74) = (0|Twi(z1) We(T2) 1 (zs) (74)|0) (106.13) 


当然 , 它 仅 依赖 于 四 个 守 量 的 差 值 . 其 健 里 叶 分 量 可 写成 
| Kik,im(T1, T2; T3, za)ei(P3T1t+per2 一 plzs 一 pzzajd4zid4rod4rad474 
= (27)“6° (pi + p2 一 Da — p4) Kik,im(p3, pa; Pp1, p2), (106.14) 
其 中 


Kik,im(p3, p4; Pp1, p2) 
= (2x) V8 (pi — pa)Gi(p1)Grm(p2) — (27)48( (pa — pa)Gim (p1)Gk1(p2)] 
+GOin (Pp3)Gkr (pa)[—iTnr, st (p3, pa; D1, Pp2)]Gst (Pp1)Gem (p2). (106.15) 
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在 表示 式 (106.15) 中 , 前 两 项 从 函数 (ps,pa;p1,p2) 定义 中 排除 掉 那 些 可 分 成 
两 个 不 连通 的 部 分 , 每 个 部 分 都 有 两 个 自由 端的 图 : 


2D3 一 一 一 }—— Dp1 pa -一 ( )—n 
或 
在 第 三 项 中 , 9 因子 从 的 定义 中 排除 掉 那 些 对 外 电子 线 有 修正 的 部 分 的 图 . 
还 要 指出 , 由 费 米 子 东 算 符 的 工 乘 积 的 性 质 可 得 出 结论 , 函数 有 (pa pa; pl， 
22) 是 反对 称 的 : 


了 让 ,im(ps, pa; P1, Pp2) = 一 Tilm( Da Pp3; P1, Pp2) = —Tik,mi (Pp3, Pp4; p2, Pp1). (106.16) 


(106.12) 就 表示 两 个 电子 的 散射 散射 振幅 可 通过 对 图 的 自由 端 给 定 粒子 
的 波幅 (而 不 是 传播 子 9) 来 求 出 : 史 


iM pi = Ui(p3)Ur (pa) [~—ieTik 1m (p3, Ppa; D1, Pp2)] up1) um(p2). (106.17) 


按照 (106.16) 式 , 这 个 振幅 必须 对 交换 电子 有 适当 的 反对 称 性 . 


8$107 戴 森 方程 


精确 传播 子 和 顶 角 部 分 满足 一 定 的 积分 关系 , 如 采用 费 曼 图 技术 其 起 源 
是 特别 清楚 的 . 

在 8106 定义 的 可 约 与 不 可 约 概 念 不 仅 可 用 于 顶 角 部 分 , 也 可 用 于 任何 其 
它 图 或 图 的 部 分 . 我 们 从 这 方面 来 考察 紧 致 的 电子 自 能 图 . 

容易 看 到 , 在 无 穷 多 的 图 中 只 有 一 个 图 是 不 可 约 的 , 即 如 下 的 第 二 级 图 


Pp ~-- pp 


这 个 图 的 任何 复杂 化 可 以 看 成 是 对 其 内 (电子 或 光子 ) 线 或 其 顶 角 部 分 所 作 
的 进一步 修正 . 这 里 重要 的 是 要 指出 , 由 于 这 个 图 有 明显 的 对 称 性 , 任何 顶 角 


以 后 (§110) 将 看 到 , 自由 端的 自 能 部 分 在 推导 实际 过 程 的 振幅 时 可 以 略 去 . 
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修正 只 需要 指定 是 对 某 个 项 角 的 .外 
因此 , 由 于 只 有 一 个 紧 致 自 能 电子 图 部 分 是 不 可 约 的 ,所 有 这 样 的 部 分 的 
集合 ( 即 质量 算 符 M) 只 用 一 个 骨架 图 表示 : 


p+k 
= Cd) SS (107.1) 
| k 


这 个 图 方程 的 解析 形式 变 成 @ 
M(p)= G7 (p)— 07 (p) 
， d4k 
一 —ié f? G(p+ kT (p+ k,p;k)- Dw (k) Toa)a (107.2) 


对 极 化 算 符 PP 可 以 推出 类 似 的 方程 . 仍然 只 有 一 个 紧 致 的 光子 自 能 部 分 
是 不 可 约 的 , 因此 P 由 一 单个 骨架 图 表示 : 


+k 
-—-(EE)-— =- 一 > 一 (107.3) 


对 应 的 解析 方程 为 
Pv(k _ 
Pe Dik) — D(A) 
:2 d4p 
一 ie*tr J mst+ k)Ty(p 十 天 ,Di k)G(p) Toa)a (107.4) 


在 (107.2) 式 与 (107.4) 式 中 双 旋 量 指 标 都 略 去 了 . 
关系 式 (107.2) 与 (107.4) 称 为 戴 森 方程 ; 它们 也 可 由 直接 计算 得 出 . 比如 ， 
要 推出 (107.2) 式 , 我 们 可 考虑 量 


(VP — m)aGir(z — 7) = 一 ii 全 一 7)a(OITw(z)Vk(z 10) 


@ 为 清楚 起 见 , 应 该 强调 指出 , 尽管 所 有 需要 的 图 可 通过 只 对 某 一 项 角 的 修正 找 
到 , 但 对 任何 特定 的 图 修正 部 分 的 结构 一 般 是 和 所 指定 的 项 角 有 关 的 , 比如 


ba | 
、\ 
~ 


在 同一 图 中 ,方块 包围 的 区 域 代表 角 部 分 ,可 以 分 别 指定 是 右边 或 左边 的 顶 角 . 
@ 在 (107.1) 中 , 如 果 精 确 的 顶 角 部 分 指定 为 左边 顶 角 ,那么 (107.2) 因子 7 与 和 卫 互 
相交 换 . 当然 , 两 个 方程 实质 上 是 等 价 的 . 
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其 中 分 = i 为 对 zx 的 微分 算 符 , 由 (102.5) 推出 它 的 方法 与 对 自由 粒子 传播 子 
推出 (75.7) 式 的 方法 完全 相同 . 结果 为 


(YP — m)aGiur(z — 1) = 一 ie?(0IT4v(z)W(z)Wk(z)l0) + Hird (x — 1); 


右边 的 8 函数 项 与 (75.7) 中 一 样 , 因为 在 t=t 时 刻 的 对 易 性 质 对 海 森 伯 表 象 
与 相互 作用 表象 中 的 纱 算 符 是 相同 的 . 第 一 项 为 -iey, KY (zzz), 于 是 我 们 
可 以 写 出 ( 仍 略 去 双 旋 量 指标 ) 


(YP — m)G(z 一 2) = —ieyt: K,(z,7, 72) + YW (z 一 1). (107.5) 
为 得 到 傅 里 时 分 量 , 可 将 (106.3) 式 对 d4kdq4pz/(2r)” 积分 , 结果 为 
/e+ 和 = | Kr 0, za)e™ prsd47 
;D， (27)4 > ) yw3 3 
/ Ku(zzz')eip(z-z)d4(z — 2'), (107.6) 


由 此 看 出 , 左边 的 积分 为 K+(x,x,2') 的 傅 里 叶 分 量 . 于 是 通过 对 (107.5) 式 的 
两 边 取 傅 里 叶 分 量 , 并 利用 定义 (106.9) 和 公式 yp 一 m = G1(p), 我 们 求 出 


d4k 


Go =1-ie { Yop+ iret + kp) Dk) Er 


最 后 , 对 此 式 从 右边 乘 以 9-1(p), 我 们 就 得 到 (107.2) 式 . 
8$108 沃 德 恒 等 式 


光子 传播 子 与 顶 角 部 分 之 间 比 戴 森 方程 更 为 简单 的 另 一 关系 式 是 从 规 
范 不 变性 得 出 的 . 为 推出 这 个 关系 式 , 我 们 应 用 规范 变换 (102.8), 假设 x(z) = 
5x(7z) 是 四 维 坐标 z 的 一 个 无 穷 小 非 算 符 函 数 . 它 引 起 电子 传播 子 的 改变 为 


89(z,z) = ieG(z 一 2 )[Sx(z) -8x(z/)]. (108.1) 


注意 到 这 个 规范 变换 破坏 了 空间 -时 间 的 均匀 性 , 并 有 目 函 数 89 分别 地 依赖 于 
7 与 2/, 而 不 是 只 依赖 于 差 z - 2 因此, 其 健 里 叶 展 开 也 必须 分 别 对 变量 zx 
与 z' 进行 . 于 是 在 动量 表象 中 , 89 是 两 个 四 维 动量 的 函数 : 


59(p2z,D1) 二 // 80(7, 2!)eiP2®~ip1®" d4zd4z/ 
将 (108.1) 式 代 人 并 对 dtzd4e 或 dttd4z' (上 = z 一 zz') 积分 , 我 们 得 到 
60(p+ gq,p) = iedx(q)[9(p) — $9(p + aq)]. (108.2) 
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用 同样 的 规范 变换 , 算 符 4A,(z) 的 增 量 为 函数 
8A(® (z) = 26% (108.3) 
可 将 其 看 成 是 一 个 无 穷 小 外 场 . 在 动量 表象 中 ， 
$A(® (gq) = ig,Sx(9). (108.4) 


量 89 也 可 作为 传播 子 在 这 个 场 作用 下 的 改变 来 计算 . 到 8x 的 第 一 级 量 , 这 
个 改变 可 以 明显 地 用 一 个 单 骨架 图 来 表示 : 


| 
1 


iG(p 十 9,D) 一 Ns 
D 十 9 


p 
粗 虚线 为 等 效 外 场 线 对 应 因子 为 ( 见 (103.15) 式 ) 
34 (9) + 8540 (9) 们 pt) 


四 维 矢 量 844e (9) 是 纵 的 (对 q) 而 张 量 PY 是 横 的 . 因此 第 二 项 为 零 , 留 下 
| 
| 
RS, (108.5) 


2D 十 9 p 


其 中 细 虚 线 简单 地 以 通常 的 方式 对 应 场 84t*). 其 解析 形式 为 
59 =eG(p+ qTr(p+g,p;9)9(p) . 3A. (108.6) 
将 (108.4) 代入 , 并 与 (108.2) 式 比较 , 我 们 得 到 
9g(p+q)—9(p)= -9(p+9T" (p+ 9,p;9)9(p): gp 


或 , 用 逆 和 矩阵 ， 
Gi(p+q) -9 (p)= gnT*(p+ 9g,p;9) (108.7) 
(H. S$. Green, 1953). 
将 此 方程 取 g 一 0 的 极限 , 并 在 g, 为 无 穷 小 时 使 系数 相等 , 我 们 得 到 


0 = Tr(p,p;0) (108.8) 
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这 就 是 沃 德 恒 等 式 (J. C. Ward, 1950). 我 们 看 到 9-1(p) 对 动量 的 微 商 等 于 零 
动量 转移 的 顶 角 部 分 .@ 函数 9(p) 本 身 的 微 商 为 


本 = ig(p)[-ir*(p,p; 0)Jig(p). (108.9) 


更 高 级 的 微 商 可 以 类 似 地 通过 继续 计算 到 6x 的 更 高 阶 来 求 出 , 但 我 们 
并 不 需要 这 些 表示 元. 

现在 我 们 来 考虑 极 化 算 符 的 微 商 9P(k)/Bkj. 与 9(p) 不 同 , P(k) 是 规范 
不 变 的 并 且 在 加 上 虚构 的 外 场 (108.4) 时 保持 不 变 . 因此 , 其 微 商 不 能 够 用 同 
样 方法 计算 , 但 是 对 这 个 微 商 也 可 以 得 到 一 个 图 表示 . 为 此 , 我 们 考虑 PP 定义 
中 的 第 一 个 图 , 二 阶 图 : 


p+tk 
2 


实 线 对 应 因子 iG(p) 与 iC(p+ 有 .对 大 的 微分 将 第 二 个 因子 换 成 iD0G(p 十 K)/Ok， 
按照 恒等式 (108.9) 这 个 改变 等 价 于 在 电子 线 上 再 加 上 一 个 项 角 : 


ik’=0 


| 
ie OP P 十 EN \P+k 
Pp 


我 们 看 到 , 在 第 一 级 非 零 阶 , 所 求 的 微 商 是 一 个 有 三 个 光子 端的 “三 光子 
尾巴 ”图 表示 . 必须 立即 强调 , 这 个 图 本 身 并 不 给 出 一 个 光子 转换 为 两 个 光子 
的 振幅 . 这 样 的 过 程 的 振幅 是 (108.11) 与 一 个 圈 转 到 其 它 方向 的 类 似 的 图 的 
求 和 , 而 此 求 和 按照 弗 里 定理 为 零 . 但 图 (108.11) 本 身 并 不 是 零 . 

用 类 似 的 方式 , 我 们 可 以 通过 在 所 有 依赖 于 的 电子 线 上 相继 加 入 k'=0 
的 项 角 来 微分 更 复杂 的 图 . 然而 , 有 一 些 图 中 内 部 光子 线 也 具有 与 & 的 依赖 
性 , 比如 下 一 个 方程 左边 的 图 : 


1 一 0 


~、 ke’ 一 0 lje/ 一 0 
-OO 人 OZ 


在 零 级 近似 , 即 对 于 自由 粒子 传播 子 , 恒等式 是 显然 的 : G~1(p) = yp -~ m, 因此 
8G-?t /Opp = Yy. 
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括号 中 图 的 微 商 这 里 用 一 个 新 的 图 形 符 号 以 图 的 形式 表示 , 一 个 虚构 的 三 光 
子 项 角 , 即 有 三 条 虚线 在 一 个 点 相 直 , 它 对 应 的 量 为 
.0D-! 
Mir 
现在 我 们 可 以 通过 在 依赖 于 的 电子 线 上 加 上 顶 角 % 或 Yj 并 按 一 般 规则 继 
续 加 顶 角 来 对 任何 图 微 商 . 这 些 更 高 级 的 修正 的 求 和 给 出 
1 0p _ 
4r Ok 
其 中 ieVry 为 所 有 这 样 得 到 的 带 有 三 光子 “尾巴 ”的 图 的 内 部 部 分 的 总 和 | 
我 们 还 需要 极 化 算 符 的 二 阶 微 商 . 用 类 似 方式 对 方程 (108.13) 再 一 次 微 
商 , 我 们 有 


4 





= 2ik, = vy. (108.12) 


Vv) (108.13) 


lt OP 
人 一 Govv 十 Quopy, (108.14) 
其 中 ie?9 为 所 有 如 下 图 所 示 的 有 四 光子 端的 图 的 内 部 部 分 的 总 和 
“~0 /0 
P|. 2 10 
大 a (108.15) 


~k 


当然 , 其 中 包括 了 那些 包含 虚构 的 三 粒子 顶 角 (108.12) 的 图 . 
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如 果 系 统 处 于 一 个 给 定 的 外 场 A(®)(z) 中 , 则 精确 的 电子 传播 子 采 用 与 
(105.1) 式 相 同 的 公式 表示 , 但 是 在 转换 到 算 符 的 海 森 伯 表 象 的 哈密 顿 量 扩 = 
疡 十 他 中 , 也 还 有 电子 与 外 场 之 间 的 相互 作用 : 


V=e / Ajr:d3r+e |/ Al® jrd3z. (109.1) 


由 于 外 场 使 空间 与 时 间 不 再 是 均匀 的 ,传播 子 9(z,2') 将 独立 地 依赖 于 两 个 宗 
量 z 与 z' 而 不 是 只 依赖 于 差 xz 一 zz". 

如 果 我 们 以 通常 的 方式 在 相互 作用 表象 中 继续 进行 , 就 会 得 到 带 有 外 场 
线 以 及 虚 光 子 线 的 通常 的 费 曼 图 技术 . 然而 , 这 个 技术 不 适用 于 外 场 不 能 看 成 
小 的 微 扰 的 情形 , 特别 是 当 粒 子 处 于 这 个 场 的 束缚 态 的 情形 就 更 不 运用 . 而 现 
在 事实 上 外 场 中 的 电子 传播 子 主要 要 用 来 分 析 束 缚 态 的 性 质 , 特别 是 用 于 确 
定 有 辐射 修正 时 允许 的 能 级 . 为 了 推出 这 样 的 传播 子 , 我 们 必须 从 一 种 外 场 其 
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至 在 电子 -光子 作用 的 “ 零 级 "近似 中 就 被 精确 考虑 的 算 符 表示 出 发 (W. H. 
Furry, 1951). 

今后 我 们 将 假设 外 场 是 与 时 间 无 关 的 . 所 要 求 的 落 算 符 的 表示 由 在 外 场 
中 的 二 次 量子 化 的 公式 (32.9) 给 出 : 


We (7) = > {nt (r) exp(~iett)t) + bt yl (r) exp(ied)t)}, 

ee " (109.2) 
p (br) = 》 {tp (r)expliett)t) + BB (7)exp(~ied)t)}, 
其 中 巾 -:)(r) 与 上 分 别 为 电子 与 正 电子 的 波 函 数 与 能 级 , 它们 是 单 粒子 问题 
的 解 , 即 粒子 在 一 个 场 中 的 狄 拉克 方程 的 解 . 容易 看 到 , 算 符 (109.2) 是 某 个 表 
象 的 少 算 符 ( 弗 雷 表象 ), 这 是 一 个 介 于 海 森 伯 表 象 和 相互 作用 表象 之 间 的 表 
象 . 它们 可 写成 


pO r) = exp(iH1t)y(r) exp(~iht), 
a | (109.3) 
$ (tr) = exp(ifHt)p(r)exp(—iht), 


其 中 
Hi=Hte / Al®) (zx)j*(z)d3z. 


电磁 场 算 符 A 自然 是 和 应 的 第 二 项 对 易 的 , 因此 弗 雷 表象 对 这 个 算 符 是 与 
相互 作用 表象 一 样 的 . 
在 此 新 表象 中 电子 传播 子 的 零 级 近似 定义 为 


一 -一 


Go (z, 7") = -i(O|TY® (z)B (2)|0). (109.4) 


算 符 (9(t,7) 满足 外 场 中 的 狄 拉克 方程 : 


DP-eyAO(z) — mp” (br) =0, (109.5) 
函数 Ge 相应 地 满足 方程 : 
WP— eyAld(z) — mG (z, x') = 384(z — 2’), (109.6) 
比较 (107.5) 式 的 推导 . 


精确 传播 子 9 表示 为 e2 级 数 的 费 曼 图 技术 , 可 以 从 海 森 伯 表 象 变换 到 弗 
雷 表象 来 得 到 , 与 前 面 变换 到 相互 作用 表象 的 方式 完全 相同 . 所 得 到 的 图 有 相 
同 的 形式 , 只 不 过 实 线 现 在 对 应 的 是 因子 iG(® 而 不 是 因子 iG. 
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在 写 图 的 解析 表示 的 规则 中 有 一 个 小 的 区 别 , 这 是 因为 在 坐标 表象 中 

G(e) 不 只 是 差 z 一 zx!' 的 函数 . 然而 , 在 恒定 的 外 场 中 时 间 的 均匀 性 仍 保持 , 因 
此 时 间 t 与 # 仍然 将 以 差 1 一 t=" 的 形式 出 现 : 
G(® = Glo (7, r,r’). 
动量 表象 由 对 函数 的 每 个 宗 < 量 作 伟 里 叶 展 开 得 到 : 


de dpl ds 
(e) = 计 P2z7 一 D1.7 一 ET) D1 QPp2 
cocrrm= f/f Gle,pnp) 时 合生 太 乒 。(10917) 


对 应 因子 iG(®)(e, p2,pi) 的 每 条 线 现 在 都 必须 指定 一 个 虚 能 量 值 es 和 两 个 动 
量 值 , 初 值 pi 与 终 值 pz: 


iG(®)(e, p2, p1) = . (109.8) 


由 此 得 到 写 解 析 表 示 的 规则 , 其 中 对 de/2rx 的 积分 是 通常 的 , 而 对 d3pl/(2r)3 
与 d3p?/(2m)3 的 积分 是 独立 的 , 要 考虑 每 个 顶 角 的 动量 守恒 . 比如 


E—w 


Fk Nr 


Pp2 所 p~ /PD E mn 
wk 


一 6? {// ep EE -wp —k,p —k) 


le d3p / d37 /1 
xYG (e,p', Pi1)Dpv(w, 辣 2 (2n)3 (27)3 (109.9) 





重要 的 是 要 指出 , 在 这 里 讨论 的 计算 中 , 还 必须 考虑 有 “ 自 闭合 ”电子 线 的 图 ， 
这 种 图 在 通常 的 技术 中 因 与 “真空 流 ” 相 联系 是 被 丢弃 的 . 但 当 存 在 一 个 外 
场 时 , 由 于 这 个 场 引 起 的 “真空 极 化 ”, 这 个 流 不 一 定 为 零 . 比如 , 在 如 下 图 中 


Ww 


NM 


0,k=p" —Pp (109.10) 
I 
p2 epPp'p E Pi 
顶 上 的 圈 对 应 因子 


. dip dw 
:f GO p+ hp) 


这 里 我 们 仍然 必须 明确 对 dw 积分 的 含义 . 这 是 因为 函数 G((7) 的 传 里 叶 分 
量 对 w 的 积分 相当 于 取 这 个 函数 在 7 =0 的 值 , 而 C(9(r) 在 7 =0 是 不 连续 


(109.11) 
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的 ; 因此 我 们 必须 明确 两 个 极限 值 中 取 的 是 哪 一 个 值 . 为 此 , 我 们 只 需要 指出 ， 
积分 (109.11) 来 自 同一 流 算 符 中 铺 算 符 的 收缩 


去 一 (e) 了 
ia 和 » (t, r)y*p® (t, 7), 


其 中 人 当 在 剑 9 的 左边 . 按照 传播 子 的 定义 (109.4), 如 果 t 理解 为 二 t 二 0， 
那么 当 t 二 就 得 到 因子 的 这 个 次 序 , 即 如 果 取 函数 GO(t 一夫 在 t_t- 一 0 
的 极限 值 . 换 句 话说 , 在 (109.11) 中 对 dw/27 的 积分 取 为 


ju dw 
Ca T em 一 Ce 总 和 
/ © 7 ， 7 0 (109 12) 


外 场 中 的 质量 算 符 如 在 8105 中 那样 定义 : -ji 为 紧 致 自 能 部 分 的 总 和 . 现在 
这 是 一 个 在 外 线 端 点 的 能 量 s 与 动量 pi 与 pz 的 函数 , 在 这 些 端点 它们 分 别 
进入 或 离开 所 研究 的 部 分 : 


mm 全 0ogag 


和 推出 (105.6) 完全 一 样 进行 推导 , 我 们 得 到 方程 


9(E， 了 2， Pp1) 一 Ge)(e， p2, p1) 


[4 i it jf dsp’ 
=/ | Ge, p2,p”)M(e, p”, p')G(e, p', p) Es a3" (109:14) 
通过 用 谱 变 量 回 到 坐标 表象 可 以 变 成 更 自然 的 形式 , 采用 函数 
| ， 3， 33 
ole rr) = /geppDemr mm (109.15) 


以 及 对 其 它 量 的 类 似 函 数 . 取 (109.14) 的 逆 健 里 叶 变 换 , 我 们 得 到 
Gle,r,7’) — Gl(e,r, 7’) 
ff Gr ra) Me ra re rr dmd 


我 们 再 在 两 边 用 如 下 算 符 作用 
Ye—y:P-ey A (z) 


其 中 e 为 一 个 数 , 而 请 = -iV 为 对 坐标 7 的 微分 算 符 . 这 里 必须 指出 , 由 (109.6) 
式 , 我 们 有 


[ye i 了 5 五 一 eyA(®(z)G® (e,T,7'") a d(r ee 7'). (109.16) 
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得 到 的 方程 为 


[ye —7y:DB-eyA® (zr)G(e,r,r’) 一 /we r,T1)O(e,r1,7 )d ri = 3(r — 7’). 
(109.17) 
阴 数 9(e,7,7') 有 一 个 特别 宝贵 的 性 质 , 就 是 其 极点 决定 了 电子 在 外 场 中 
的 能 级 . 我 们 将 先 对 近似 函数 GS(e,7,7') 证 明 这 一 点 . 将 算 符 (109.2) 代入 传 
播 子 的 定义 (109.4) 中 , 与 对 自由 粒子 传播 子 的 (75.12) 式 完全 类 似 , 我 们 得 到 ， 


2 Wn (rT Dl r')exp{—iett)(t —#)}, t>#, 


Ge (t—#t,7,7)= (一 ) 
SDD) pte OE tt 


(109.18) 
傅 里 时 时 间 分 量 为 
(十 ) Dt / (一 ) my ) a 
A 人 + + (109.19) 


我 们 看 到 , G(®(e,7,7') 作为 < 的 解析 函数 , 在 正 实 轴 上 有 与 电子 能 级 相符 的 
极点 , 而 在 负 实 轴 上 有 与 正 电子 能 级 相符 的 极点 . ce 入) > mm 的 值 构成 一 个 连 
续 谱 ; 包 并 且 对 应 的 极点 在 < 平面 上 构成 从 -oo 到 -mm 与 从 mm 到 oo 的 两 条 
割 线 . |e| < m 的 线段 中 所 包含 的 极点 给 出 离散 的 能 级 . 

对 于 精确 的 传播 子 9(e,7,7') 我 们 可 以 通过 采用 苹 定 补 算 符 的 矩阵 元 表 
示 它 来 对 其 作 类 似 的 展开 ; 海 条 伯 纱 算 符 的 矩阵 元 与 它们 的 联系 为 


(人 7) = (mhr)|n) exp[-i(En — Em)t]. (109.20) 


这 里 思 , 为 系统 在 外 场 中 的 精确 能 级 ( 即 包括 所 有 的 辐射 修正 ). 算 符 销 使 得 
电荷 增加 1 ( 即 通过 +|e]), 而 算 符 久 使 电荷 减少 1. 这 意味 着 在 矩阵 元 (n|w|0) 
与 (0|y|n) 中 , 态 |n) 必须 对 应 系统 电荷 为 +l 的 态 , 即 , 它们 除 一 个 正 电 子 外 ， 
只 能 包含 一 定数 目的 电子 - 正 电 子 对 和 一 定数 目的 光子 ; 这 些 态 的 能 量 将 标 
记 为 本 .类似 地 , 在 矩阵 元 (0lylmy) 与 (njw|0) 中 , 态 In) 包含 一 个 电子 与 一 
些 电 子 对 和 光子 (能 量 为 BEST). 代替 (109.18) 现在 我 们 有 


-i >》 (Ohi(r)|n) (nhpe(r’)|0) exp[—iBST(t — #)], t>#, 


Gi (t—t,T,7") 一 六 
:DSO (r in) (nllr lo) expl BENE t,t<t 


- (109.21) 
我 们 假设 , 外 场 在 无 穷 远 为 零 . 
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并 因此 


| (oli(n)lIn) (nlBa (rl) + Olle | 


二- 
Gax(emr)=>， = CH 十 i0 < 十 不 一 i0 


(109.22) 

设 s 值 接近 于 其 中 一 个 离散 能 级 E(t) (或 -外 ). 于 是 在 (109.22) 的 求 

和 中 只 需要 保留 对 应 的 极点 项 . 代 人 (109.17) 式 表 明 依 赖 于 第 二 个 宗 量 r' ( 当 

7r 关 7') 的 因子 不 出 现在 方程 中 . 结果 是 对 函数 (0|y(7)|n) (或 (n|w(7)|0)) 的 一 

个 齐 次 积分 -微分 方程 , 为 简洁 计 , 我 们 将 此 函数 记 作 天 (r).@ 略 去 下 标 n, 我 
们 有 


[ye 十 这 .一 eyAtl®) (7T)lik Br(7) 一 /wa (€,7,T1) Dx (ri)d3zi 一 0 (109.23) 


(J. Schwinger, 1951). 离散 能 级 EE, 则 是 这 个 方程 的 本 征 值 . 于 是 (109.23) 式 成 
为 决定 这 些 能 级 的 常规 基础 . 
比如 , 它 可 以 用 来 , 在 M 的 第 一 级 , 决定 对 解 如 下 狄 拉 克 方 程 给 出 的 离 
散 电 子 能 级 e 的 修正 : 
ben +iy.:V—eyA®(r)]ypn(r) = 0; (109.24) 


设 波 函 数 加 (r) 的 归 一 化 条 件 为 


/ Vpndz = 1. (109.25) 
方程 (109.23) 的 本 征 函 数 可 写成 
grn(r) = pn(r7) + p(T), (109.26) 


其 中 鸣 ) 为 对 如 (r) 的 修正 . 将 (109.26) 代入 (109.23), 再 从 左边 乘 以 本,(7) 
并 对 daz 积分 ,@ 我 们 就 得 到 所 要 求 的 表示 式 


E,— én / Pri(r Mir (en rrl)Wnk(ri)d3zd3z1， (109.27) 


外 当 忽 略 辐射 修正 时 , Ww,(7) 是 与 作为 狄 拉 克 方 程 解 的 波 函 数 Vit) 或 ~-) 相同 的 
(对 一 个 电子 或 正 电 子 的 态 ). 

@ 在 积分 时 我 们 用 到 (109.24) 中 的 微分 算 符 是 自 共 二 的 这 一 事实 , 并 因此 将 其 作 
用 从 WD 转 到 万, 上. 
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8110 重 正 化 的 物理 条 件 


本 章 到 目前 为 止 讨论 的 理论 大 多 是 形式 的 . 我 们 处 理 的 所 有 量 好像 都 是 
有 限 的 , 并 且 故 意 绕 过 在 理论 中 出 现 的 任何 无 穷 大 . 然而 , 在 用 微 扰 论 实际 计 
算 函 数 D, 9 与 卫 中 , 出现 了 发 散 的 积分 , 不作 进 一 步 的 考虑 是 不 可 能 对 它们 
赋予 任何 有 限 值 的 . 这 些 发 散 是 现在 的 量子 电动 力学 逻辑 上 不 完备 的 表现 . 尽 
管 如 此 , 下 面 我 们 将 看 到 , 在 这 个 理论 中 有 可 能 建立 一 定 的 规则 , 使 得 可 以 明 
确 地 “ 减 去 无 穷 大 ”, 从 而 对 所 有 有 直接 物理 意义 的 量 得 到 有 限 值 . 这 些 规则 
基于 如 下 明显 的 物理 要 求 : 光子 质量 为 零 且 电子 电荷 与 质量 等 于 它们 的 观察 
值 . 

我 们 先 来 弄 清 加 在 光子 传播 子 上 的 条 件 , 并 考虑 通过 有 一 个 虚 光 子 的 单 
粒子 中 间 态 能 够 发 生 的 散射 过 程 . 这 种 过 程 的 振幅 必定 在 初始 粒子 的 四 维 动 
量 P 的 平方 等 于 实 光 子 质量 平方 时 , 即 P? = 0 时 有 一 个 极点 ; 我 们 在 879 已 
经 看 到 , 这 个 要 求 是 从 普遍 的 么 正 性 条 件 得 来 的 . 振幅 中 的 极点 项 来 自 (79.1) 


形状 的 图 : 
全 =P 上 (110.1) 


而 当 考 虑 辐射 修正 时 , 此 图 的 两 部 分 必定 用 粗 虚线 (精确 的 光子 传播 子 ) 连接 . 
这 意味 着 函数 D(?) 必定 在 k? =0 处 有 一 个 极点 , 即 必 定 是 这 样 的 : 





D— 二 当 ji 一 0， (110.2) 
其 中 2 为 一 个 常数 . 因此 对 于 极 化 算 符 P(R?), (103.21) 给 出 
P(0) = 0. (110.3) 
(110.2) 式 中 的 系数 由 下 式 给 出 
1 0 
PA 


对 函数 PP( 妒 ) 进一步 的 限制 可 以 从 对 粒子 电 稚 物理 定义 的 分 析 得 出 : 两 
个 相隔 距离 很 大 的 静止 的 经 典 ( 即 无 限 重 的 ) 粒子 必定 按照 库仑 定律 ,U = e?/r 
相互 作用 . (此 距离 必须 比 1/m 大 得 多 , 其 中 m 为 电子 质量 .) 这 个 相互 作用 也 


可 用 下 图 表示 a 


} 
1k (110.4) 
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其 中 上 面 与 下 面 的 线 对 应 经 典 粒 子 ， 在 虚 光 子 线 中 考虑 了 光子 的 自 能 修正 . 
对 重 粒 子 线 有 影响 的 所 有 其 它 修正 , 将 使 图 和 等于零: 在 图 (110.4) 中 进一步 加 
上 任何 内 线 , 比如 在 线 a 与 c 或 aa 与 之 间 连 上 一 根 光 子 线 , 就 会 产生 虚 的 
重 粒子 线 , 带 有 相应 的 传播 子 . 但 是 粒子 的 传播 子 在 分 母 中 有 其 质量 M, 且 当 
MM 一 oo 时 趋 于 零 . 

由 图 (110.4) 的 形式 , 很 清楚 看 出 (参见 883), 其 中 的 因子 e2D(k?) ( 除 符 
号 外 ) 必定 是 粒子 相互 作用 位 势 的 傅 里 叶 变 换 . 由 于 相互 作用 是 稳定 的 , 虚 光 
子 的 频率 w = 0, 并 且 大 的 距离 对 应 小 的 波 矢 k， 库仑 位 热 的 傅 里 叶 变 换 为 
dne?/k?. 由 于 卫 仅 依赖 于 kR? = w2 一 ke?, 最 后 我 们 得 到 条 件 


D— 4An/k*, k*—0, (110.5) 


也 就 是 说 , (110.2) 式 中 的 系数 必定 是 Z = 1 (符号 则 是 明显 的 , 由 于 D(k?) 趋 
近 于 自由 光子 传播 子 D(k2)). 因此 , 极 化 算 符 P(R2) 必须 满足 条 件 : 


PR 一 0， k2— 0. (110.6) 
这 并 不 仅 导 致 前 面 给 出 的 条 件 (110.3), 而 且 给 出 结果 : 
P'(0) = 0. (110.7) 


在 8103 已 经 指出 , 一 条 有 效 的 外 实 光 子 线 对 应 因子 (103.15) 或 利用 (103.16) 
与 (103.20), 对 应 


: + 去 ?ODO) et. 


现在 我 们 从 (110.5) 与 (110.6) 式 看 到 , 修正 项 为 零 . 因此 我 们 有 一 个 重要 结果 : 
在 外 光子 线 中 不 需要 考虑 辐射 修正 . 

因此 , 由 自然 的 物理 要 求 得 出 量 P(0) 与 P'(0) 有 确定 的 值 ( 即 为 零 ). 由 
微 扰 论 图 技术 计算 这 些 量 会 导致 发 散 积分 , 我 们 还 看 到 消除 这 种 无 穷 大 的 方 
法 是 对 发 散 表 示 式 预先 指定 一 些 确定 值 , 而 这 些 值 由 物理 要 求 来 确定 , 这 个 步 
又 称 为 对 这 些 量 的 重 正 化 .Q 

这 个 步骤 也 可 以 用 一 种 略为 不 同 的 方式 表述 .比如 , 在 对 电荷 重 正 化 
时 可 以 在 形式 的 微 扰 论 中 定义 一 个 非 物理 的 内 豪 ( 裸 或 未 重 正 ) 电荷 ee 作 
为 一 个 参量 出 现在 原始 的 电磁 作用 算 符 的 表示 式 中 ， 于 是 重 正 化 条 件 变 成 
ezD(k) 一 4ne?/k? ( 当 急 一 0 时 ), 其 中 e 为 实际 的 物理 电荷 . 因此 , 我们 有 关 
系 式 ec2Z = e2, 用 此 式 于 涉及 观察 效应 的 表示 式 中 , 从 而 消去 非 物理 的 量 e.. 


中 这 个 途径 的 思想 是 由 H. A. Kramers (1947) 首先 提出 的 : 在 量子 电动 力学 中 系统 
地 应 用 重 正 化 方法 由 Dyson, Tomonaga, Feynman 与 Schwinger 给 出 . 
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通过 直接 取 2 = 1, 重 正 化 只 是 在 “途中 ”进行 , 这 样 甚至 在 中 间 步 又 中 也 没 
有 必要 采用 虚拟 的 量 . 

我 们 现在 来 研究 电子 传播 子 的 重 正 化 条 件 . 为 此 , 我 们 来 研究 通过 一 个 带 
一 虚 电 子 的 单 粒 子 中 间 态 能 够 发 生 的 散射 过 程 . 这 种 过 程 的 振幅 必定 在 初始 
粒子 的 总 四 维 动量 P 的 平方 等 于 实际 电子 平方 质量 ( 即 已 = m2) 时 有 一 个 
极点 . 振幅 中 的 极点 项 由 如 下 形式 的 图 产生 


| Es p=Pi=P, CS |. (110.8) 


而 当 考虑 辐射 修正 时 , 粗 线 为 精确 的 电子 传播 子 . 这 意味 着 冰 数 9(p) 在 p? = 
m? 必定 有 一 个 极点 , 即 其 极限 形式 必定 为 


Gp) ~ 01 +9(P)， 当 闫 一 me (110.9) 


21 为 一 个 标量 常数 , 并 且 当 太一 到 时 g(p) 保持 有 限 . (110.9) 式 中 极点 项 的 
矩阵 结构 (与 yp 十 m 成 正比 ) 是 与 引起 极点 存在 同样 的 么 正 性 条 件 的 结果 .我 
们 将 证 明 这 个 论断 , 同时 闻 明 外 电子 线 重 正 化 条 件 这 个 重要 问题 . 

假如 9(p) 有 极限 形式 (110.9), 那么 其 逆 矩 阵 为 


G1(p) ~ 去 0p Np m) 二 (yp 和 m)g(yp a m), 当 2 一 7mn2. (110.10) 
质量 算 符 为 
M=G -0 ~ ( 一 支 ) (7p 一 和 m) 十 (7p 一 m)g(7p 一 各)， 当 太一 
(110.11) 
有 效 的 外 (比如 入 射 ) 电子 线 对 应 于 (参见 (103.15) 式 ) 因子 
U(p) = u(p) + 9(p)M({p)u(p), (110.12) 


其 中 w(p) 为 通常 电子 波 函 数 的 振幅 , 它 满足 狄 拉 克 方 程 (yp 一 m)w = 0. 由 于 
相对 论 不 变性 的 要 求 (2, 与 4 一 样 为 双 旋 量 ), U(p) 在 一 m? 时 的 极限 值 与 
u(p) 只 可 能 相差 一 个 恒定 的 标量 因子 : 


U(p) = 2'u(p). (110.13) 


这 个 因子 Z' 以 一 定 方式 与 Z1 相 联 系 , 但 是 这 个 联系 不 可 能 简单 地 通过 将 
(110.10) 与 (110.11) 代入 (110.12) 来 建立 , 因为 有 不 确定 性 ; 结果 依赖 于 在 
(110.12) 中 不 同 因子 取 极 限 的 顺序 . 
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然而 , 通过 正确 的 取 极 限 方法 而 不 采用 图 (110.8) 描述 的 反应 的 么 正 性 条 
件 有 可 能 避免 这 个 问题 . 么 正 性 关系 一 般 是 应 用 于 整个 过 程 的 振幅 的 , 而 不 是 
个 别 的 图 . 但 是 当 多 一 m? 时 极点 图 (110.8) 对 相应 的 振幅 Mr 给 出 主要 的 
贡献 , 于 是 可 以 上 略 去 与 同一 反应 有 关 的 其 余 的 图 . 

如 在 879 已 经 表明 的 , 么 正 性 条 件 要 求 一 个 单 粒 子 中 间 态 在 反应 振幅 中 
应 该 产生 一 个 带 有 5 函数 的 虚 部 : 


ira(p2 一 mm2) 》 Mn M$,, (110.14) 


polar. 


其 中 下 标 n 指 有 一 个 实 电子 的 态 , 求 和 是 对 实 电 子 的 极 化 指标 进行 的 ; 为 避免 
附加 的 复杂 性 , 如 在 879 一 样 , 我 们 假设 , 么 正 性 条 件 的 两 边 对 初 态 与 终 态 的 
螺旋 性 是 对 称 的 , 因此 My; = Mif. 振幅 Myn 对 应 下 图 表示 的 过 程 


Po 一 


M in Be (MynZ4) 二 2F (Msnu), 
其 中 M$, 为 一 个 有 双 旋 指标 的 因子 .@ 类 似 地 , 振幅 M# 的 结构 为 


并 且 等 于 


= (UMY*) = 2Z'(TM). 
对 电子 极 化 的 求 和 将 乘积 (M$,,w) x (ZM) 换 成 为 M4,(Yp 十 m)M&, 于 是 在 
振幅 MP 中 的 项 (110.14) 变 成 
2F imr8( — mMIn (yp + m) Ms]. 
在 虚 部 用 这 一 项 , 我 们 可 以 在 散射 振幅 中 重新 构成 整个 极点 项 ; 由 (79.5) 式 ， 


2Z{MYn(T7p 十 ma » 2 
(Pmt+io) ' 了 


由 图 (110.8) 直接 计算 同样 的 振幅 给 出 


Msi = — 


iFi = iMyn * iQ(p) iM. 


忆 有 一 点 应 该 在 这 里 阑 明 , 电子 作为 一 个 稳定 粒子 实际 上 不 可 能 变 为 另外 一 组 实 
粒子 , 但 是 , 我 们 可 以 形式 地 将 它 看 成 一 团 虚 粒 子 , 其 质量 值 可 允许 作 这 种 转换 . 这 样 
得 到 的 关系 式 应 理解 为 通过 解析 延 拓 达 到 实际 粒子 . 
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比较 这 两 个 公式 证 实 上 面 对 9(p) ((110.9) 式 中 的 第 一 项 ) 写 出 的 极限 表示 式 ， 
并 表明 


Fa Di, (110.15) 

现在 我 们 将 表明 , 当 电 子 传播 子 的 极限 形式 已 知 后 , 就 没有 必要 对 顶 角 算 
符 再 给 出 新 的 条 件 . 
我 们 来 考虑 图 : 


人 (00) 


此 图 表示 电子 在 一 个 外 场 A(*)(k) 中 的 散射 , 在 相对 于 场 的 第 一 级 , 并 考虑 了 
所 有 的 辐射 修正 . 在 k 一 0, pz 一 pi 三 p 的 极限 ,对 外 场 线 的 日 能 修正 为 零 ( 因 
为 它们 对 任何 &? = 0 为 零 ). 于 是 这 个 图 对 应 振幅 


Mspi = —eid(p)T (p, p; O)U(p) A® (k 一 0), (110.17) 


即 , 势 4(e) 与 电子 跃迁 流 UIU 的 乘积 . 但 是 当 大 一 0 时 , 势 4te(z) 简化 为 和 
坐标 与 时 间 都 无 关 的 常数 . 没有 任何 物理 的 场 会 对 应 这 个 势 (规范 不 变性 的 
一 个 特殊 情形 ), 因此 不 可 能 引起 电子 流 有 任何 变化 . 因此 , 在 所 考虑 的 极限 ， 
跃迁 流 UIU 必定 简单 地 变 为 自由 流 yw: 


U(p)T*(p, p; 0)U(p) = Ziu(p)T ru(p) = Hp)Y vu(p). (110.18) 


这 一 要 求实 质 上 也 是 电子 的 物理 电荷 的 一 个 定义 . 容易 看 到 , 不 管 F1 取 什 么 
值 这 一 要 求 是 都 会 满足 的 : 将 (110.10) 的 9-1i(p) 代入 沃 德 恒 等 式 (108.8), 我 
们 求 出 
Tr(p,p;0) = Zi 一 pg(p)(7D — m) — (yp — m)g(p)y’, 
且 (110.18) 式 也 是 满足 的 , 因为 (yp 一 m)w =0, zyYp 一 m) =0. 
我 们 看 到 , 在 计算 物理 过 程 的 振幅 时 ,“ 重 正 化 常数 ”21 消失 了 . 而 且 , 通 
过 利用 在 计算 时 的 发 散 引 起 的 不 确定 性 , 我 们 可 以 简单 地 要 求 


Up)TH(p, p; 0)u(p) = Tp) yup), 当 p =m, (110.19) 


也 就 是 取 了 21 = 1. 
这 个 定义 的 方便 之 处 在 于 对 外 电子 线 就 不 需要 作 任 何 修 正 了 : 我 们 简单 
地 有 
Ul(p) = ulp)- 
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这 一 点 还 可 以 从 Z1 = 1 时 质量 算 符 (110.11) 为 如 下 形式 而 直接 推出 
M = (YPp—m)g(yp — m) (110.20) 


(110.12) 式 中 的 第 二 项 显然 消失 了 . 因此 就 不 再 需要 对 任何 实际 粒子 (光子 或 
电子 ) 的 外 线 进行 “ 重 正 化 ”.% 
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从 隙 数 了 (b) 出 发 来 研究 光子 传播 子 的 解析 性 质 是 方便 的 . 原因 是 直接 
应 用 定义 (103.1) 于 此 目的 是 困难 的 , 因为 算 符 hu(z) 是 规范 -不 定 和 由 此 产 
生 的 性 质 的 不 确定 性 . 

困 数 芽 (k) 的 积分 表示 (104.11) 是 从 光子 自 能 函数 借助 于 规范 不 变 的 流 
算 符 的 矩阵 元 的 表示 式 推出 的 . 将 变量 及 记 作 4@ 我 们 来 考虑 函数 I(t) 在 
复 上 + 平面 上 的 性 质 . 

由 积分 表示 





oo AN JP 
到 pt )dt 


我 们 看 到 五 区 在 负 实 轴 上 是 实 的 , 并 且 在 其 余 平 面 到 处 都 满足 对 称 性 关系 
H(t*) = I*(t). (111.2) 


明 数 末 人 的 只 可 能 在 p(t) 的 奇 点 有 奇异 性 . 这 些 奇 点 的 t= Rk? 值 为 由 一 个 
虚 光 子 产生 各 种 实际 粒子 团 的 阐 值 . 在 这 些 值 , 新 类 型 的 中 间 态 在 (104.9) 的 
求 和 中 “出 现 ”. 在 阔 值 以 下 它们 的 贡献 为 零 , 但 在 阔 值 以 上 不 为 零 , 而 且 在 
国 值 本 喘 产生 奇异 性 . 当然 , 这 些 阔 值 是 实 且 非 负 的 .@ 因此 , IT(b) 的 奇异 性 也 
在 正 的 实 t 轴 上 . 如 果 沿 这 个 轴 作 一 割 线 , 那么 厅 ( 就 在 切割 后 的 平面 上 到 
处 是 解析 的 了 . 
在 (111.1) 式 被 积 函 数 的 分 母 中 的 +i0 项 表明 , 我 们 必须 在 极点 尹 =t 的 
下 面 穿 过 . 这 意味 着 立 ( 雪 对 实 t 的 值 必须 取 其 在 割 线 上 边界 的 值 . 利用 规则 
(75.18): 
1 
TX 土 0 


@ 在 重 正 化 光子 传播 子 中 , 条 件 2 = 1 是 作为 一 个 必要 的 物理 条 件 产 生 的 , 此 后 
对 外 光子 线 的 修正 自动 消失 了 , 然而 , 形式 上 , 这 个 情形 对 外 光子 线 与 外 电子 线 是 类 似 
的 : 当 2 关 1 时 ,一 个 带 修 正 的 实际 光子 的 波幅 e 要 乘 以 Vz. 

饭 注 意 不 要 和 时 间 的 符号 相 混 清 . 

@ 比如 , k? =0 是 产生 三 个 (或 更 多 奇数 个 ) 光子 的 阔 ; k? = 4m? 为 产生 电子 - 正 电 
子 对 的 阅 , 等 等 . 


1 
= P= Fin8(z), (111.3) 
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对 实 的 t 我们 求 出 
Im 11(t) = Im H(t+i0) = —rxp(t). (111.4) 


在 割 线 下 边 , Im 了 有 相反 的 符号 ; 而 Re 7 在 割 线 两 边 符号 则 是 相同 的 . 于 是 
Z(t) 在 割 线 的 跳跃 为 


Im I(t +i0) ~ Im 1(t — i0) = —2xip(t). (111.5) 


积分 表示 式 (111.1) 本 身 可 以 简单 地 看 成 解析 哨 数 五 伯 的 柯 西 公式 : 应 
用 这 个 公式 





1T(t dt’ 
Ng 六 和 (111.6) 
于 如 下 回路 
G 
(111.7) 


这 个 回路 绕 割 线 通过 , 假设 了 (t) 在 无 穷 远 减 小 得 足够 快 , 我 们 得 出 绕 大 圆 的 
积分 为 零 , 而 沿 割 线 的 积分 给 出 于 与 其 虚 部 之 间 的 如 下 色散 关系 : 
_1 Im1(t +i0), co ImH(t) 
IT(b) = 2/ a -i/ dt. G11.8) 
代入 (111.4) 给 出 〈111.1). 包 
函数 P(t) 与 了 的 的 解析 性 质 是 与 I(t) 相同 的 , 利用 后 者 它们 可 以 用 简 
单 的 公式 (104.2) 与 (103.21) 表示 . 对 D(t) 我 们 有 
D(t) = (1 + 2). (111.9) 
在 正 的 实 t 轴 上 , 如 上 所 述 , 我 们 必须 将 t 取 为 t 十 i0. 于 是 , D(t) 的 虚 部 可 由 
(111.3) 与 (111.4) 式 计 算 , 记得 由 (110.6) 式 , 当 t 一 0 时 , 开 (t)/t 一 0. 于 是 我 
们 求 出 








Im D(t) = —4n28(t) 十 和 mm I(t) = —4nx28(t) 一 入 p(t) (111.10) 
现在 将 (111.8) 形式 的 色散 关系 应 用 于 函数 了 (加 
OO ft d 1 
D(t) = 2 十 4r [ 2 (111.11) 


Q@ 在 量子 场 论 中 是 由 M. Gell-Mann, M. L. Goldberger 与 W. E. Thirring (1954) 首先 
应 用 色散 关系 的 . 


§111 光子 传播 子 的 解析 性 质 . 479 . 


此 式 称 为 Kiaillkn-Lehmann 展开 式 (G. Kallén, 1952; H. Lehmann, 1954). 

一 方面 , 在 函数 D(t) 的 割 线 位 置 (及 因此 割 线 的 虚 部 ) 和 由 图 (110.4) 表 
示 的 过 程 a 十 b 一 c 十 d 振 幅 的 么 正 性 条 件 之 间 有 着 紧密 的 联系 ; 另 一 方面 , 这 
个 反应 自然 纯粹 是 假想 的 , 但 是 它 并 不 破坏 守恒 定律 , 么 正 性 条 件 对 其 而 言 是 
形式 上 应 该 满足 的 一 个 条 件 . 

在 这 个 过 程 的 初 态 有 两 个 “经 典 ” 粒子 a 与 5b, 而 在 终 态 有 另外 两 个 粒子 
c 与 d. 么 正 性 条 件 为 (71.2): 史 


Tri — Tiy = i(27)’ >》 TynTihd’ (Py — Pi); (111.12) 


右边 的 求 和 对 所 有 的 物理 “中 间 态 ”n 进行 . 在 现在 的 情形 , 这 些 态 明显 地 是 由 
虚 光 子 大 能 够 产生 的 那些 实 粒子 对 与 光子 组 成 的 系统 的 态 , 即 在 函数 p(k?) 的 
定义 (104.9) 的 和 矩阵 元 中 出 现 的 那些 态 . 振幅 MP 与 My 分 别 包 括 因 子 D(k?) 
与 D*(12), 二 者 之 差 包含 虚 部 Im DP(k?). 因此 我 们 看 到 , (111.4) 式 给 出 的 了 的 
虚 部 与 存在 这 些 中 间 态 之 间 的 联系 是 必要 的 么 正 性 要 求 的 一 个 结果 . 

以 后 我 们 将 看 到 , 在 用 微 扰 论 实际 计算 D(t) (或 等 价 地 , P(t)) 中 , 从 求 
的 虚 部 开始 是 方便 的 , 它 不 包含 发 散 的 表示 式 . 但 是 , 如 果然 后 由 (111.8) 型 
的 色散 关系 计算 P(t), 积分 是 发 散 的 并 且 必 须 进 一 步 作 减 除 运算 才能 满足 条 
件 P(0) = 0 与 P'(0) = 0. 然而 , 这 个 减 除 运算 可 以 不 明显 地 用 到 发 散 积 分 来 
进行 . 为 此 , 我 们 只 需要 将 色散 关系 (111.8) 不 是 应 用 于 P(t) 本 身 而 是 应 用 于 
P(t)/ 如 即 可 . 于 是 我 们 有 

2 oO 7 
P 人 的 = 之 / rp (111.13) 

这 个 积分 是 收敛 的 , 并 且 这 样 得 到 的 函数 P(t) 自动 满足 所 要 求 的 条 件 . 

如 (111.13) 式 这 样 的 关系 式 称 为 “ 双 减 除 ” 色 散 关 系 . 如 果 将 (111.13) 式 
写成 如 下 形式 , 那么 变换 到 P(t)/t? 的 含义 就 变 得 特别 清楚 了 


1 /InP 1 mimpt) ，1 /ImP(),, 
P 人 的 = 元 人 Pi | yar -= a. (111.14) 





如 果 将 第 一 个 (“未 正规 化 ”的 ) 积分 记 作 P(t), 右边 就 可 写成 P(t) 一 万 (0) 一 
tP7(0). 


振幅 Ty; 和 振幅 Mrt 只 相差 一 个 因子 (参见 (64.10) 式 )， 
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8112 费 曼 积 分 的 正规 化 


在 8110 讨论 的 重 正 化 的 物理 条 件 使 得 我 们 可 以 在 原则 上 对 任何 电动 力 
学 过 程 振幅 在 微 扰 论 的 任何 近似 上 推出 一 个 唯一 的 有 限 值 

我 们 首先 来 查 明 直接 从 费 曼 图 推出 的 积分 中 出 现 发 散 的 本 质 . 通过 计算 
积分 中 出 现 的 虚 的 四 维 动量 的 寡 次 可 以 相当 大 地 有 助 于 这 个 问题 的 解决 . 

我 们 来 考虑 一 个 n 阶 的 图 ( 即 包含 ”个 顶 角 的 图 ), 它 有 N。 条 外 电子 线 


和 N 条 外 光子 线 ; N。 为 偶 的 , 并 且 电 子 线 构成 5 N。 个 连续 串 ,每 个 串 的 起 点 
与 终点 都 是 自由 端 . 在 每 个 这 种 串 中 , 内 电子 线 的 数目 比 其 中 顶 角 的 数目 少 一 
个 ; 因此 图 中 内 电子 线 的 总 数 为 

7 一 Ne/2. 


每 个 项 角 出 来 一 条 光子 线 ; 在 NV 个 项 角 是 外 光子 线 , 其 余 n 一 Ny 个 顶 角 是 内 
光子 线 . 由 于 每 条 内 光子 线 连接 两 个 项 角 , 这 种 线 的 总 数 为 


(nn — Ny)/2. 


每 条 内 光子 线 与 一 个 因子 D(k) 相 联 系 , 它 包 含 的 苦 次 为 -2. 每 条 内 电子 
线 与 一 个 因子 G(p) 相 联系 , 它 包 含 p 的 寡 次 为 -1 ( 当 p > m? 时 ). 因此 在 图 
的 分 母 中 四 维 动量 的 总 蜘 次 为 


2n.— Ne/2— Ny. 


图 中 积分 (对 dp 或 dsk) 的 数目 等 于 内 线 的 数目 减 去 加 在 虚 动量 的 附加 
条 件 (n 个 在 顶 角 的 守恒 定律 ,1 与 图 的 自由 端的 动量 相 联系 ) 的 数目 (n 一 1). 
乘 以 4, 我 们 得 到 对 所 有 四 维 动量 分 量 积 分 的 数目 为 


2(n — Ne — WN, + 2). 
最 后 , 积分 的 数目 与 被 积 函数 分 母 的 动量 笑 次 之 差 7 为 
r 二 4 一 3/2Ne。- N (112.1) 


顺便 指出 , 这 个 数目 与 图 的 阶 n 无 关 . 

对 这 个 图 整个 来 说 , 条 件 r < 0 一 般 不 足以 保证 积分 收敛 : 必须 要 求 对 于 
从 图 中 可 以 取出 的 内 部 部 分 所 对 应 的 数 ” 也 是 负 的 . 有 7 > 0 的 部 分 的 存在 
就 有 发 散 , 尽管 图 中 的 其 它 积分 将 收敛 得 “ 留 有 余地 ”. 然而 , 条 件 r < 0 足以 
保证 最 简单 的 图 收敛 , 其 中 n= Ne 十 Ny 并 且 只 有 一 个 对 dp 的 积分 . 
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如 果 7 > 0, 则 积分 总 是 发 散 的 . 如 果 是 偶数 其 发 散 的 阶 至 少 是 7, 如 果 
r 是 奇数 则 发 散 的 阶 至 少 是 > - 1; 后 一 情形 减 1 是 由 于 对 奇数 个 四 维 矢 量 乘 
积 的 所 有 四 维 空间 的 积分 为 零 . 假如 有 ” > 0 的 内 部 部 分 存在 , 则 发 散 的 阶 可 
能 更 高 . 

因为 Ne。 与 Ny 为 正 整 数 , 由 (112.1) 式 我 们 看 到 , 只 存在 少数 对 的 Ne 与 N, 
值 使 得 > > 0. 每 个 这 种 类 型 最 简单 的 图 都 可 以 列举 出 来 , 略 去 Ne = 有 =0 
(真空 圈 ) 情形 和 Ne = 0, N = 1 (真空 流 的 平均 值 ) 情形 , 由 于 它们 没有 物理 
意义 并 且 对 应 的 图 应 该 丢掉 , 如 $103 中 所 表明 的 . 剩 下 的 情形 只 是 : 


- | (112.2) 


7 一 0 7 一 0 


在 (a) 中 发 散 是 二 次 方 的 ; 所 有 其 它 情形 (r= 0 与 7+ =1) 发 散 是 对 数 的 . 
图 (112.2d) 是 对 项 角 算 符 的 第 一 级 修正 . 它 必须 满足 条 件 (110.19), 这 里 
我 们 将 此 条 件 写 成 





Zp)A*(p,p;0)u(p) =0， 当 p? =m?. (112.3) 


其 中 
Ar = Th yt. (112.4) 
设 不 (pz,p1;k) 为 直接 从 图 中 推出 的 费 曼 积分 . 这 个 积分 是 对 数 发 散 的， 
本 身 并 不 满足 条 件 (112.3), 但 是 我 们 可 以 通过 取 下 面 的 差 得 到 一 个 满足 这 个 
条 件 的 量 
Ar(p2,p1;k) = A (p2,p1; k) — [A (p1, p1;0)]pa m2 (112.5) 
在 /A (pz,p1;k) 中 领头 的 发 散 项 通过 将 被 积 函数 中 虚 光 子 四 维 动量 f 取 为 任 
意 大 来 得 到 . 这 就 是 @ 
2 YO YO df 
ee/ PPP ny 
外 积分 的 完全 表示 在 (117.2) 式 中 给 出 . 
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并 与 外 线 的 四 维 动量 无 关 . 因此 在 差 (112.5) 中 发 散 互 相抵 消 , 留 下 一 个 有 限 
的 量 . 这 种 通过 减 除 来 去 掉 发 散 的 步骤 称 为 积分 的 正规 化 . 

必须 强调 指出 , 积分 A (pz,pi;k) 可 以 通过 单 次 减 除 正规 化 , 是 因为 这 里 
发 散 只 是 对 数 的 , 即 是 最 弱 的 . 假如 积分 包含 各 种 阶 的 发 散 , 那么 有 = 0 的 单 
次 减 除 可 能 不 足以 消除 所 有 的 发 散 项 . 

当 Tr 的 一 级 修正 ( 即 4 展开 式 的 第 一 项 ) 已 被 确定 , 电子 传播 子 (图 
(112.2a)) 的 一 级 修正 就 可 以 用 沃 德 恒等式 (108.8) 来 计算 , 它 也 可 写成 如 下 形 


式 
OM(p) _ 


Opy 
其 中 以 质量 算 符 M 替代 9, 并 以 hr 替代 TI. 这 个 方程 将 用 如 下 边 条 件 积分 


—A*(p, p; 0), (112.6) 


up)M(p)u(p) =0，p* = mm (112.7) 


此 式 由 (110.20) 式 得 出 . 
最 后 , 为 计算 极 化 算 符 展开 的 第 一 项 , 我 们 应 用 恒等式 (108.14), 该 式 在 对 
两 对 指标 收缩 后 给 出 
3 62P 
4 OKDkc 
这 是 标量 函数 刀 = zP# 与 9 = 9 路 之 间 的 一 个 关系 式 . 这 两 个 函数 都 只 依赖 
于 标量 变量 k?, 于 是 我 们 有 


= 20, 


2k2P" (k?) + P'(k?2) = 守 p(R?), (112.8) 
其 中 的 撤 表 示 对 有 的 微 商 . 加 上 条 件 P'(0) = 0, 此 方程 表明 
P(0) = 0. (112.9) 


在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 , P(k?) 由 图 (112.2e) 给 出 , 其 自由 端的 四 维 动量 
为 大, 大 0, 0. 相应 的 费 曼 积分 5(k2) 对 数 发 散 , 并 可 通过 单 次 减 除 正规 化 , 用 
到 条 件 (112.9): 

9(k*) = 9(k°) — 9(0). 

于 是 通过 解 方程 (112.8) 可 求 出 P(), 取 边 条 件 为 P(0) = 0, P'(0)=0. 

在 微 扰 论 的 下 一 级 近似 , 对 顶 角 算 符 A&) 的 修正 由 图 (106.10, (c)-(i)) 确 
定 . 不 可 约 图 (d)-(f) 采用 类 似 的 积分 正规 化 方法 计算 , 用 到 如 在 (112.5) 中 
用 过 的 单 次 减 除 , 采用 与 计算 第 一 级 近似 修正 4A& 同样 的 方法 . 在 可 约 图 中 ， 
低 阶 的 内 自 能 和 顶 角 部 分 直接 换 成 已 知 的 (已 正规 化 的 ) 一 级 近似 量 (Pt， 
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MD ,A080)), 然后 , 得 到 的 积分 再 一 次 按照 (112.5) 式 正规 化 .@ 于 是 修正 P 人 3) 
与 M2) 可 以 由 (112.6) 与 (112.8) 来 计算 . 

这 个 系统 的 方法 在 原则 上 将 使 我 们 能 够 对 量 P, M 与 4 在 微 扰 论 的 任 
何 一 级 近似 推出 有 限 的 值 . 因此 计算 用 包含 量 P, At 与 4 的 图 作为 组 成 部 分 
的 物理 散射 过 程 的 振幅 变 为 可 能 . 

因此 , 在 §111 推出 的 物理 条 件 是 以 对 理论 中 出 现 的 所 有 费 曼 图 作 明 确 的 
正规 化 . 这 个 性 质 绝 对 不 是 量子 电动 力学 的 一 个 平凡 性 质 ,我 们 将 其 称 为 可 重 
正 性 . 包 

然而 , 在 辐射 修正 的 实际 计算 中 , 以 上 方法 可 能 不 是 最 简单 、 最 合理 的 . 
特别 是 , 在 第 十 二 章 我 们 将 看 到 , 一 种 方便 的 处 理 方法 可 以 从 计算 相应 量 的 虚 
部 出 发 ; 它们 由 不 包含 发 散 的 积分 给 出 . 于 是 这 些 量 本 身 可 利用 色散 关系 用 解 
析 延 拓 求 出 . 因此 有 可 能 避免 在 通过 减 除 直接 正规 化 中 需要 的 宛 长 计算 . 


@ 在 更 高 级 近似 的 图 中 ,“ 四 条 尾巴 ”的 部 分 9 可 能 也 必须 用 已 正规 化 的 值 代 替 . 

@ 量子 电动 力学 中 重 正 化 的 另 一 种 途径 由 H. H. BoronioG6os 与 1. B. IlInpxos 
给 出 , 见 H. H. Boronio6o0os, I. B. IIxpxoa，Baeameaxe B TeOopunlo KBABTOBAHHbEIX ONEN. 
一 M.: Hayra, 1984. 


第 十 二 章 
辐射 修 正 


8$113 极 化 算 符 的 计算 


现在 来 进行 辐射 修正 的 实际 计算 ,我们 从 极 化 算 符 的 计算 开始 (J. Schwinger， 
1949; R. P. Feynman, 1949). 在 微 扰 论 的 一 级 近似 , 这 由 下 图 中 的 圈 图 给 出 
p 
i (113.1) 
p—k 
如 已 经 阐明 的 , 如 果 我 们 先 计算 所 要 求 的 函数 的 虚 部 ,这 个 问题 就 变 得 更 
容易 处 理 了 . 而 这 最 方便 的 是 用 么 正 性 关系 来 做 . 虚 光 子 线 被 看 成 为 对 应 于 虐 
拟 的 “ 实 ” 粒子 , 一 个 质量 为 M? = k&? 的 矢量 玻 色 子 , 它 与 电子 的 作用 方式 如 
同 光子 一 样 . 于 是 (113.1) 就 变 成 一 个 “ 实 ” 过 程 的 图 , 因此 可 以 应 用 么 正 性 条 
件 . 
我 们 将 (113.1) 看 成 为 一 个 给 出 玻 色 子 通过 衰变 为 电子 - 正 电 子 对 再 变 到 
其 自身 (5 矩阵 的 对 角 元 ) 的 振幅 的 费 曼 图 . 图 中 有 又 号 的 两 点 表明 在 该 处 分 
成 两 部 分 以 便 表 示 出 应 用 么 正 性 关系 的 中 间 态 . 这 个 态 包含 一 个 四 维 动量 为 
p- = 二 p 的 电子 和 一 个 四 维 动量 为 p+ = 一 (p 一 k) 的 正 电子 . 
对 初 态 与 终 态 重合 的 情形 , 由 两 粒子 中 间 态 的 么 正 性 关系 (71.4) 给 出 
am Ma = -Bl 人 | anal?ao (113.2) 


2 
(4n) 人 polar. 


这 里 的 振幅 Mii, 可 由 (113.1) 式 得 出 为 


. iP 必 
1Ad;; 一 VAne® Vdney A ， (113.3) 
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其 中 e, 为 玻 色 子 极 化 四 矢 , 按照 (14.13) 式 , 它 满足 方程 
eykt = 0. 
振幅 Mr; 对 应 玻 色 子 衰 变 为 电子 - 正 电子 对 的 图 : 


p— 一 P+ 
对 应 的 表示 式 为 

Mni = —eVdrepjt, j=Up-)y up+). (113.4) 
将 (113.3) 与 (113.4) 代入 (113.2) 式 给 出 


2eyevIm P!™ = 2 >》 [ea 7 evevdo (113.5) 
polar 
其 中 p==p_ = 一 p+ 写 E= 二 e+ 十 E- 二 2e+ 分 别 为 电子 对 在 其 质心 系 中 的 动量 
与 总 能 量 ; 积分 对 p 的 方向 进行 , 而 求 和 对 两 个 粒子 的 极 化 进行 . 
现在 我 们 将 (113.5) 式 的 两 边 对 玻 色 子 的 极 化 求 平均 .这 可 利用 公式 


(14.15) 来 完成 : 
= kh, 
Cuev = 3 (9 > 12 
因为 张 量 Pr 与 矢量 j+* 是 横 的 ( 即 Pvk, = 0, jrk, = 0), 作为 其 结果 , 我 们 


有 
2ImP = ee > for )do. (113.6) 


polar. 





其 中 P = 3P. 
对 极 化 的 求 和 用 通常 的 方式 进行 , 对 do 的 积分 简化 为 乘 以 4r, 于 是 


8 
2ImP 一 e 5 lt YNP- + my (p+ —m) = ~ -elp， D- 十 2m“ ). 
借助 于 变量 
t=k?= (p++p-) = 2(m +p+p-). (113.7) 


我 们 有 
E22=t p=t/4—m,, 
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这 样 我 们 最 后 得 到 


ImP 的 = -2/— dm (2m?), 证 > dm?. (113.8) 


t = 4m2 为 由 一 个 虚 光 子 产 生 电 子 - 正 电子 对 的 阅 值 (参见 8111 的 注解 ); 
在 所 考虑 的 近似 (~ e2) 下 , 单个 对 的 态 是 在 么 正 性 条 件 (113.2) 下 唯一 能 够 出 
现 的 中 间 态 . 所 以 , 在 此 近似 下 , (113.2) 的 右边 对 上 < 4m? 为 零 , 因此 


ImP(t) = 0，t < dm’. (113.9) 


由 于 同样 的 原因 , 在 此 近似 下 , 函数 P(t) 在 复 tt 平面 上 的 割 线 只 是 从 
t = 4m? 开始 沿 实 轴 拓展 , 并 且 这 个 点 必定 是 色散 积分 (111.13) 的 下 限 . 因此 


”™ a t' — 4m?2 t' + 2m? 
t) = ——t 一 一 一 一 
P(t) = 二 ab oY F m3 (113.10) 


在 此 表示 式 中 用 变量 上 来 蔡 代 变量 t 是 方便 的 , 其 定义 如 下 : 








t/m? = —(1 ~ é)*/é. (113.11) 


这 个 变换 将 t 的 上 半 平 面 映射 为 € 的 上 半 平 面 上 的 一 个 单位 半径 的 半圆 ， 如 
图 19 所 示 , 其 中 两 个 平面 上 对 应 的 线段 用 类 似 的 标志 标记 . 


四 em re to ee oe 人 
0 4m2 一 ] 0 1 


图 19 


图 中 半圆 & = ei?, 0 < yp gm, 对 应 于 非 物理 区 0 < t/m? < 4. 实 轴 上 左边 
人 应 于 物理 区 t < 0, t/m? > 4. 
计算 (113.10) 式 中 积分 的 最 简单 方法 是 作 代 换 


t/(4m’) = 1/(1 一 22), 


我 们 先 取 t < 0 情形 (因此 分 母 在 积分 范围 内 不 消失 , 且 虚 部 i0 可 略 去 ). 用 变 
量 表示 , 积分 的 结果 为 


2f 22 5/ 1 
PO) = (+3 (et) + (+4 sme} (113.12) 
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此 公式 的 解析 延 拓 还 给 出 在 上 > 4m2 范围 的 函数 P(t); 这 可 通过 取 & = |tle” 
来 完成 (并 且 其 对 数 给 出 对 虚 部 的 贡献 : ne = In|é| 二 ix).2 对 于 非 物 理 区 , 我 
们 必须 取 上 = er, 于 是 


2 10 t 
P(t) = ee {- -2+ (+2sin? 9) wootg} 7 一 sin2 号， 





Ee 2 4m? 
(113.13) 
在 小 |t| 的 极限 ( 即 上 一 1), 这 些 公式 变 成 
P(t) = -i 全 < dm?. (113.14) 
在 相反 的 大 上 的 极限 ( 即 € 一 0), 我 们 有 
-地 In a 一 六 4m’, 
P(t) = 人 (113.15) 


t 
一 (mn a ir ) ,tt > 4m?. 
AA 


按照 微 扰 论 的 含义 , 如 果 P/4r 之 D-! = tf/4n, 则 这 些 公 式 成 立 ， 因 此 
(113.15) 式 可 以 应 用 的 条 件 为 


村 


a bn 1. (113.16) 


3r 
包含 aln(|t|/m) 的 辐射 修正 称 为 对 数 修正 . 
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我 们 将 以 上 推出 的 公式 应 用 于 库仑 定律 的 辐射 修正 问题 . 这 些 修 正 可 以 
直观 地 描述 为 是 由 于 点 电荷 周围 的 真空 极 化 而 产生 的 . 
如 果 忽 略 修正 , 固定 中 心 (有 电荷 e1) 的 场 由 库仑 标 势 6 = AY = el/r 给 
出 . 其 三 维 傅 里 叶 展 开 的 分 量 为 
S$(k) 三 A (k) = 4nei/k’. 
在 将 辐射 修正 包括 进来 时 , 这 个 场 可 用 “有 效 场 ” 代 替 
e €e pA ce e 1 € 
-48 = 40 十 Pop 一 4 = 4 所 十 元 PD40 (114.1) 


@ 这 样 得 到 的 解析 延 拓 , 如 应 该 的 那样 , 是 割 线 上 边界 的 延 拓 , 因为 上 平面 上 的 半 
圆 对 应 t 的 上 半 平 面 . 
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(参见 (103.15) 式 ). 第 二 项 给 出 我 们 要 求解 的 标 势 的 改变 . 在 对 P(ER2) 微 扰 论 
的 一 级 近似 , 我 们 必须 取 $113 推出 的 表示 式 , 并 将 D(k2?) 用 零 级 近似 代替 : 


D(k?) ~ D(K?) = —4n/k?. 


于 是 对 势 的 辐射 修正 为 


4nel 


(ky 
为 了 确定 这 个 修正 在 坐标 表象 中 的 表示 , 我 们 必须 作 逆 传 里 时 变换 : 


56(k) = —7— PP(—k’). (114.2) 


d3k 
55(7) = fs ikr8 GB(k)—— Eh (114.3) 
由 于 568(k) 只 是 t= 一 k? 的 函数 , 对 角度 的 积分 给 出 


1 f/f/™ sin(rv—t) 
opr) = ma sO-t) = 88(—y)eryay 





在 最 后 的 变换 中 , 我 们 用 到 被 积 函数 是 y = V-t 的 偶 函 数 这 个 事实 . 积分 回 
路 可 以 被 移 到 y 的 上 半 平 面 , 并 使 之 与 函数 P(- 凶 ) 的 割 线 一 致 (图 20). 


@ 


2i7m 


图 20 


这 条 割 线 从 点 2im 开始 沿 虚 轴 向 上 延伸 , 物理 叶 对 应 这 条 割 线 的 左边 . 将 y 换 
成 新 的 变量 , y = iz, 我 们 得 到 


1 
ws 2r27 





m8 G(z2)e-rzzdz. 
27m 
最 后 , 回 到 对 t = z? 的 积分 , 我 们 有 
| a 
89(7) = 5- ,Im 69(t)e—"vidt. (114.4) 


虚 部 


Im85(t) = -eIm P(t) 
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取 自 (113.8) 式 , 并 在 作 明 显 的 变量 变换 后 , 我 们 有 


56(r) = 二 十 5g(r ) = 二 te 3 | er2mrk (+ 3 ) y | (114.5) 





(E. A. Uehling, R. Serber, 1935). 
这 个 积分 可 以 在 两 个 极限 情形 计算 . 我 们 先 取 小 7 的 极限 (mr < 久 1), 将 
括号 中 的 第 一 项 的 积分 分 成 两 部 分 : 


oo C2—1 C1 DC 
=|/ oy d= | -act .dC 三 +， 
1 6 1 C1 


其 中 选取 和 使 得 1/mr 沁 局 渤 1. 结果 , 在 第 一 个 积分 中 我 们 可 以 取 > = 0, 因 
此 





er /F721 
a ~ | i dC 久 In261 一 
男 一 方面 , 在 2 中 , 可 以 从 C2 一 1 中 将 1 略 去 : 

LO ' - GMS ~ 一 一 ImnaG .er-2m7el + 2mr | - emre ln CdC. 
在 指数 及 积分 的 下 限 中 , 允许 取 6 = 0. 于 是 , 做 变量 变换 2mr6 = z 后 , 我 们 
一 ] 本 “®]Inzdz = —1n(2 l C 

1 一 一 In(261) 十 o 志 +/| e “lnzdzx=—1n( 1) + 


其 中 C = 0.577... 为 欧 拉 常数 . 
在 (114.5) 式 第 二 项 的 积分 中 , 我 们 可 以 直接 取 > = 0: 


oa 妇 
n~3/ A 
1 


6 6 





将 这 三 个 积分 相 加 后 , 1 消失 , 留 下 
20 


7 2 + 到 (去 So 5)| 六 二 (114.6) 


mr 


当 mr > 1 时 , 在 积分 中 范围 CC 一 1 ~ 1/mr < 1 是 重要 的 . 作 变 量变 换 
C= 二 1++&, 所 用 的 变换 将 其 简化 为 


e 一 2mr 用 e—2mré ， 2 V2 2ede = B03 -~ VTFe-2mr. 
因此 , 在 此 情形 , 品 
6 1 i (114.7) 
(7) = 2 ( 中 二 Ena) rr > ee 


I (mr)3/2 


@ 在 86(r) 中 因子 e~2mr 的 来 源 从 初始 积分 (114.4) 的 形式 看 是 很 明显 的 : 当 r 大 
时 , 重要 的 t 值 在 靠近 积分 下 限 处 . 因此 指数 由 函数 5856(t) 的 第 一 个 奇 点 位 置 决 定 . 
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我 们 看 到 , 真空 极 化 改变 了 一 个 点 电荷 在 >~ 1/m (= 有 /me) 区 域 的 库仑 
场 , 其 中 ni 为 电子 质量 . 而 在 此 区 域外 面 , 场 的 变化 则 随 距 离 指 数 减 小 . 

可 以 作 一 个 更 为 普遍 的 评论 .迄今 为 止 ,我 们 隐 含 地 假设 辐射 修正 是 由 于 
光子 场 与 电子 - 正 电子 场 之 间 的 相互 作用 产生 的 . 因此 , 我 们 通过 将 光子 目 能 
图 中 的 内 部 闭合 圈 与 电子 相 结 合 , 考虑 了 光子 与 “电子 真空 ”的 相互 作用 . 但 
是 , 光子 还 与 其 它 粒 子 的 场 有 相互 作用 ; 和 这 些 场 的 “真空 ”的 作用 可 用 类 似 
的 自 能 图 描述 , 其 中 内 部 圈 与 相应 的 粒子 相 联 系 . 这 些 图 的 贡献 在 数量 级 上 与 
电子 图 的 贡献 相差 者 干 个 me/m 因子 , 其 中 mm 为 该 粒子 的 质量 而 me 为 电子 
质量 . 

质量 与 电子 质量 最 接近 的 粒子 是 几 子 与 r 介子 . 比值 re/rni 与 me/mzx 
接近 于 a. 因此 , 由 这 些 粒 子 产生 的 辐射 修正 必须 和 更 高 级 的 电子 修正 一 起 考 
虑 . 对 几 子 , 辐射 修正 原则 上 可 以 用 现 有 的 理论 计算 , 但 是 对 介子 (有 强 相 互 
作用 的 粒子 ) 则 不 可 能 . 

这 个 情形 给 现 有 的 量子 电动 力学 中 特殊 效应 的 精确 计算 加 上 了 基本 的 限 
制 . 单单 由 光子 -电子 相互 作用 的 任意 高 阶 的 修正 将 会 是 对 所 达到 的 精确 性 
的 不 合理 的 夸张 . 

本 节 讨 论 的 对 库仑 定律 的 辐射 修正 , 如 我 们 看 到 的 , 甚至 在 > < 1/me 距 
离 也 是 正确 的 . 现在 我 们 要 加 上 一 句 话 , 所 得 到 的 公式 在 7 < 1/my (或 1/mx) 
距离 不 再 成 立 , 这 时 其 它 粒 子 的 真空 极 化 变 得 也 很 重要 了 . 
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在 由 图 ((113.1) 中 的 圈 图 ) 的 直接 计算 中 , 极 化 算 符 在 微 扰 论 一 级 近似 由 
如 下 积分 给 出 
4 
二 一 /urowy orp- ns (115.1) 
然而 , 这 个 积分 是 对 整个 四 维 p 空间 进行 的 , 并 且 是 平方 发 散 的 , 为 了 得 到 有 
限 的 结果 必须 用 $112 中 描述 的 步骤 对 这 个 积分 进行 正规 化 . 
这 里 我 们 不 再 给 出 完整 的 推导 , 但 是 要 表明 如 何 用 积分 (115.1) 来 计算 极 
化 算 符 的 虚 部 ( 它 在 8113 已 经 用 么 正 性 条 件 确 定 ); 这 个 推导 包含 一 系列 有 启 
发 意义 的 东西 . 
积分 (115.1) 的 虚 部 并 不 发 散 因此 不 需要 正规 化 .对 标量 函数 ImP = 
31mP& 我 们 有 





,dne” try(yp + m) yp (yp + Yk + m) 
ImP=Im {i | YPM PT NT Mm) 
[0 (22 ~ m2 +i0)[(p 一 大 )2 一 ?mn2 十 0 p) 
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在 计算 阵 迹 后 , 我 们 得 到 
2 ip(p)d4p 
， 
ptp) = 55 (2m? + ph ~—p?). 
设 k* > 0. 我 们 将 采用 一 个 参考 系 , 其 中 上 = (ko,0) 并 且 
(p—k)? = (po — ko)” 一 2 


还 采用 标记 s = V(Pp+m2) (这 不 是 虚 电 子 po 的 “能 量 ”), 我 们 可 将 (115.2) 
式 写 成 如 下 形式 


TI 2 三 3 广 ip(po, Pp) 


2e*? 2 2 2 
plpo, Pp) = ara(m 十 E“ 十 poko 一 p0). 
这 个 被 积 函数 在 po 的 如 下 四 个 值 有 极点 : 
a) po = & — i0, a’) po = 一 E 十 i0， 
b) po=ko—e+i0, bb)po=kot+e—i0. 
图 21 表示 出 这 些 极点 的 位 置 ; 我 们 将 取 ko > 0 的 特殊 情形 , 但 是 最 终 的 
答案 只 依赖 于 戊 , 而 不 依赖 于 ko 的 符号 . 


Qi/ b J 
名 S / 
7/ . @ 
pu a b’ 
图 21 


我 们 可 以 计算 函数 P(t) 在 整个 t= k= 戊 的 复 平面 上 制 线 或 等 价 地 在 io 平 
面 的 实 轴 上 的 跳跃 . P(t) 的 实 部 在 割 线 处 是 连续 的 , 因此 跳跃 为 


AP(t) = 2iIm P(t). (115.4) 


首先 , 我 们 将 表明 割 线 的 位 置 可 以 从 积分 的 形式 来 确定 . 我 们 用 IT(p, ko) 
标记 (115.3) 式 中 的 内 积分 (对 dpo). 只 要 图 21 中 的 上 面 与 下 面 的 极点 相隔 有 
限 的 距离 , 对 dpo 的 积分 路 径 就 可 以 取 成 远离 极点 的 , 如 图 中 虚线 所 示 , 因此 ， 
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很 明显 , 在 此 情形 , 积分 I(p, ko) 在 极点 与 分 别离 开 实 轴 作 向 上 或 向 下 无 
限 小 运动 时 不 改变 , 即 在 变化 ko 一 ko 土 6, 5 一 0 下 不 改变 . 换 句 话说 , 在 ko 
从 上 面 或 从 下 面 趋 近 于 其 实 值 时 , IT(p, ko) 的 值 是 同样 的 , 因此 它 对 跳跃 AP 
没有 贡献 . 与 此 不 同 的 情形 只 有 当 两 个 极点 ( 当 ko > 0 它们 可 以 是 a 与 b) 精 
确 地 一 个 紧 靠 着 另 一 个 , 因而 积分 回路 “来 ”在 它们 之 间 并 且 不 可 能 分 开 很 
大 距离 . 因而 只 有 当 条 件 ko 一。 =e, 即 ko = 2e = 2V(P 十 m?) 在 对 d3p 积分 
的 某 个 区 域 被 满足 时 , 才 有 跳跃 AP 关 0. 为 做 到 这 一 点 , 很 明显 我 们 必须 有 
ko > 2m, Bh t > 4m?.0 
积分 I(p, ko) 可 以 写成 如 下 形式 
ip(po, Pp)dpo 

rh) = | | 
分 母 中 略 去 i0 项 并 将 积分 回路 C 作 相 应 的 改变 , 如 图 22 所 示 . 我 们 看 到 , 跳 
牙 AP(t) 是 由 于 不 可 能 从 极点 a 出 发 引出 一 条 回路 ( 当 它 夹 在 a 与 b 之 间 时 ). 
因此 回路 C 由 C0’ 代替, 后 者 在 a 的 下 面 通过 , 并 加 上 一 个 以 a 为 心 的 小 圆 
C”. 于 是 C' 总 可 以 毫 无 困难 地 从 极点 移 走 , 因此 沿 着 它 的 积分 仅 对 P(t) 的 
正规 部 分 有 贡献 . 为 了 确定 所 要 求 的 跳 牙 , 我 们 只 需要 考虑 沿 小 圆 C% 的 积分 ， 
而 这 个 积分 可 以 通过 计算 在 极点 ao 的 留 数 来 做 . 此 计算 可 通过 在 被 积 函 数 中 
作 如 下 代 换 来 完成 


CE 一 2ri3(pa 一 E 7) (115.6) 
20 一 上 


采用 负 号 是 由 于 绕 这 个 极点 的 圆 是 沿 负 方 向 行进 的 . 在 8 函数 的 宗 量 中 , 只 
用 到 po = +e 这 一 个 零点 (极点 是 a 而 不 是 o); 假如 我 们 约定 只 对 动量 四 维 
空间 的 一 半 (po > 0) 积分 , 那么 这 一 点 将 会 自动 做 到 . 

在 作 代 换 (115.6) 后 , 积分 I(p, ko) 的 跳跃 可 以 直接 计算 : 


AT = {I(p, ko +i8) — I(p, ko — i8)}8_ ,4+0 = -2mi 


co 0 1 和 1 
上 po ep UBoi) [上 -po -e+id (ko—po)?—e?— | 人 
由 于 方程 


1 | 网 
(ko 一 po)2 一 62 土 这 本 机 一 po)2 一 e2 干 ixd[(ko 一 po) — ee] 


@ 可 以 类 似 地 证 明 , 当 t=k? < 0 时 , 没有 割 线 . 在 一 个 参考 系 , 其 中 上 = (0,k), 我们 
发 现 被 积 函 数 的 极点 在 
po = +(e —i0), po = +(V(p— k)?+ m2? 一 i0). 


两 个 下 面 的 极点 总 在 po 的 右 半 平 面 , 而 两 个 上 面 的 极点 在 左 半 平面 ,所 以 没有 一 对 是 
可 以 垂直 一 线 排 列 的 . 
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a! b 
CO 儿 改 站 雪 
0 br’ 
a b OC".、g 
f 
9 | Se 
图 22 


( 见 (113.3)), 我 们 有 
AT = i(2ri)? { 8098 — 2)8l(ko ~ po)? — ?Jolpo P)dpo. 
8 函数 的 宗 量 可 以 通过 加 减 p? 改写 为 不 变形 式 : 
pi—e2=p-m, (ko—po) —e? = (kp —m. 
于 是 , 最 后 我 们 得 到 
AP(k°) = i(2ni) | dp.2(p)50D — mm) lp — k) — ml. (115.7) 


po 


由 于 8 函数 , 此 积分 实际 上 只 对 如 下 超 平面 
p=m, (p—k) ?=m (115.8) 


的 相交 区 域 进行 . 因为 在 此 区 域 所 有 的 四 维 矢量 p 都 是 类 时 的 , 对 po > 0 积 
分 的 条 件 是 不 变 的 ( 光 锥 户 =m? 的 上 内 区 域 ). 
现 将 (115.7) 与 原始 公式 (115.2) 作 一 比较 . 我 们 看 到 函数 P(t) 在 上 平面 
的 市 线 上 的 跳跃 可 以 得 出 , 如 果 在 原始 的 费 曼 积分 中 作 如 下 代 换 
1 
p2—m2+i0 
在 传播 子 中 , 它 对 应 费 曼 图 (113.1) 中 相交 的 圈 线 (S. Mandelstam, 1958; R. FE. 
Cutkosky, 1960). 
条 件 (115.8) 选择 的 动量 空间 区 域 , 其 中 费 曼 图 中 的 虚 粒 子 线 对 应 于 实 粒 
子 (因此 , 四 维 动量 p 与 p 一 k 说 成 是 在 质量 表面 上 ). 这 里 我 们 清楚 地 看 出 它 
与 么 正 性 关系 方法 的 联系 , 在 后 一 方法 中 这 些 线 换 成 了 中 间 态 实 粒子 线 . 
我 们 还 观察 到 图 中 虚 部 不 发 散 的 数学 原因 : 积分 是 对 质量 表面 的 有 限 区 
域 进行 的 , 而 不 像 原 来 费 曼 积分 那样 是 对 整个 无 限 的 四 维 空间 进行 的 . 
为 了 从 (115.7) 式 推出 8113 中 得 到 的 公式 , 我 们 回 到 k= 0 的 参考 系 并 对 


一 一 2ri8(2p2 — m’) (115.9) 


d4p = |plededpodo. 
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积分 . 这 个 积分 去 掉 了 6 函数 , 由 于 
5(” 一 mm )dpo = 8(p6 — Ee )dpo 一 8(po 一 <)dpo 
因此 


8[(p — k)? 一 m2?de = 8[(po — ko)? 一 ede 
ko 


1 
a 2 
= 6(—2eko + ki )de 一 2 ( 9 ) de. 


. 2 到 2 
AP(t) = -本 / VY pe p)do, (115.10) 


其 中 上 =12= 局 而 po 的 取 值 ,由 于 
po = € = ko/2, 0 二 6 一 mm2 一 kz/4 一 7 
也 就 是 
ple;p) = 8 (2m? 十 动 
并 与 角度 无 关 . 对 do 积分 简化 为 乘 以 4r, 于 是 我 们 回 到 (113.8) 式 . 
在 前 面 的 推导 中 , 唯一 的 关键 点 是 通过 切割 不 多 于 两 条 的 线 来 将 图 分 为 
两 个 部 分 . 因此 费 曼 规则 对 任何 由 两 条 (电子 或 光子 ) 线 连接 的 两 部 分 组 成 的 


图 保持 有 效 . 于 是 通过 代 换 (115.9) 计算 的 积分 给 出 对 图 虚 部 的 贡献 , 这 是 由 
(在 么 正 性 关系 方法 中 ) 对 应 的 两 粒子 中 间 态 产生 的 . 
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我 们 来 研究 两 条 电子 线 为 外 线 而 光子 线 为 内 线 的 情形 的 顶 角 算 符 T+ = 
Tt(p2, pi1; k). 外 电子 线 对 应 因子 Wl 一 wu(p1) 与 Uo = Zz(p2), 因此 IT 在 费 曼 图 的 
表示 式 中 是 作为 如 下 乘积 出 现 的 : 


jfi = WaT tu. (116.1) 


如 在 $111 中 已 经 指出 的 , 这 是 包含 辐射 修正 的 电子 跃迁 流 . 相对 论 不 变性 与 
规范 不 变性 条 件 使 我 们 能 够 确定 这 个 流 普遍 的 矩阵 结构 . 

电磁 相互 作用 算 符 世 = e(?A) 是 一 个 真 标量 (不 是 腹 标 量 ), 这 与 在 此 相 
互 作用 中 字 称 守恒 相 一 致 . 因此 , 跃迁 流 Ji 是 一 个 真 四 维 矢量 (不 是 厢 矢 量 )， 
而 因此 只 能 用 男 外 的 由 两 个 四 维 矢量 pi 与 zz (k = pz 一 pi 是 第 三 个 ) 和 双 旋 
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量 wi 与 wo 构成 的 真 四 维 矢 量 来 表示 . 有 三 个 独立 的 这 类 对 zo 与 wi 双 线 性 
的 四 维 矢量 : 

82T7U1， (Uaui)pi, (2221)2D2， 
或 ， 等 价 地 ， 

12 了 1， (Zu )D, (去 221 )k, (116.2) 


其 中 书 =2 十 pz. 规范 不 变性 条 件 要 求 牙 迁 流 应 该 对 光子 四 维 矢 量 天 是 横 的 : 
jrik = 0. (116.3) 
(116.2) 式 中 前 两 个 四 维 矢量 是 满足 这 个 条 件 的 , 分 别 是 因为 狄 拉克 方程 
(yp1 一 mm)ua =0, Ul(yp2 — m)=0, (116.4) 
以 及 Pk = 0. 流 js; 由 这 两 个 四 维 矢 量 的 线性 组 合 给 出 : 
jri = fi (Va) Pr + fo(U2y ru1), 


其 中 fi 与 fo 为 不 变 函 数 , 称 为 电子 的 电磁 形状 因子 . 

由 于 四 维 动量 pi 与 pa 是 与 自由 电子 相 联 系 的 , 所 以 pt = p32 = mz?, 而且 
由 三 个 四 维 矢量 pi, pz 与 (它们 的 关系 是 上 = pz 一 pi1) 我 们 只 能 构成 一 个 独 
立 的 标量 变量 , 我 们 将 其 取 为 2. 于 是 形状 因子 就 应 该 是 &2 的 函数 . 

流 的 表示 式 还 可 通过 对 两 个 独立 项 的 不 同 选择 写成 男 外 的 形式 . 利用 方 
程 (116.4) 和 7 和 矩阵 的 对 易 规 则 , 我 们 可 以 容易 证 明 


(Uzor wi )kv 一 —2m(U2Yyr ui) 十 (U2u1) PY!, (116.5) 


其 中 om = sy 一 y*Yy*). 以 后 我 们 将 看 到 这 一 项 的 系数 有 重要 的 物理 意 


义 , 于 是 我 们 有 a 
有 一) 一 9(k )a k,, (116.6) 


其 中 f 与 g 是 两 个 另外 的 形状 因子 ; 写 出 因子 1/2m 的 原因 以 下 将 另 作 解 释 . 包 
为 简洁 计 , 我 们 将 总 用 顶 角 算 符 代替 流 , 但 应 将 其 理解 为 是 放 在 zz 与 wl 之 间 
的 . 

为 了 确定 形状 因子 的 性 质 , 我 们 来 考虑 一 个 电子 与 外 场 相互 作用 的 费 曼 
图 (110.16). 相应 的 散射 振幅 为 


MP = —ejf: A (k), (116.7) 


Q@ 为 避免 误解 , 需 加 点 说 明 , 在 定义 (116.6) 中 ,假设 k 是 人 射 到 顶 角 的 光子 线 的 四 
维 动量 ; 对 出 射线 , 第 二 项 的 符号 将 反 号 . 
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其 中 A(® 为 等 效 外 场 (考虑 到 真空 极 化 ). 
振幅 (116.7) 描述 了 两 个 反应 道 . 在 散射 道中 , 不 变量 t 的 取 值 使 得 


t=k = (ps—p) <0. 


将 pz 取 为 p_ 并 将 pi 取 为 -pj4, 我 们 就 将 其 变 到 淹没 道 , 它 对 应 具有 四 维 动 
量 p_ 与 p+ 的 电子 对 产生 . 在 这 个 道中 ， 


t= (D_ 十 0) > 4rmn2. 


范围 0 <t< 4m2 为 非 物理 的 . 

现在 我 们 来 考虑 么 正 性 条 件 (111.12). 在 散射 道 < 0) 中 , 在 此 情形 没 
有 物理 的 中 间 态 : 一 个 自由 电子 是 不 可 能 改变 其 动量 或 产生 任何 其 它 粒子 的 . 
当然 在 非 物理 区 也 没有 中 间 态 . 因此 , 当 上 < 4m2 时 , (111.12) 式 的 右边 为 零 ， 
因此 和 矩阵 Ty; (或 等 价 地 ,， Mp;) 是 厄 米 的 : 


Me 一 Aif 


交换 初 态 与 终 态 对 应 于 交换 pa 与 pl, 而 因此 的 符号 将 反 号 . 将 Mj; 取 为 
(116.7) 的 形式 , 我 们 有 


jfAL (k) = ij AL (—k). 
由 于 A(9(--k) = A(9"(k), 这 可 由 跃迁 流 和 矩阵 也 是 厄 米 的 得 出 : 
jfi=jit 当 t < dm (116.8) 
利用 7 矩阵 的 性 质 (21.7), 我 们 可 以 容易 地 证 明 


(Uy ) = UY U2)", (U2or "1) 一 一 (人 Auo) 


于 是 六 和 jp; 的 差别 只 是 将 函数 f(t) 与 g(t) 换 成 它们 的 复 共 恩 , 于 是 由 
(116.8) 得 出 这 些 函 数 是 实 的 . 因此 


Im f(t) = Img(t) =0， 当 t< dm’. (116.9) 


在 漂 没 道 (i > 4m2*), f 态 是 可 以 变 为 有 不 同 动量 (弹性 散射 ) 的 另 一 电子 
对 或 更 复杂 系统 的 电子 对 的 . 因此 , 么 正 性 条 件 的 右边 不 是 零 ,矩阵 Mr (并 因 
此 jji) 不 是 厄 米 的 , 所 以 其 形状 因子 是 复 的 . 
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函数 f(t) 与 g(t) 的 解析 性 质 完 全 类 似 于 $111 讨论 的 函数 P(t) 的 解析 性 
质 , 尽管 要 直接 证 明 这 一 点 是 很 困难 的 . 这 些 函 数 在 复 t 平 面 沿 正 实 轴 上 > 4m? 
作 割 线 后 是 解析 的 , 并 且 


f(t) = f(t), 9 的 = 三 9 
将 重 正 化 条 件 (110.19) 应 用 于 顶 角 算 符 (116.6) 导致 要 求 : 
f(0)=1. (116.10) 


为 将 此 条 件 ( 当 由 其 虚 部 计算 f(t)) 自动 包括 进来 , 我 们 必须 将 (111.8) 形式 的 
色散 关系 不 是 应 用 于 函数 f(t) 而 是 应 用 于 (f 一 1)/t. 于 是 我 们 得 到 “ 单 次 减 


除 ”的 色散 关系 : a 

1() -1=t | pm (116.11) 

对 于 形状 因子 g(t), 没有 任何 值 被 物理 条 件 预先 设 定 . 因此 其 色散 关系 将 
写成 “不 减 除 ” 的 形式 : 

0 We 上 ~ Img(t) yy (116.12) 


nT dm2 下 —t— 10 

g(0) 的 值 有 一 个 重要 的 物理 意义 , 即 它 指 定 了 对 电子 磁 矩 的 修正 . 为 看 
出 这 一 点 , 我 们 来 考虑 一 个 非 相 对 论 性 电子 在 空间 几乎 均匀 的 恒定 磁场 中 的 
散射 . 

在 散射 振幅 (116.7) 中 , 依赖 于 形状 因子 g(k&) 的 项 为 

[2 
OM pi 一 omy 

对 于 一 个 纯 的 磁场 ,4tei” = (0,4); 由 于 这 个 场 时 间 上 是 不 变 的 , 四 维 矢量 
kr 二 (0, kk), 而 且 因 为 它 在 空间 上 是 缓慢 变化 的 , k 是 个 小 量 . 为 了 接 下 来 要 取 
极限 k& 一 0, 我 们 已 经 用 (116.13) 中 的 4(® 代替 有 效 的 4te). 展开 (116.13) 式 
并 用 三 维 量 表示 , 我 们 求 出 


OM yi 一 29(—k?) (ta Dun)ik X Ar, 


其 中 马 为 矩阵 (21.21). 乘积 ik x A 换 成 磁场 Hi, 于 是 我 们 可 取 极 限 一 0. 
最 后 , 采用 (23.12) 给 出 的 非 相 对 论 性 旋 量 振幅 wi, wo: 


Uz = V2mm(wx0)， ui 一 v 刺 (中 





(k2)(U2or )jv Ate) (Kk). (116.13) 


0 


我 们 有 
8Msi = 39(0) Hk .2m(wi ow1). (116.14) 
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这 个 表示 式 可 以 与 具有 标量 势 Bi 的 恒定 磁场 中 的 散射 振幅 相 比 较 : 
Msi = —e(Way 1) Bk ~ —e Bk : 2m(wiw1). 
我 们 看 到 , 在 磁场 中 的 一 个 电子 可 看 成 有 一 个 附加 的 势能 
-9(0)o ‘Hk. 
这 意味 着 电子 有 一 个 “反常 ” 磁 矩 (用 通常 的 单位 ): 
pee ;eg(0) (116.15) 


加 到 其 “正常 ”的 狄 拉克 磁 矩 efi/2mc 上 . 
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现在 我 们 继续 进行 电子 形状 因子 的 实际 计算 (J. Schwinger, 1949). 在 微 
扰 论 的 零 级 近似 , 顶 角 算 符 T+ = yt, 即 电子 的 形状 因子 为 了 = 1,9= 0. 对 此 
形状 因子 的 第 一 级 辐射 修正 由 带 有 两 个 实 外 电子 线 和 一 个 虚 外 光子 线 的 如 下 
项 角 图 给 出 
k 


| 
| 
| 
| 
| 


(117.1) 





我 们 先 来 计算 形状 因子 的 虚 部 . 如 在 8116 已 经 表明 的 , 其 非 零 的 部 分 只 在 汉 
没 道中 ( 娘 > 4m2); 相应 地 , 在 费 曼 图 (117.1) 中 外 电子 线 的 四 维 动量 对 应 于 
产生 一 个 电子 与 一 个 正 电子 , 并 记 作 p_ 与 -p+. 图 (117.1) 的 解析 表示 为 


—iez(p-)Tru(—p+) 
性 
= (-iepatp_ )' { coneco- A Dw p+) (117.2) 
或 写成 展开 的 形式 ， 


yf(k?) 一 3g(k om k,, = ET (117.3) 
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其 中 采用 标记 
4(D) = _2Y OP+mY Op — ?十 人 jw 
ds(p_ — p)? 
为 简洁 计 , 略 去 了 因子 zp_), w( 一 p+4); 必须 将 以 下 方程 的 两 边 理解 为 是 放 在 
这 两 个 因子 之 间 的 . 
费 曼 图 (117.1) 中 的 水 平 虚线 将 图 分 成 了 两 个 部 分 , 使 得 可 以 标明 能 够 通 
过 义 正 性 条 件 计算 形状 因子 虚 部 的 中 间 态 : 即 具有 动量 不 同 于 p_, p+ 的 电 
子 - 正 电子 对 的 态 . 这 个 交点 还 标明 在 什么 地 方 极 点 因子 被 代 换 人 积分 (117.2) 
中 以 便 在 计算 中 采用 规则 (115.9) (在 (117.3) 中 , 这 些 因 子 在 被 积 函 数 中 是 分 
开 的 ). 
(117.3) 中 的 积分 与 (115.2) 有 同样 的 形式 , 因此 我 们 可 以 如 (115.10) 中 那 
样 直接 写 出 变换 的 结果 : 


2 2 fi- dm? 
27 Im f(t) — a0 kvIm g(t) = -本 人 人 pr (p)dop, (117.5) 


其 中 t= 好 ,积分 对 矢量 p 的 方向 进行 , 而 且 在 函数 p+(p) 的 定义 (117.4) 中 的 
四 维 矢量 只 =p 与 ph 三 kk 一 p 变 成 实 (而 不 是 虚 ) 粒子 的 动量 . 表示 式 (117.5) 
与 上 = 0 的 参考 系 相 联系 , 即 电子 对 p-_, p+ 的 质心 系 (并 因此 是 “中 间 ” 对 


| 1 1 
Dp ， 2 的 质心 系 ). 在 此 参考 系 ， k= (ko, 0), Dp 二 (5%0,p-), p+ 二 (3ko, —p—), 


p = (3ko,p), 容易 证 明 


(117.4) 


f2= (pp_)= -2p2(l— cos0t)= -0 — cos0), (117.6) 


其 中 09 为 p 与 p- 间 的 夹 角 (而且 p? = p22). 现 将 (117.4) 代入 (117.5) 并 利用 
(22.6) 式 消去 被 积 函 数 中 的 矩阵 yY*…Yv, 我 们 有 


?AIm f(t)— or” k,lIm g(t) 

e dop 了 
= 有 (p+ mY (YP — Yk + m)Y 
Re 4Vt(t — dm?) rr zn 一 


+2(Yp+ — Yf)Y* (YPp- 十 7 有]， (117.7) 
其 中 的 四 维 矢量 为 


f=p—p-=(0,f) P=p-—p+= (0,2p-). (117.8) 


[—2m2y* + 4m(Pr* + 2f*) 
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现在 积分 变 为 三 个 有 不 同 分 子 的 积分 的 计算 


(J, oy a / ,Ff ) dor (117.9) 


1 一 cos0 2 
当 9 一 0 时 积分 了 是 对 数 发 散 的 . 如 果 将 它 写 成 


ti—4ri? df f°) —{t—4dm?) d( f2) 
i SS 万 ， 
我 们 看 到 这 个 发 散 对 应 于 虚 光 子 的 小 “质量 ”, 即 这 是 一 个 “红外 ”发 散 , 以 后 
在 $122 中 我 们 将 作 进 一 步 的 讨论 ; 这 里 我 们 只 指出 这 个 发 散 是 虚构 的 , 在 下 
面 的 意义 上 , 即 当 正确 地 考虑 所 有 的 物理 效应 时 , 这 种 类 型 的 发 散 将 被 消去 . 
因此 我 们 可 以 将 积分 在 任何 较 小 的 下 限 截断 , 然后 进行 实际 物理 效应 的 计算 ， 
最 后 将 这 个 下 限 趋 于 零 . 
这 里 最 简单 的 是 以 相对 论 不 变 的 方式 进行 截断 . 为 此 , 我 们 赋予 虚 光 子 f 
一 个 小 的 但 是 有 限 的 质量 入 (< 和 m), 即 在 (117.2) 的 光子 传播 子 D(f?) 中 作 改 
恋 











2 (117.10) 
于 是 ) 
一 4 ) a(f2) t — 4m? 
证 [ A (17.11) 


积分 I*, 其 中 f+ 为 类 空 的 四 维 矢量 , 必须 用 四 维 矢量 Pr 表示 , 它 (不 像 
kr, 只 不 过 是 另 一 个 四 维 矢量 ) 对 所 有 的 p+ 与 p_ 都 是 类 空 的 . 因此 , I+* = APx. 
如 果 将 这 个 方程 乘 以 已 , 并 在 电子 对 的 质心 系 中 计算 积分 PIr (具有 (117.8) 
给 出 的 四 维 矢量 f 与 PP 的 分 量 ), 则 结果 为 

! Ff.p—dcos0 1 


1 1 
4= 一 - 一 一 一 一 一 一 0 = 一 |， 
2D2 /_I 1 一 cosb 2 人 





于 是 
及 二 一 Pu. (117.12) 
我 们 可 以 类 似 地 计算 积分 
， 1 » PupPrN 1 
je = 了 PP (” 本 ) +iPeP (117.13) 


为 确定 这 个 表示 式 中 的 系数 , 我 们 仅 需 计算 积分 I 与 Jr 已 已 . 
继续 计算 如 下 进行 : 将 (117.11) 一 (117.13) 式 代 入 (117.7) 以 便 得 到 一 系列 
项 , 它们 是 放 在 志 (p-_) 与 wu(--p+) 之 间 的 . 在 每 一 项 中 我 们 采用 y+ 之 间 的 对 易 
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规则 将 因子 yp+ 向 右边 “ 推 ” 而 将 因子 yp- 向 左边 “ 推 "; 然后 我 们 可 以 作 代 
换 ?7p- 一 m, 7Yp+ 一 一 m, 因为 
Zp-)yp- = MUp-), YPp+u(—p+) = —mu(—p+)- 
于 是 , 在 所 得 到 的 和 中 
—4(p+p_)Iy* + 2mPr* 一 SP 


我 们 可 以 将 P+ 换 成 2myr* 十 os, 当 将 其 放 在 因子 元 与 之 间 时 二 者 是 
等 价 的 ; 参见 (116.5). 最 后 , 所 有 的 量 都 用 不 变量 t = 所 (2p4yp_ = 上 一 2m2， 
P2 = 4m? 一 t) 表示 并 比较 (117.7) 的 两 边 ; 对 形状 因子 的 虚 部 得 到 如 下 表示 式 : 





Imf() =- 二 -3+ Bm? + 2(t ~ 2m?) In . (117.15) 


红外 发 散 只 在 Im 了 (t) 中 出 现 . 

函数 f(t) 与 g(t) 本 身 利用 (116.11) 与 (116.12) 式 从 它们 的 虚 部 得 到 , 其 
中 积分 由 在 $113 中 用 于 计算 P(t) 的 同样 代 换 实现 . 形状 因子 借助 于 变量 € 
(113.11) 给 出 为 


| 2 


(117.16) 





g(é€) = 


名 
m 3(1 二 2) 十 2 
本 这 各 me)m nN ae 


ER zp(e) +2memG+e| 上 (117.17) 


女 


f(€) -1= 
ee 
— £2 
其 中 F(6) 为 Spence 图 数 (131.19). 
在 非 物理 区 (0 < t/m? < 4), 我 们 必须 取 & = ei?. 于 是 形状 因子 的 表示 式 
可 以 写成 


CQ Pp m 3cosp+l 2 三 | 
本 二 二 tan ZdZ », 
fo) 一 1 人 ( jz 十 Di Cha . rtanzdz 
(117.18) 


Qo 9 
es 117.19 
a ( ) 


最 后 , 极限 表示 式 如 下 : 对 小 的 | 上， 














at mm 3 CQ 
f(t)—1= rema (3 一 ， 9(t) = pt 4 47m2， (117.20) 
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而 对 大 的 | 
ax /1, 上 m 路 
el 
.CQ t 2 
i a ne (117.21) 
0， —t > 4rm2， 
2 
2 .ON 2 
-一 4 
| (117.22) 
WE 0, _t > dm2. 


公式 (117.21) (关于 Ref) 在 所 谓 的 双 对 数 精确 性 内 是 成 立 的 , 也 就 是 精确 到 
大 对 数 的 平方 .和 


8$118 电子 的 反 芝 磁 和 无 


在 8116 已 经 阐明 , g(0) 的 数值 确定 了 对 电子 磁 和 矩 的 辐射 修正 . 如 果 我 们 
只 是 要 计算 这 个 量 , 自然 就 没 必要 求 整 个 函数 g(t). 由 (117.14) 和 (116.12)， 
1 /™ Img(t") /_ a Ss dz _a 
9(0) = = 二 dt = 。 一 下 (118.1) 


采用 这 个 修正 , 电子 磁 矩 为 





大 二 5 (1+ 二 . (118.2) 


这 个 公式 是 由 Schwinger (1949) 首先 推出 的 . 

在 下 一 级 近似 (oa? 项 ), 形状 因子 中 的 辐射 修正 可 用 七 个 费 曼 图 (106.10， 
(c) 一 他 ) 表示 . 在 此 近似 , 即使 要 求 出 g(0) 的 值 也 要 求 很 元 长 的 计算 . 这 个 计 
算 的 细节 可 以 在 原始 文章 中 找到 ; 这 里 我 们 将 只 对 第 二 级 近似 下 的 修正 给 出 
最 后 的 值 : 包 


2 
G /2 /197 mw 3 _ _n aoRQ_ 
g(2) (0) (=) (六 + 下 7 In2+ 176(3) ) = -0.328 二 5， (118.3) 
因此 , 电子 的 磁 和 矩 为 
eh a CQ 


在 一 个 虚 电 子 线 一 个 实 的 外 电子 线 和 一 个 实 的 外 光子 线 情形 的 顶 角 算 符 的 表 
示 式 是 由 A. 到. Axme3ep, B. B. Bepecremkw¥i 在 他 们 的 著作 中 给 出 的 ,参见 Keagroaan 
3JIeKTPOo nagaMuKa.-M.: Hayka, 1981. II.5.1.3.-C.330. 

四 么 正 性 方法 的 计算 是 由 M. B. TepenTbes 给 出 的 , 参见 B93T®.-1962.-T.43.-C.619. 
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(C. M. Sommerfield, 1957; A. Petermann, 1957). 
真空 极 化 对 修正 9(2(0) 的 贡献 要 加 以 特别 的 考虑 , 即 费 曼 图 


(118.5) 
Ep 
图 中 包含 光子 自 能 部 分 . 它 与 第 一 级 近似 的 图 的 区 别 只 是 用 如 下 乘积 代替 光 
子 传播 子 D(f2) = 4r/ 2: 
EE ) dr P(f°) 
f2 f2 ， 
其 中 P(f2) 为 第 一 级 近似 (a 项 ) 的 极 化 算 符 , 在 8113 已 经 计算 过 . 考虑 到 这 
个 差别 , 重复 §117 的 一 些 计 算 , 我 们 求 出 修正 的 “ 极 化 部 分 ” 


D(f°)——D(f°) = 








Imgt},, (t) = A 由 2 A cos 0， (118.6) 
其 中 
A (1 — cos0), (118.7) 
见 (117.6). 计算 这 个 积分 , 然后 计算 
oO) = 2 /img (118.8) 
结果 为 ， 
二 于 人 5) - 001655 (118.9) 


它 大 约 占 总 量 (118.3) 的 5%. 

在 §114 的 末尾 我 们 已 经 指出 , 其 它 粒子 的 真空 极 化 也 可 以 对 辐射 修正 有 
贡献 . bh 子 真空 对 电子 反常 磁 矩 的 贡献 可 从 与 (118.6) 一 (118.8) 同样 的 公式 得 
到 , 在 这 些 公式 中 m 仍 为 电子 质量 me (这 也 适用 于 变量 f? 的 定义 ), 但 P(f?) 
表示 式 中 的 参量 m 必须 是 上 子 的 质量 my. 函数 P(f?)/f? 只 依赖 于 比 /mi. 
在 积分 (118.8) 中 上 的 重要 值 (因此 也 是 f?2 的 重要 值 ) 是 与 m2 可 比较 的 那些 
值 ; 因此 比 有 /m2 ~ (me/mw)? 之 1, 并 且 在 计算 积分 时 我 们 可 采用 极限 公式 


(113.14), 按照 这 个 公式 
PLD) af 


f2 15r7mm2 


由 此 我 们 看 到 ,pu 子 的 真空 极 化 对 9(2)(0) 的 贡献 包含 一 个 特别 小 的 因子 (me/my)*. 
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然而 , 对 bk 子 磁 和 矩 的 修正 则 出 现 相 反 的 情形 . 由 于 粒子 质量 不 在 (118.3) 
式 中 出 现 , 9g(2)(0) 的 这 个 值 对 子 也 是 正确 的 , 它 也 考虑 了 子 真 空 极 化 的 贡 
献 . 但 是 来 自 其 它 粒 子 如 电子 的 真空 极 化 的 贡献 在 这 里 是 相当 大 的 . 它 可 以 

公式 (118.6) 一 (118.8) 来 计算 , 将 mm 换 成 nu 并 用 电子 极 化 算 符 代替 P(t). 与 
前 述 的 情形 不 同 , 现在 重要 的 范围 由 及/mz ~ (may/rmne) 六 1 工 给 出 , 而 且 P(f2) 
必须 取 极 限 表示 (113.15) 式 : 


PD f2 f2 
计算 这 个 积分 给 出 
2 
[g* (0)]eiectr.polar. 一 (2 (3 ln 时 一 基 ) 一 1.09 (118.10) 


(H. Suura, E. H. Wichmann, 1957; A. Petermann, 1957). 
将 (118.10) 与 (118.3) 相 加 , 我 们 求 出 b 子 的 磁 矩 
eh 
Hmuon 一 2muc (+ 让 D7 十 0.76 一 气 让， (118.11) 
bh 子 真空 极 化 的 贡献 (118.9) 在 这 里 约 占 9(2)(0) 总 值 的 2%. x 介子 真空 极 化 
也 将 给 出 同样 数量 级 的 贡献 (由 于 质量 相近 ), 但 是 这 不 可 能 精确 计算 , 所 以 还 
没有 办 法 求 出 尺子 磁 矩 的 ~ as 级 的 修正 . 
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费 曼 积 分 的 直接 正规 化 方法 可 通过 计算 质量 算 符 来 演示 . 第 一 级 非 零 近 
似 , 质量 算 符 可 用 下 图 的 圈 表 示 


pC—k 
(119.1) 


对 应 于 积分 
a 4 
_iNM(p) = (-ie)? / Gp -有 Di 加 
在 代入 传播 子 并 用 公式 (22.6) 组 合 因子 yr … ,我们 得 到 


MI(p) = Si e2 2m 一 (7Yp) + (YK) d4k 


0) / I -Rk) milk — A) (119.2) 
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(At 上 的 横 线 标记 积分 的 未 正规 化 值 ). 虚拟 的 “光子 质量 ”A 用 于 光子 传播 子 
以 消除 红外 发 散 (如 在 8117 中 一 样 ). 

以 (119.2) 式 分 母 的 两 个 因子 作为 ai 与 az, 利用 公式 (131.4) 对 积分 作 变 
换 . 对 新 的 积分 的 分 母 中 的 项 作 一 简单 的 重 排列 即 给 出 


8ri 2 f jar 2m — (YP) + (Yk) 
MD) = / ia 
其 中 
a= mr 一 (2 一 m2)z(1 一 z) 十 X2(1L 一 站). (119.4) 


变量 的 改变 上 一 kk 十 pz 使 得 (119.3) 的 被 积 函 数 变 成 一 个 其 分 母 只 依赖 
于 82 的 形式 ; 按照 (131.17), (131.18) 式 , 给 积分 加 上 一 个 常数 : 


一 、 8 2m— (yp)(1 一 z) im 

Mp) = — 2{ fa [ dr 0195) 
(这 里 略 去 了 分 子 中 的 yk 项 , 因为 此 项 对 四 维 矢量 上 方向 的 积分 结果 为 零 ; 参 
见 (131.8) 式 .) 

这 个 积分 的 正规 化 包含 减 除 以 便 得 以 将 其 简化 为 (110.20) 的 形式 . 后 一 


表示 式 在 乘 以 波幅 w(p) 后 结果 为 零 , 如 果 p 为 实 电 子 的 四 维 动量 . 我 们 不 明 
显 给 出 w(p) 的 表示 , 而 将 这 个 条 件 表 述 为 当 作 以 下 代 换 时 M(p) 将 消失 


(7p) 一 m， 及 一 和 (119.6) 


积分 (119.5) 的 形式 的 方便 之 处 在 于 四 维 矢 量 p 只 以 yp 和 22 的 形式 出 现 , 而 
没有 以 kp 形式 出 现 . 
由 (119.5) 式 减 除 一 个 作 (119.6) 的 代 换 后 的 类 似 表示 式 , 我 们 得 到 


-人 /人 on- [em 2 | 
-fa f ers -pm))}, (119.7) 


其 中 ai = mm2z ee 
然而 , 要 完成 正规 化 还 需要 作 进 一 步 的 减 除 : 按照 (110.20), 代 换 (119.6) 
该 不 仅 将 M(p) 本 身 变 为 零 , 而 且 将 没有 因子 yp 一 m 的 M(p) 也 变 为 零 . 相 
应 的 减 除 将 (119.7) 式 括 号 中 的 第 二 、 第 三 项 完全 去 除 . @ 第 一 个 积分 通过 结 
””@ 因此 ,在 “顺路 ” 重 正 化 (8110) 过 程 中 , 我们 略 去 了 对 重 正 化 常数 1 的 修正 . 对 
应 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 如 果 我 们 采用 “截断 参量 ”42 > m?,p?, 并 且 对 d4k 的 积分 范 
围 用 条 件 k? < 42 来 加 以 限制 ; 结果 为 oe 


a |1 
2 =1+2Z00， 2Z0) = Se 6 In 二 十 In 人 十 4] (119.7a) 
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合 进 一 步 的 积分 (用 (131.5)) 作 变 换 , 并 取 交 = 2 a= 了 有 2 一 o2 与 = 习 一 at. 
于 是 (119.7) 式 变 为 
16ni (YD 十 wl (2m — (7p){1 — £2)]z(1 — 2) 
(27)4 ”| 4 ef sof u [8 一 aa 十 (22 一 mm2)z(1 一 2)23 
其 中 我 们 还 用 到 恒等式 吗 一 m2 = (yp 一 m)(Yp 十 m). 对 dsk 的 积分 是 直 截 了 
当 的 : 假设 2 -mm2 < 0 并 利用 (131.14) 式 , 我 们 有 
ez f° (yp + m)[2m — (7Yp)(1 ~— 72)]x(1 — 2) 

On- mh hr me 
现在 我 们 需要 用 代 换 (119.6) 对 类 似 的 积分 作 减 除 , 暂时 上 略 去 因子 yp 一 mm; 在 
作 一 些 简单 的 计算 后 , 我 们 得 到 





(YP 一 m) 


ez 
M(p) = (YP —m) 元 


m(l— 72)— (y+m)(l — zx) |1 -| 
| wf 人 0227 十 (m? — p2)(1 — 2)z 
(119.8) 


(共有 的 分 母 中 略 去 了 六 项 , 因为 它 在 现在 的 情形 并 不 引起 发 散 ; 另外 , 将 
入 (1 一 7) 换 成 各 ,因为 红外 发 散 将 对 应 于 在 z 一 0 时 的 发 散 ). 
(119.8) 式 中 的 积分 ( 先 对 dz 然后 对 dz) 是 很 元 长 但 也 是 初等 的 , 结果 为 
1 D9 
Mm) = in -ma (1 ) 


mp 
1 p2 十 4p 一 4 入 
ee 人 :二 | ER 四 
x [a ( p+ ey np) +1+21 | (119.9) 


m2 — p? 
p 二 pe” 
(R. Karplus, N. M. Kroll, 1950). 积分 根据 假设 p > 0 并 且 p 沁 A/m 来 计算 . 按 
照 绕 过 极点 的 规则 , 将 (119.9) 解析 延 拓 到 p < 0 的 区 域 , 对 数 的 相位 通过 作 代 


换 m 一 m 一 i0 来 求 出 ; 于 是 p 一 p 一 i0, 并 且 对 p < 0 情形, ln p 必须 取 为 


其 中 





Inp=In|p|—ix, p<0. (119.10) 


现在 我 们 来 考虑 当 p > m? 时 质量 算 符 的 行为 . 于 是 -ps p2/mn2 六 1， 
并 且 , 以 对 数 的 精确 程度 , 我 们 有 


Mp) = -90) -G10 ~ Epin 2 (119.11) 
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如 在 光子 传播 子 情形 那样 (参见 极 化 算 符 情形 的 (113.15) 与 (113.16) 式 ), 对 
G-1 的 修正 是 小 量 的 情形 , 只 有 当 能 量 是 如 此 小 使 得 满足 


Q p? 
Dm 


然而 , 在 现在 的 情形 对 数 增长 在 某 种 意义 上 是 虚构 的 ,并 可 通过 适当 地 选 
择 规范 来 消去 , 即 适当 选择 光子 传播 子 中 的 函数 DG (JI. 1. JIaamray，A. A. 
A6pmiocos, H. M. XanarHmKoB, 1954), 为 此 目的 , 我 们 取 (用 8$103 的 标记 ) 


DW = 0, (119.12) 
不 过 公式 (119.9) 是 用 如 下 规范 推出 的 : 
DW =D. (119.13) 


规范 (119.12) 的 这 个 性 质 使 得 它 特别 适用 于 研究 p? 沁 m? 情形 的 理论 , 我 们 
将 在 8132 给 出 . 

为 证 明 上 述 的 结论 , 我 们 注意 到 , 如 果 只 关心 e 项 , 从 规范 (119.13) 到 
(119.12) 的 变换 可 看 成 是 一 个 无 穷 小 变换 . 为 此 我 们 可 以 直接 应 用 公式 (105.14)， 
取 
并 将 被 积 函 数 中 的 9 以 必要 的 精确 性 换 成 G. 在 对 dsq 的 积分 中 , 重要 区 域 
为 g 渤 Dp 的 范围 , 对 此 范围 被 积 函 数 中 的 G(p 一 g) 比 G(p) 小 得 多 因而 可 略 去 . 
于 是 


80-1 = -G2(p)30() = -io2G-iO) / 40 (9) En 


最 后 , 用 变换 (131.11) 与 (131.12), 我 们 有 





30710p) = 和 Gp) /和 和 ~- 所 opjm 稍 ， 


其 中 4 为 上 限 , 在 此 处 发 散 通过 重 正 化 消除 ; 重 正 化 由 减 除 掉 取 瑚 心 m? 的 同 
样 表示 式 构成 , 最 后 给 出 


5G-1 = | )ln 
A “YD 


这 正好 抵消 了 (119.11) 式 中 的 差 9-! 一 G1. 
最 后 , 我 们 来 考虑 为 什么 在 对 积分 (119.2) 作 正 规 化 时 必须 采用 有 限 的 
“光子 质量 ”入 , 该 积分 与 其 在 p? 一 m? 时 的 行为 紧密 相关 . 首先 , 这 个 积分 本 
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身 在 p=m? 与 和 =0 时 是 有 限 的 ; 为 排除 掉 在 大 大 时 的 发 散 , 这 在 这 里 是 不 
重要 的 , 我 们 假设 积分 是 对 大 空间 一 个 大 的 但 有 限 的 区 域 进行 的 . 之 所 以 需要 
用 到 入 是 由 于 对 重 正 化 积分 作 减 除 而 引起 的 , 否则 这 个 积分 在 22 = m? 是 发 
散 的 , 因此 我 们 来 查 明 未 正规 化 的 质量 算 符 在 p? 一 m? 时 有 怎样 的 行为 . 由 
于 这 个 行为 实质 上 依赖 于 规范 的 选取 , 我 们 将 考虑 一 个 任意 规范 下 的 一 般 行 
为 , 而 积分 (119.2) 已 经 对 特定 的 规范 (119.13) 写 出 . 
我 们 再 一 次 应 用 变换 (105.14). 写 出 
l 

5 一 ao) (119.14) 
我 们 假设 sa 是 一 个 函数 a(@2) 的 变 分 , 该 函数 只 有 在 q? 一 m2 间隔 内 有 了 明 
显 的 变化 , 并 且 在 o 2 m2? 时 是 有 限 的 ,在 (105.14) 右边 的 被 积 函 数 中 , 差 
9(p) 一 9G(p 一 9) 中 的 两 项 当 gq 小 时 几乎 相等 , 并 且 积 分 收敛 . 对 小 的 g, 有 





dD (gq) = 一 


1 
SR 


所 以 , 当 9 祖 ( 忆 一 mm)/m 时 ,与 9(p) 比较 9(p 一 gq) 可 以 忽略 . 积分 


4 2 a 
59(p) = ie 9(p) / dV(q) pt = —1-9() / sl 全 





在 以 下 范围 是 对 数 发 散 的 
(pm)/m < < m. 


因此 , 以 对 数 精确 性 我 们 有 ， 





a 
9 2r 2D2 一 7972 
这 可 以 用 如 下 方法 积分 . 当 a = e? 一 0 时 , 精确 的 传播 子 9 必须 与 自由 
粒子 传播 子 G 相同 , 并 因此 


前 二 二 二 二 (ze) 2 (119.15) 


YP-—-m\pP—m? 


其 中 ao = a(m?) 且 C 为 常数 . 为 确定 C, 我 们 将 由 (119.15) 对 a 的 一 级 近似 
得 到 的 如 下 表示 式 


9 Oo) = pm) [+e(C ao)Inp|, (119.16) 
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与 由 积分 (119.2) 当 入 = 0 给 出 的 对 应 表示 式 相 比较 : 包 
9-i) = Op 一 mm)|1+ ~ mp| ， (119.17) 


按照 定义 (119.14), 函数 a(a2) 等 于 比 DG1/D. 因此 (119.17) 所 用 的 规范 (119.13) 
对 应 于 a = ao = 1. 对 oo 的 这 个 值 , 令 (119.16) 与 (119.17) 相等 , 我 们 求 出 
C=3. 

于 是 , 最 后 我 们 对 未 重 正 化 的 电子 传播 子 在 p* 一 m? 时 有 如 下 极限 ( 红 
外 渐 近 ) 表示 式 





2 倪 (3 一 a0) 
00) = Bt (Fm) 
(A. A. A6pxrkocos, 1955). 此 公式 的 正确 性 仅 依 赖 于 不 等 式 a <<1,|Inp|>> 1 
而 微 扰 论 公式 还 将 要 求 wlnpol/2r 之 1. 差 一 m? 的 符号 在 这 里 并 不 重要 , 因 
为 (119.18) 式 的 虚 部 在 超出 其 精确 性 的 范围 外 也 总 能 得 到 . 

重 正 化 传播 子 必 定 在 到 = m? 有 一 个 简单 极点 . 我 们 看 到 , (119.18) 只 在 
如 下 规范 中 满足 这 个 条 件 


(119.18) 


DW = 3D (119.19) 


(所 以 ao = 3). 于 是 费 曼 积 分 的 正规 化 (为 防止 其 在 上 限 的 发 散 ) 将 不 要 求 采 
用 有 限 的 “光子 质量 ”. 在 其 它 规范 中 , 光子 的 零 质量 将 在 到 = 了 7 产生 一 个 
分 支点 , 而 不 是 简单 极点 , 为 了 消除 这 个 “效应 ”, 需要 有 限 的 参量 入. 
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在 $117 中 计算 电子 的 形状 因子 时 , 我 们 碰 到 过 当 虚 光子 频率 小 时 积分 发 
散 的 问题 . 这 个 发 散 和 8$98 中 讨论 的 红外 灾变 有 紧密 的 联系 , 在 该 节 还 曾 指出 ， 
任何 包含 带电 粒子 过 程 的 截面 (包括 用 如 图 (117.1) 表示 的 电子 被 外 场 的 散 
射 ) 本 身 是 没有 奇异 性 的 , 只 有 当 考 虑 同时 发 射 任何 数目 的 软 光 子 时 除外 . 在 
8122 我 们 将 看 到 所 有 的 发 散在 总 截面 中 是 互相 抵消 的 , 其 中 包括 发 射 软 量子 . 
当然 , 这 里 为 得 到 正确 的 结果 , 必须 在 求 和 的 所 有 截面 中 以 相同 的 方式 对 发 散 
积分 作 初 始 的 “截断 ”. 

在 §117 中 , 这 个 截断 是 借助 于 虚 光 子 的 虚拟 有 限 质 量 和 来 实施 的 . 因此 
现在 我 们 必须 以 如 此 方式 改变 898 中 的 公式 , 使 得 它们 能 够 描述 发 射 有 非 零 
质量 软 “ 光 子 ” 的 过 程 . 

为 推出 (119.17), 并 没有 必要 作 重 复 的 计算 .在 (119.9) 中 的 Inp 项 是 由 假设 p> 


得 到 的 , 它 允 许 取 极限 和 一 0. 而 ln(Mm) 项 则 是 由 对 重 正 化 积分 作 减 除 产 生 的 , 在 原始 
的 积分 (119.2) 中 并 不 存在 . 容易 看 到 , 减 除 对 Inp 项 没有 任何 影响 . 
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形式 上 , 这 样 的 光子 是 一 个 自 旋 为 1 的 “矢量 ”粒子 , 其 自由 场 在 814 已 
经 讨论 过 . 这 样 的 粒子 用 一 个 四 维 矢 量 的 销 算 符 描述 


1 ns 3 ae ikz 
Wb = Vx > ee +ét,el ehr), a=1,2,3; (120.1) 
ka 


为 了 使 其 可 用 于 光子 情形 , 这 里 的 标记 和 归 一 化 都 与 (14.16) 式 不 同 . 
“光子 ”(120.1) 与 电子 的 相互 作用 可 用 与 真光 子 同样 形式 的 拉 格 朗 日 描 





述 : 

—ejry,, (120.2) 
势 A, 换 成 孙 ,. 于 是 发 射 有 限 质量 光子 过 程 的 振幅 由 通常 的 费 曼 图 规则 给 
出 , 唯一 的 区 别 是 

人 (120.3) 


并 且 对 发 射 光子 极 化 的 求 和 必须 对 三 个 独立 的 极 化 进行 (两 个 横 的 , 一 个 纵 
的 ) 而 不 是 如 通常 光子 那样 仅 对 两 个 方向 进行 . 这 等 价 于 对 非 极 化 粒子 的 密 
度 矩 阵 求 平均 | 本 

Puv 一 3 (9 = 和 (120.4) 


(参见 (14.15) 式 ), 然后 乘 以 3. 
“有 非 堆 质量 光子 ”的 传播 子 为 


4 kk, 
Dw = ss (0 ) 


(参见 (76.18) 式 ), 但 在 有 规范 不 变性 的 情形 , 实际 散射 过 程 的 振幅 与 光子 传播 
子 的 纵向 部 分 无 关 , 而 且 这 个 性 质 并 不 是 横向 部 分 形式 特殊 选择 的 结果 . 因此 
括号 中 的 第 二 项 可 以 略 去 , 留 下 与 通常 光子 相同 类 型 的 表示 : 
4 
pe RE 9 (120.5) 

如 在 $117 与 8119 中 曾 用 过 的 一 样 . 

现在 我 们 来 考虑 软 光子 的 发 射 (在 898 中 解释 的 意义 上 ). (98.5) 与 (98.6) 
式 的 推导 方法 可 应 用 于 现在 的 情形 , 唯一 的 区 别 是 在 电子 传播 子 的 分 母 中 平 
方 (p 土 k)? 的 展开 里 要 加 上 k? = X? 的 项 . 于 是 代替 (98.6) 式 , 我 们 有 ， 
De 2 ad3k 


ES LO 
PE+A/2 pk— AX/2) dn2w’ 


其 中 deal 为 没有 软 光子 发 射 的 同样 过 程 的 截面 , 这 个 过 程 通常 称 为 “弹性 过 
程 " ,在 对 dp 的 积分 中 , 重要 区 域 为 |k| ~ 入 的 范围 . 于 是 p'k ~ pk > 和 2, 所 


do 一 doel "© 
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以 分 母 中 恕 项 可 以 忽略 . 对 光子 极 化 的 求 和 可 用 (120.4) 进行 , 如 已 经 描述 过 
的 . 采用 所 声称 的 近似 , (120.4) 式 的 第 二 项 对 截面 没有 贡献 , 剩 下 包 


之 
(2 PY dk 
do = —doe':e ( 吉 2 ja (120.6) 
于 是 我 们 回 到 了 (98.7) 式 , 但 是 w 现在 必须 取 为 
= Vk2 + 和 2. (120.7) 


(120.6) 式 完 全 是 普遍 的 : 它 可 应 用 于 弹性 与 非 线 性 两 种 情形 , 甚至 还 有 粒子 
类 型 改变 的 情形 . 进一步 对 dk 的 积分 依赖 于 四 维 矢 量 p 与 p', 即 基本 散射 过 
程 的 性 质 . 

我 们 来 考虑 弹性 散射 的 过 程 , 对 此 


jp| Ip'l, < 一 E ， 
我 们 来 确定 发 射频 率 小 于 某 个 wmax 的 光子 的 总 概率 , 作 如 下 假设 
wmax 之 入 ， (120.8) 


而 wmax 为 由 发 射 软 光子 理论 成 立 的 条 件 (98.9) 与 (98.10) 所 控制 的 上 限 . 我 
们 先 在 非 相 对 论 极 限 计算 对 d3k 的 积分 . 由 于 |p| = |p'| < m， 


(而 _ 二 ) ~ (ok 7 
(p'k) (pk) mw m2w? 
其 中 g ==p' 一 p. 对 上 的 方向 积分 给 出 

4rg2 / Ek 

m2w? (i 1 
于 是 , 由 (120.6) 式 ， 


mor k2d|k| 
sa - (k? + X2)3/2， 


或 , 在 假设 wmax/ 和 沁 1 下 积分 后 得 到 ， 








Smax _ 5) ,gm. (120.9) 





入 6 


@ 开始 可 能 对 在 作 平 均 前 略 去 X? 项 的 正确 性 有 怀疑 , 因为 它 发 生 在 (120.4) 式 第 
二 项 的 分 母 , 但是, 我 们 可 以 容易 直接 证 明 , 平均 来 说 , 这 一 项 给 出 的 贡献 为 ~ 入 .1/X2， 
这 是 可 以 略 去 的 . 


2a q? 
do = doel: x ma @a 
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在 普遍 的 相对 论 情 形 , 积分 用 (131.4) 计算 . 于 是 对 角度 的 积分 为 


dok | do 
(pk)(p'k) -/ | [(pk)z + (PE)(1 — 2)]2 
或 , 取 p=(e,p) 与 p = (se,2) 对 标量 积 作 展开 ， 


dox 
= 人 /ae/ 区 k: pz 十 mL 一 z)]] > 
现在 里 面 的 积分 容易 在 极 轴 沿 矢量 pz 十 p'(1 一 x) 方向 的 球 坐 标 中 进行 , 给 出 


六 47dz 4ndz 
人 (sw)2 一 [pz 十 p'(1 一 z)]2kp2 | [m2 + g2z(1 — x)]k? + e2A2 


其 它 两 个 积分 , 分 母 中 有 (pk)? 与 (pk)?, 可 由 此 通过 取 9g = 0 推出 . 还 用 到 公 
式 
pp =e —p:p = m+gq/2, 


-ef + kd|k| 
Vk?2 十 和 2 
0 十 g2/2 m2 
| [m2 十 g2z(1 一 2)]j22 十 E2X2 m2k? 十 E2》X2 | doa 4049, 


我 们 得 到 





对 d|k| 的 积分 要 求 计算 如 下 形式 的 积分 


ma k2d|k| 
/ (ol? + MVR 
1 [f° d|k| A ms d|k| 
“ao VE+XY ajo (ok?+MN)VEI + 
i Wi EF dz 
A ajo (ozz+1)Vz22 十 1 


在 第 二 个 积分 中 , 我 们 已 经 对 |k| 取 为 Az 并 用 无 穷 大 代 苦 上 限 wmex/ 和 ; 这 是 
允许 的 , 因为 这 个 积分 是 收敛 的 . 

在 (120.10) 式 中 出 现 的 对 dz 的 积分 不 能 完全 借助 于 初等 函数 表示 . 结果 
可 写成 如 下 形式 





2w 
dog=a r ( 芝 )m 十 Pi] doel， (120.11) 


' 514 第 十 二 章 辐射 修正 





其 中 
F(€) = 2 全 (十 VE 十 5- 二 (120.12) 
Ei fE2 十 


2e 1 < 二 + 四 _ 2m2 me fg nl+tvi-o 
nlp| m a Va |! 


尘 [mm + qz(l — z)]. 


Fi = (120.13) 


如 果 假 设 不 仅 e 光 m 而 且 lq| > m, 即 散射 角 不 是 很 小 , 我 们 就 可 以 得 到 
极端 相对 论 情形 的 一 个 渐 近 表示 . 于 是 在 (120.13) 式 积分 中 z 值 的 重要 范围 
是 使 得 a < 1 的 区 域 ; 作 适 当 的 近似 给 出 

Fo gq’ 9 ney, oe /人 二 0 一 dn Z) 
2r 


2re2 a x(1 一 2) 


此 积分 在 a ~ 1 处 截断 , 即 下 限 在 z ~mm2/g2, 上 限 在 1 一 z ~ m2*/q*. 因此 


这 个 公式 精确 到 对 数 的 平方 级 (以 双 对 数 精确 性 ). 到 同样 的 精确 程度 , (120.11) 
式 的 第 一 项 作 如 下 选取 是 足够 的 


F(€) ~ 和 Int £>1. 


_ 2a[, g ， Wmax 1 » 人 2 、 ，2 
do 一 - 上 和 -了 二 In 4 i doa, q >>m’. (120.14) 


@ 函数 F(é) 在 98 的 习题 中 已 经 出 现 过 .这 并 不 奇怪 , 因为 (120.11) 式 可 以 通过 将 
发 射 零 质量 光子 的 截面 (98.8) 对 dw 从 入 到 wmax 积分 以 对 数 精确 性 推出 . 
如 果 将 上 换 成 变量 0: € = sinh 30, 则 有 


F(0) = -( coth0 — 1). (120.12a) 
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在 对 外 场 的 前 两 级 近似 中 , 一 个 电子 的 散射 可 用 下 面 两 个 费 曼 图 表示 


19 q2=p'—f| Iq=f—p 
人 入 pn (121.1) 
p ed p p=p+qg 了 
其 中 第 一 个 图 对 应 880 考虑 的 振幅 Mt ~ Ze2. 第 二 级 近似 的 振幅 为 M(2) ~ 


(Ze?)}. 
容易 看 到 , 与 此 同 级 的 项 从 辐射 修正 也 可 产生 的 . 在 微 扰 论 的 第 三 级 , 对 
散射 振幅 的 辐射 修正 用 如 下 费 曼 图 表示 








(121.2) 
M(3) 
这 里 MG) ~ Ze2.e2, 以 及 MG) ~ MQ) (如 果 2Z ~ 1 的 话 ). 
按照 (64.26) 式 , 散射 截面 为 
d jf 
do = IM + MA + MIP es (121.3) 


在 平方 振幅 中 我 们 可 以 保留 的 不 只 有 |M$P, 还 有 M42 与 M8 之 间 以 及 
Mj 与 MW 之 间 的 干涉 项 . 于 是 给 出 截面 , 到 es 级 , 为 如 下 求 和 


do = dot) + do(2 十 dorad, (121.4) 
其 中 do( 为 一 级 玻 恩 近似 的 截面 (880), 修正 为 


(2) _ (1) 1r(2)*_do- 
do®) = 2ReM Mf" Te 
(121.5) 


* do 
dorad = 2ReM ti ME) I 
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由 8$80， 
Mb = |el(z3you)5(g)， (121.6) 


其 中 5(g) 为 恒定 外 场 (6 = A489) 的 标量 势 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 已 经 用 到 电子 
电荷 为 e = 一 |e| 这 个 事实 . 
(121.5) 的 两 个 表示 式 明 显 地 可 以 独立 计算 . 第 一 个 我 们 现在 讨论 , 而 第 
二 个 在 8122 讨论 . 
第 二 级 近似 的 振幅 由 图 (121.1) 给 出 , 为 如 下 积分 
a f+ ; d” 
MD = -0 | {a uD)) stp ~ 1) of PE; (1217) 
恒定 外 场 的 “四 维 动量 "al = 一 p 与 qg2=2' 一 了 没有 时 间 分 量 . 因此 
fo=e=e, (121.8) 


其 中 e 与 e' 分 别 为 初 态 与 终 态 电子 的 能 量 , 它们 在 弹性 散射 中 是 相同 的 , 
在 一 个 稳定 电荷 Z|e| 的 纯 库 仑 场 中 ， 
$(g) = a 
对 这 个 位 势 , 积分 (121.7) 是 对 数 发 散 的 ( 当 了 pp 与 了 Xp' 时 ). 这 个 发 散 是 
库仑 场 特有 的 , 它 是 由 于 场 在 大 距离 上 豪 减 得 很 慢 而 产生 的 . 其 起 源 最 容易 从 
非 相 对 论 情 形 看 出 . 按照 第 三 卷 (135.8) 式 , 一 个 电子 在 库仑 场 中 的 波 函 数 的 
渐 近 形式 球面 波 eilpzlr/r 的 系数 为 





f(0) exp (= ln pr 


这 个 系数 也 是 电子 在 此 场 中 的 散射 振幅 , 我 们 看 到 其 相位 包含 有 一 项 在 r 一 co 
时 发 散 的 项 . 当 散 射 振幅 按 Za 级 数 展开 时 , 这 一 项 引起 展开 中 从 第 二 项 以 上 
所 有 的 项 都 发 散 (因为 函数 f(9) 与 Za 是 成 正比 的 ). 在 相对 论 情形 , 自然 也 有 
类 似 的 情况 . 

这 些 论据 还 表明 , 发 散 项 在 计算 散射 截面 时 必须 相 消 , 在 散射 截面 中 振幅 
的 相位 是 不 重要 的 . 正确 计算 的 最 简单 方法 是 先 考虑 在 一 个 屏蔽 的 库仑 场 中 
的 散射 , 取 
$(gq) = 2 
其 中 引信 一 个 小 的 屏蔽 常数 5 < lp|. 这 可 以 消除 散射 振幅 中 的 发 散 , 我 们 可 
以 在 截面 的 最 后 公式 中 取 6 = 0. 

@ 这 里 必须 用 到 涉及 外 场 的 费 曼 图 规则 , 见 877 的 第 8 条 规则 . 


(121.9) 
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将 (121.9) 代入 (121.7) 式 , 我 们 有 
MD = -2Z2a2(p)[ee 十 四 下 十 Yu 人 


其 中 采用 标记 
有 | 
[(p’ — f)? + 62][(f — p)? + 62]lp? — f2 + io] 
fdf _ p+p 
.= / (+o p+ to 3 
pP = 一 m? = pp”, 并且 积分 J 对 p 与 p' 是 对 称 的 ; 从 矢量 的 对 称 性 考虑 很 
直接 明显 地 得 出 : 矢量 J 必定 平行 于 p 十 p'. 现在 用 如 下 方程 消去 矩阵 7 


(121.10) 


ypu=(ye-mu, YY:p =VYe—m), 
我 们 得 到 
M 有 二 -~ 227070(p )Y el + 7) + m( — J)u(p). (121.11) 


为 继续 计算 , 我 们 (如 在 §80 那样 ) 从 双 旋 量 振 幅 ww 与 w 变 到 三 维 旋 量 ww 
与 w', 并 按照 (23.9) 与 (23.11) 式 来 让 它们 互相 对 应 . 直接 相 乘 给 出 


Uu=w {e+m)—(e—m)cos0+iv.o(e — m)sin0}w, 
yu=w {et+m)+(e mm)cos0 — iv.o(e —m)sin0}w, 


其 中 二 nxn/sin0, n= p/pl,n’ = p'/p'|, cos09 = n.n'. 于 是 振幅 (121.11) 
可 写成 和 


M = 4xw” (A + BO .art 
A = a20{l(e 人 
十 [(E 十 mm) 一 (E 一 mm)jcosblm(w — J2)}, (121.12) 
B® = 5320 (e — m)sinble(Ji + 12) —m(h — J)]. 
采用 相应 的 标记 , 第 一 级 近似 的 散射 振幅 为 

M 0 = 4rw"* (A + By .eu 
A = [CE ey (121.13) 
BW = -ie — m) sin 0， 


QD 4 与 B 的 定义 与 $37 以 及 第 三 卷 8140 中 的 一 样 ,而 与 880 中 的 相差 一 个 因子 . 
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其 中 q=p' 一 p. 
散射 截面 与 极 化 效应 可 利用 第 三 卷 8140 的 公式 借助 于 量 4 = A(D + 4) 
与 = BW + BC2) 表示. 例如 , 非 极 化 电子 的 散射 截面 为 


do = (|Al? +|B|?)do' = dc +2(A(VReA® -iiB(0ImB(2))do/. 
作 代 换 (121.12) 与 9 通过 直截了当 的 计算 得 到 


ZF303 20 
om (1- vsin? 3) Re(o 十 .2) 十 Re(h — 及 | : 
(121.14) 


其 中 vw = p/e 为 电子 速度 而 6 为 散射 角 . 电子 由 于 散射 而 被 极 化 , 终 态 电子 的 
极 化 天 量 为 


do(2) = 一 do/ 


二 2Re(AB*) ， 2(4UReB0) — iB(WImA®)) 
[A +|Bl 4+ 1BDE 


或 者 , 作 代 换 (121.12) 与 (121.13), 给 出 


4Zamp” sin’ (6/2) cos(0/2) 
Ne? 1— v2sin? (0/2) 


现在 来 计算 积分 厂 与 见 . 这 更 容易 的 是 采用 参量 化 方法 (131.2) 来 做 . 于 
是 积分 厂 变 为 


of ff Ts 
二 i 了 )2 + 2]é2 十 [所 一 22 — i0é3}3 


对 dés 的 积分 消去 了 8 函数 , 然后 简化 分 母 给 出 


和 a | dsfdédé 
i102 


~ T82(é1 十 名) 十 2D2(261 + 2€2 一 1) 一 27(6D + é2p)+ f2—i0}3 
用 一 个 新 的 变量 有 = 了 -6p' 一 &2p 代替 f, 我 们 可 将 对 d3f 的 积分 简化 为 如 


下 形式 
/i 
(Rk2—a?2—i0)3 4a3’ 


i yp [nm 
dé1dé2 


“PT 2 +1) + pp — 62(€ + 6&2) — O73 


v, 


C' = Im( — Ja)v. (121.15) 


因此 
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我 们 用 对 称 组 合 z= 避 十 名 与 了 = 各 一 名 代替 对 与 名 .对 dy 从 0 到 z 的 积 
分 是 初等 的 , 给 出 





7 in2 人 Zd7 
下 gE 太 
2|pls Jo 82 52 a 
be 25 +1 三 #0| |(1 一 2 一 襄 一 i0| 
| p? ( ) pp? 
其 中 ce 
_Pp+pp .20 
六 三 2p7 = COS 7 


为 了 计算 当 6 一 0 时 对 dz 的 积分 , 我 们 将 积分 区 域 分 成 两 部 分 : 


1 一 6 1 3 
[ az dot / “dz, 1 六 0 六 一 . 
0 0 1—651 I\p| 


在 第 一 个 积分 中 我 们 可 取 8 = 0; 于 是 中 


Dp 1 (1 一 2)? 1 33? 
| = 天 一 一 | 一 一 十 迹 | . 
/ ‘77 3 | + 


在 第 二 个 积分 中 , 我 们 可 到 处 取 z = 1 除了 分 母 的 第 一 个 括号 中 的 (1 一 z)2 与 
5 = 二 0 项 . 因此 人 @ 


1 1 1 dz/ 
.dz 一 一 -一 2 
Ee 和 | (22 — 82/p? — i0)/2 
1 dz” ,fn QZ- 
1-b 人 (z/2 — 62/p2)1/2 十 | (82 /1p2 一 z/2)172 


二 1 2|pl81 .x 
一 el 8 + 这 | 


将 两 个 积分 相 加 , 3: 如 应 该 那样 消失 , 留 下 


iw (2 
= pl snat072) In ( s sin 5 (121.16) 
积分 Jo 用 类 似 方 法 计算 : 
311 .2 
二 5 (121.17) 


4|2|3 cos? 5 sin 5 2|2|3 cos? 5 


Q i0 项 是 从 避免 奇异 性 的 规则 来 的 , 它 给 出 对 数 的 宗 量 在 0 与 1-51 间 的 改变 , 即 
当 我 们 从 分 支点 下 面 通 过 时 从 0 到 -x 的 改变 . 
网 @ 这 里 仍然 是 避免 奇异 性 规则 给 出 当 我 们 从 被 开 方 的 正 值 走 到 负 值 时 平方 根 的 
号 . 
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现在 我 们 仅 须 将 这 些 表 示 代 入 (121.14) 与 (121.15), 得 到 最 后 结果 为 





3 
(2) _ (1- sin 5 do/， (121.18) 
3 
4|2|3 sin 
sin3 ln sin 
22Z 5 本 
4 2 2 zy (121.19) 
E2 0 
《 — v2 8in? ) cos5 


(W. A. McKinley, H. Feshbach, 1948; R. H. Dalitz, 1950). 

在 第 一 级 玻 恩 近似 , 电子 和 正 电子 的 散射 截面 是 相同 的 (在 相同 外 场 中 ); 
在 第 二 级 近似 中 , 这 个 对 称 性 不 再 出 现 . 在 正 电子 (电荷 为 +|e]) 的 散射 中 , 一 
级 近似 的 振幅 (121.6) 有 相反 的 符号 , 但 是 MA 人 的 符号 不 变 . 因此 截面 do 人 2)， 
作为 Mj 与 M6? 干涉 项 将 变 号 . 极 化 矢量 的 表示 式 (121.19) 也 是 同样 的 情 
况 . 因此 , 通过 形式 上 的 变换 2 一 -2Z, 电子 散射 的 公式 就 整个 都 转换 为 正 电 
子 散射 的 公式 . 
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现在 , 我 们 来 计算 电子 在 外 场 中 散射 的 辐射 修正 (J. Schwinger, 1949). 散 


射 振幅 的 对 应 部 分 用 (121.2) 的 两 个 费 曼 图 表示 , 第 一 个 图 对 振幅 的 贡献 为 


(Wu) ED(-g) .es(g) 


其 中 P(-9g2) 为 对 应 于 图 申 国 的 要 化 外 和 第 二 个 图 的 贡献 为 
—(& /Au)es(g), 
其 中 49 为 顶 角 算 符 (Tr = y+ 十 A+) 的 修正 项 ; 按照 (116.6)， 
=7[lf(-q) -1 二 oorgvg( 一 92) 
将 这 两 个 贡献 相 加 , 我 们 有 包 
MK) = (Wy Qraau)e $(q), 
Ga(g) = -的 -1— P(g)+ (9) (122.D) 
我 们 先 考虑 在 形状 因子 f(-q?) 以 及 在 散射 振幅 (122.1) 中 的 红外 发 散 . 


在 898 已 经 提 到 , 纯 弹 性 散射 振幅 的 精确 值 为 零 , 即 它 是 没有 意义 的 . 物理 上 
十 注意 ， 如 q+ = (0, gq), 则 dr 三 (0, —q), 因此 aogv 三 -70g. 了 . 
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唯一 有 意义 的 东西 是 定义 为 可 以 发 射 任何 数目 软 光 子 过 程 的 散射 振幅 , 其 中 
每 个 光子 的 能 量 都 小 于 一 个 特定 值 wmax, 此 值 为 满足 软 光 子 理论 成 立 条 件 的 
最 大 值 . 也 就 是 说 , 只 有 求 和 


Wmax 1 Wm ex Wmax 
do = doel 十 doel 上 dzw 十 dcoa 可 da [ du 十 …， (122.2) 
0 "J0 0 


是 有 意义 的 , 其 中 doel 为 不 发 射 光 子 的 散射 截面 , 而 dw 为 电子 发 射 一 个 频 
率 为 w 的 光子 的 微分 概率 . 这 里 假设 dow 本 身 是 作为 微 扰 论 级 数 来 计算 的 ， 
即 作 为 a 的 级 数 展 开 .@ 因 此 , 将 (122.2) 中 a 的 每 一 级 的 项 代入 , 我 们 就 可 得 
到 dc 作为 a 的 级 数 展开 , 其 中 每 一 项 都 是 有 限 的 . 

在 一 级 玻 因 近似 , doel ~ a*. 当然 , 这 项 有 一 独立 的 意义 . 然而 如 果 考 虑 
对 doe 的 下 一 级 修正 (~ 3), 我 们 还 必须 包含 求 和 (122.2) 中 的 第 二 项 : 因为 
dww ~ Qa, 乘 以 doel ~ a? 同样 给 出 一 个 ~ os 的 量 . 我 们 将 表明 , 当 这 两 个 量 
相 加 时 红外 发 散 将 消失 . 

在 形状 因子 f (117.17) 中 的 发 散 项 为 @ 


a /lql m 
振幅 (122.1) 中 对 应 的 项 为 
3Fln ~. (可 ?0u)eg(g)， 
而 在 截面 (121.5) 中 





7 
doinfra ~ —aF ln ~ :|ry ues a) 1 
与 玻 恩 截面 比较 | 
(1) — [737/012 人 
do “= IY wl je 外 g)| To 
我 们 求 出 
doinfra = ~aFln ~ .do(). (122.3) 
(122.2) 式 的 第 二 项 , 采用 (120.11) 的 / dw, 给 出 
PE he 2wmax ,01) 
Oel , dt = aF ln a do. (122.4) 


了 在 概率 dw 中 需要 考虑 的 辐射 修正 由 wmax 的 值 控制 ; 极限 w 一 0 对 应 经 典 情 
形 , 这 时 辐射 修正 为 零 ,所 以 , 通过 取 足 够 小 的 wmax, 总 可 以 使 辐射 修正 很 小 . 
@ 此 表示 式 容易 利用 如 下 关系 证 实 : 
lq _1-¢€ 
m VE 
这 是 jg| 与 (117.17) 式 所 用 的 量 上 之 间 的 关系 . 
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最 后 , 将 (122.3) 与 (122.4) 相 加 , 我 们 得 到 





一 dct .aF (22 lq| 1 ) in- 一 (122.5) 


我 们 看 到 , 软 虚 光子 (|k| ~ 和 ) 对 发 散 的 贡献 和 发 射 相 同类 型 实 光 子 对 发 
散 的 贡献 相互 抵消 了 . 在 其 它 任何 散射 过 程 中 也 发 生 类 似 的 结果 . 

散射 截面 还 与 wmax 有 依赖 关系 , 这 是 由 于 wmax 出 现在 散射 作为 一 
发 射 任何 数目 软 光 子 的 过 程 的 定义 中 . 这 种 过 程 的 截面 自然 将 随 光 子 频 率 上 
限 减 少 , 我 们 将 这 些 光 子 的 发 射 看 成 是 属于 该 散射 过 程 的 . 

现在 我 们 来 确定 散射 截面 的 完全 的 辐射 修正 . 按照 标准 的 规则 ( 见 (65.7)) 
进行 , 对 初 态 电子 平均 并 对 终 态 电子 求 和 我 们 求 出 截面 


dc = do(Y + dorad = |e ln + m)(y" + YQrad) 
x (Np +m)( + Taay)} -5 3 7: (122.6) 
按照 (122.1)， 
Qrad 三 0 十 拉 :9， Oro =7 Qiay 4 9， 
a=f(-q)-1-— P(e )， b= 9(-g ). 
到 与 a 与 成 线性 的 项 , (122.6) 的 迹 为 
tr .}=2 (e — 9) (1 + 2a) — 2b6mg”. 
因此 
dorad = 2 {aCe 一 1 一 二 P(g ) - mq) dao, (122.7) 


其 中 dot 为 非 极 化 电子 散射 的 玻 恩 截面 (80.5), 形状 因子 f 加 了 下 标 和 是 为 
了 明显 地 表明 是 在 光子 质量 和 处 截断 的 ， 

现在 我 们 只 需要 在 (122.7) 式 中 加 上 发 射 软 光 子 的 截面 . 如 果 我 们 将 办 
写成 如 下 形式 : 


fA(-q)=1-— 7F (2 加) ~ + QF,, (122.8) 


那么 由 (120.11), 这 个 相 加 简单 地 意味 着 将 (122.7) 中 的 有 换 成 





ju = 上 去 (到 ln 2 十 本 十 QF2. (122.9) 
max 
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通过 此 改变 , (122.7) 式 给 出 了 最 后 的 答案 . 
在 非 相 对 论 极 限 , 我 们 有 包 





Ga? m 11 
fi (n + 引 ) ,<m. (122.10) 
HAaXx 


外 场 的 特殊 形式 只 是 通过 do(? 才 出 现在 对 截面 的 辐射 修正 中 的 ; 在 
(122.7) 式 括号 中 的 因子 是 通用 的 . 在 非 相 对 论 近似 ， 


dorad = —do!. < I 2 ， qm (122.11) 
lL 2wmax 30 


此 式 包 括 (122.7) 式 中 所 有 项 的 贡献 . 在 相反 (极端 相对 论 ) 的 极限 , 主要 贡献 
仅 来 自 上 一 1 中 的 项 : 


(1) . 22 
区 


q’ E 2 2 
lIn 7 ln 有 Q” 六 7“ . (122.12) 





dorad = —do 


最 后 , 可 以 指出 , 这 里 考虑 的 辐射 修正 并 不 引起 任何 附加 的 极 化 效应 , 而 
这 种 极 化 效应 在 一 级 防 恩 近似 中 是 不 存在 的 (与 $121 中 讨论 的 二 级 玻 恩 近 似 
不 同 ). 原因 在 于 一 级 玻 恩 近似 的 这 个 特殊 性 质 根本 上 是 由 于 5 矩阵 是 厄 米 的. 
而 这 个 性 质 即使 在 考虑 以 上 描述 的 辐射 修正 时 是 仍然 保持 的 , 因为 在 此 近似 ， 
在 散射 道中 没有 实际 的 中 间 态 (所 以 么 正 关系 的 右边 为 零 ). 人 @ 
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辐射 修正 使 一 个 电子 在 外 场 中 束缚 态 能 级 产生 一 个 位 移 , 称 为 兰 姆 移 位 . 
这 个 类 型 中 最 有 兴趣 的 情形 是 氨 原 子 (或 类 氢 离 子 ) 的 兰 姆 移 位 .@ 
@ 此 式 与 非 相对 论 公 式 (117.20) 的 区 别 为 有 如 下 变化 


ln 和 一 ln 2wmax = 5/6. 


@ 对 于 只 在 二 级 微 扰 论 近似 出 现 的 过 程 的 辐射 修正 的 计算 是 相当 繁 难 的 , 这 里 就 
不 给 出 了 . 我 们 只 简单 地 列 出 一 些 参考 文献 : L. M. Brown, R. P. Feynman，Phys， Rev. 
85.231, 1952 (光子 被 电子 散射 的 辐射 修正 ); 1. Harris, L. M. Brown, Phys. Rev., 105.1656, 
1957 (对 两 光子 对 淹没 的 辐射 修正 ); M. L. G. Redhead, Proc. Roy, Soc, A220, 219,1953, P， 
B. Ilonopnn, KOT®. 31.449, 1956; HI. H. Bomnn, KOTE. 35, 707, 1958 (对 阻尼 辐射 的 辐 
射 修正 ). 

名 氢 原 子 能 级 的 位 移 最 早 是 由 H. A. Bethe (1947) 用 非 相 对 论处 理 到 对 数 精确 性 
而 计算 的 ; 这 个 工作 对 后 来 整个 量子 电动 力学 的 发 展 提供 了 原始 的 动力 . 281/2 与 2p1y2 
能 级 之 差 ( 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近似 ) 是 由 N. M. Kroll 与 W. E. Lamb (1949) 精确 计算 
的 ; 能 级 移 位 的 完整 公式 则 属于 V. F. Weisskopf 与 J. B. French (1949). 
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求 能 级 修正 的 严格 方法 要 用 到 外 场 中 的 电子 传播 子 (8109). 但 是 , 如 果 
Za 人 <1, (123.1) 


就 有 可 能 用 较 简 单 的 方法 处 理 , 在 此 方法 中 将 外 场 看 成 一 个 微 扰 . 

在 对 外 场 的 一 级 近似 中 ,一 个 电子 与 恒定 电场 相互 作用 的 辐射 修正 , 可 用 
电子 在 这 种 场 中 的 散射 的 两 个 图 (121.2) 描述 ; 这 两 个 问题 的 相互 转化 至 多 只 
需要 一 个 简单 的 变换 即 可 ( 见 下 面 ). 

然而 , 容易 看 到 , 这 个 处 理 只 能 给 出 由 于 与 足够 高 频率 的 虚 光 子 相 互 作用 
产生 的 移 位 部 分 . 比如 , 我 们 考虑 对 电子 散射 振幅 的 下 面 的 辐射 修正 (看 成 对 
外 场 的 修正 ): 


(123.2) 





(与 (121.2b) 不 同 , 此 图 包含 两 个 外 场 顶 角 ). 在 对 d4 的 积分 范围 中 (其 中 ko 
足够 大 ), 这 个 修正 包含 Za 更 高 的 寡 次 , 因此 是 不 重要 的 . 但 是 这 个 图 中 的 第 
二 个 外 场 顶 角 将 带 入 又 一 电子 传播 子 G(f). 但 当 & 小 时 , 自由 端 p 与 p' 是 非 
相对 论 的 , 虚 电 子 动量 f 的 重要 值 为 靠近 传播 子 G(f) 极点 的 值 . 因此 出 现 的 
小 分 母 就 和 额外 的 小 因子 Za 相 消 . 同样 推论 明显 地 可 以 应 用 于 对 外 场 的 所 
有 阶 的 修正 . 于 是 在 低频 虚 光 子 时 , 外 场 必须 精确 考虑 . 

我 们 可 以 将 所 要 求 的 能 级 位 移 中 5E 分 为 两 个 部 分 : 


6E, = SE + SE (123.3) 


其 右边 两 项 分 别 代 表 和 频率 范围 为 (TD ko > x 与 (IT) ko < x 的 软 光 子 的 相互 
作用 ; x 的 选取 要 使 得 
(Za}*m x 人 <m (123.4) 


其 中 2Z2a2m 与 原子 中 电子 的 束缚 能 有 相同 量 级 . 于 是 在 区 域 1 一 级 近似 考 
虑 核 场 就 足够 了 . 在 区 域 II 核 场 必须 精确 处 理 , 但 是 为 一 方面 , 由 于 xz 贸 mn， 
我 们 可 以 在 非 相 对 论 近 似 下 解 这 个 问题 一 一 不 只 是 对 电子 本 身 , 而 且 对 所 有 
的 中 间 态 都 可 以 . 利用 条 件 (123.4), 两 个 计算 方法 的 适用 范围 有 重合 , 因此 有 
可 能 将 能 级 修正 的 两 部 分 作 精 确 的 “连接 ”. 


@ 在 这 一 节 , Es 用 于 标记 原子 中 电子 的 能 量 , 不 包括 其 静止 能 量 . 下 标 s 代表 确定 
原子 状态 的 所 有 量子 数 . 
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移 位 的 高 频 部 分 


我 们 先 考虑 区 域 I 这 里 , 在 去 掉 在 区 域 I[ 重要 的 虚 光 子 的 贡献 后 , 有 可 
能 将 修正 (122.1) 应 用 于 散射 振幅 . 这 对 形状 因子 9 只 有 小 的 贡献 , 因此 它 可 
以 保持 不 变 . 然而 , 由 于 红外 发 散 , 低频 虚 光 子 对 f 有 和 较 大 贡献 . 于 是 在 (122.1) 
式 中 的 f 必须 取 为 函数 f,, 区 域 ko < x 已 经 被 排除 了 . 

这 个 计算 可 以 直接 通过 对 区 域 ko < x 积分 的 f 作 减 除 来 完成 , 但 是 所 
要 求 的 结果 并 不 需要 重新 计算 , 利用 $122 的 结果 即 可 得 到 . 为 此 , 我 们 指出 ， 
扣除 ko < x 的 频率 可 看 成 一 种 红外 截断 的 方法 . 而 散射 截面 修正 的 结果 , 是 
应 该 和 所 用 的 截断 无 关 的 , 为 此 只 要 对 实 的 软 光 子 发 射 概率 用 同样 方式 截断 ， 
即将 “弹性 ”散射 概念 包括 发 射频 率 为 从 x 到 指定 的 wmax 的 光子 . 如 果 取 
wmax 一 x, 就 不 需要 明显 地 考虑 光子 的 发 射 . 因此 我 们 看 到 , f,, 可 从 $122 确 
定 的 f,, 通过 简单 地 将 wmax 换 成 x 来 得 到 . 特别 是 , 在 非 相 对 论 情形 

2 
a Be 3 (m 二 二 站) (123.5) 

我 们 现在 将 修正 (122.1) 变换 为 散射 振幅 , 这 可 通过 将 它 表 示 为 对 场 中 电 

子 有 效 势 能 相应 修正 的 结果 来 做 . 将 振幅 (122.1) 





一 e(w Qiad Pu) 


和 玻 恩 散射 振幅 (121.6) 


一 e(u* 5u) 
比较 , 我 们 看 到 修正 由 如 二 函数 给 出 (在 动量 表象 中 ) 
e886(q) = eQrad(q)5(9). (123.6) 
在 非 相 对 论 情形 , 由 (113.14) 与 (117.20) 取 刀 与 9g, 并 用 (123.5) 的 f, 代替 了， 
我 们 得 到 


2 
aq mm lil 1 Q 
55(g) = 14- 一 (mn 一 + 一 -1 上 + 一 0. 
(9) { ; (mm 如 + 六 3)+ rp | $(g). (123.7) 


在 坐标 表象 中 的 对 应 函数 68(7) 为 @ 








C m 11 1| ,0Q 
95(7) 人 5 十 区 一 i) AGEg(r) 一 FE VG(r). (123.8) 

了 我们 强调 指出 , 对 势 的 这 个 修正 和 §114 中 讨论 的 不 同 , 后 者 仅 包括 对 库仑 场 的 
真空 极 化 效应 (图 (121.2a)). 修正 (123.8) 则 与 场 和 电子 的 相互 作用 相关 联 , 它 还 包括 电 
子 运动 变化 的 影响 (图 (121.2b)). 
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能 级 位 移 5E41 可 通过 e586(7) 对 电子 在 原子 中 非 微 扰 态 的 波 函 数 平均 
来 求 出 , 即 为 相应 的 对 角 和 矩阵 元 : 史 





EQ 
SB = 于 


mm ll 1 ，eaQ 
2 ma ppp ye 3) (sIA®ls) —is (sy V8ls). (123.9) 


2x 24 


第 一 项 中 , 非 相对 论 电子 波 函 数 足 以 满足 平均 的 需要 . 但 在 第 二 项 中 , 这 
个 近似 是 不 够 的 : 对 非 相 对 论 函 数 的 零 级 近似 由 于 和 矩阵 中 无 对 角 元 而 等 于 
零 . 因此 我 们 必须 采用 §33 推出 的 近似 相对 论 波 函数 ， 


并 保留 小 分 量 x (在 标准 表示 中 ). 我 们 有 
WIV=P OX 一 X OO 
并 由 (33.4) 式 代 入 


六 Pp = -30 V9, 


利用 恒等式 (33.5) 并 分 部 积分 , 我 们 得 到 
(sy vals) = -5 jere ya vo) + (Ve +o)(o vslpjdsz 


= zi /e's ‘0p— 2io. pIVG x Vp]}diz. 


由 于 $= $(7)， 
7 
NM r dr’ 
J 1d5 
—ig:[VGE x Y] = -0b 


其 中 1= -ir x V 为 轨道 角 动 量 算 符 . 最 后 , 将 所 得 的 表示 式 一 起 代 人 (123.9) 
式 , 我 们 有 





5E(D = s), (123.10) 








3 3 
二 ma n 5 十 着 ) elAgle)+ a(s o 
其 中 两 项 的 平均 都 是 对 非 相 对 论 波 函 数 进行 的 . 


@ 严格 来 说 , 8117 定义 的 形状 因子 与 有 两 条 外 电子 线 (p? = pz2 = m2) 的 顶 角 算 
符 相 联系 . 对 原子 中 的 电子 , 能 量 Es 为 与 p 无 关 的 能 级 . 然而 在 区 域 1, 这 个 区 别 可 以 
忽略 . 
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移 位 的 低频 部 分 


为 计算 能 级 位 移 的 第 二 部 分 , 我 们 采用 一 种 根本 上 基于 人 么 正 性 条 件 的 
方法 . 

由 于 可 发 射 光 子 , 原子 的 激发 态 不 是 严格 的 稳定 态 , 而 是 准 稳定 态 . 可 以 
用 一 个 复 的 能 量 值 描述 这 种 状态 ， 如 果 w 为 此 态 的 衰变 概率 , 对 应 着 总 的 光 
子 发 射 概率 , 则 能 量 的 虚 部 为 be ( 见 第 三 卷 , 8134). 在 非 相 对 论 近 似 , 有 偶 
极 辐 射 , 并 且 由 (45.7) 式 


1 2 a 
Im8E, = —3ws 一 一 5 2 [dss' | (Es, ~ Es,) 


其 中 求 和 对 所 有 较 低能 级 (Es, < EE,) 进行 , 或 等 价 地 ， 


Ts 上 dy Yldssl (Bs Es)38(Bs Es —w). (123.11) 
3 Jo 本 


为 求 出 6E, 的 实 部 , 我 们 必须 将 E, 看 成 一 个 复 变 量 并 进行 解析 延 拓 . 为 
此 可 将 8 函数 处 理 成 源 自 极点 . 如 通常 那样 , 避免 极点 的 规则 是 在 虚 粒 子 的 
质量 上 加 一 个 负 的 虚 部 , 这 里 就 是 加 到 原子 中 间 态 中 的 电子 质量 ms 上 . 这 就 
是 ms =m 十 Es, 所 以 我 们 必须 取 


Es 一 个 Ey 一 i0, 


因此 


1 
bs Dm 9! | Ot mt ct 和 
Sd( Es — w)= Im PT (123.12) 


参见 (111.3) 式 . 
将 (123.12) 代入 (123.11), 我 们 求 出 


2 /™ (Es — Esa) 
Im8E, = Im 一 和 | 
四 m5 | Ey > | Bri 


所 要 求 的 解析 延 拓 现 在 可 以 简单 地 通过 略 去 符号 Im 来 得 到 , 但 是 我 们 从 56E。 
中 必须 只 取 来 自 频率 在 区 域 II(w < x) 的 贡献 的 部 分 . 为 此 , 只 需要 将 积分 上 
限 换 成 x. 积分 结果 为 


8Es™ = 元 区 并 do (Es — Es)3 In (123.13) 


ee 十 i0" 


由 于 不 等 式 (123.4), 差 Bs 一 Es 在 上 限 与 x 比较 可 忽略 . 今后 , 我 们 将 只 关心 
能 级 的 实 部 , 它 可 通过 用 x/|E。 - Es| 作为 (123.13) 中 对 数 的 宗 量 来 得 到 . 
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在 表示 式 (123.13) 中 , nx 项 可 通过 将 偶 极 和 矩 d = er 的 矩阵 元 换 成 动量 
p= 二 mv 及 其 微 商 Dp 的 矩阵 元 作 变 换 : 


2 
CE 
2 ds (Bs — Es) = —— 2 [psor P(E,, — E,) 
-27 2 Di)» * Ps’'s — Pss’ (Pp)s's}. 


现在 按照 电子 的 算 符 运动 方程 廊 = -eV6 对 轧 作 代 换 , 我 们 得 到 


>》, [dss'|* (Es 3 Es)” = nD (VY 5) 有 “2Ds's — Dss’ * (V 更 )s， s} 


二 2 — V6.pls) 





= 2 —- (SIA $|s). (123.14) 
因此 代替 (123.13) 式 , 我 们 可 以 写 出 
8ED = — SAG) m+ he (Es —E,)’ ns ET (123.15) 
总 的 能 级 移 位 


最 后 , 将 两 部 分 相 加 , 我 们 得 到 能 级 移 位 的 如 下 公式 : 


8E 本 再 的 六 用 人 2 
”3 2|E,- bE, 


十 





e3 1d5 
A (slo [3) (123.16) 


如 所 期 待 的 , 辅助 量 x 不 再 出 现 .% 
(123.16) 式 中 的 所 有 和 矩阵 元 都 是 对 原子 电子 的 非 相 对 论 波 函数 给 出 的 . 对 
氢 原 子 或 类 氢 离 子 , 这 些 波 咀 数 只 依赖 于 三 个 量子 数 : 主 量 子 数 mw 轨道 角 动 
量 1 及 其 分 量 m, 而 与 总 角 动 量 ; 无 关 ; 对 应 的 能 级 只 依赖 于 n. 引进 如 下 表 
达 式 @ 
m(Ze?)? 


Lni = Ta > (mm rnim) | (En — En)? In I ET (123.17) 
Q@ 确定 能 级 移 位 的 下 一 级 修正 包含 很 复杂 的 计算 .关于 这 个 修正 的 最 完整 的 综述 
与 系统 的 推导 以 及 相应 的 文献 , 由 G. W. Erickson, D. R. Yennie, Annals of Physics, 35, 271， 
447, 1965 给 出 
@r 的 矩阵 元 对 ;是 对 角 的 并 与 j 无 关 ; 因此 , (123.16) 式 对 s 的 求 和 简化 为 对 n, 1 
与 m 的 求 和 . 由 于 空间 各 向 同性 , 求 和 (123.17) 自然 也 与 m 无 关 . 
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能 级 正比 于 (Ze?)?, 原子 的 特征 长 度 正 比 于 Ze2, 所 以 (123.17) 式 定 义 的 Lni 
与 2 无 关 . 对 它们 可 以 进行 数值 计算 . 
我 们 将 ! = 0 情形 与 ! 关 0 情形 分 开 讨 论 . 当 ! = 0 时 , (123.16) 式 中 的 最 
后 一 项 为 零 . 在 第 二 项 中 , 我 们 利用 方程 
eA = 4n2e’6(7), 


核 的 库仑 位 势 就 满足 此 方程 . 由 此 
四 9 2 | 42(Ze nm 1=0, 
(nim|lA Glnim) = 4n2Ze’ wwnim(0)| = | 0 20 


(参见 (34.3)). 在 第 一 项 , 用 (123.17) 的 表达 式 和 (123.14) 式 ， 


几 3 有 2m(Ze?) 
2 [tmlrinOO) P(En — En)? = 275(n00|A GIn00) = 一 ~. 
这 给 出 s 谱 项 移 位 的 如 下 表示 式 (用 通常 单位 ): 
4mce?Z4o5 1 19 
bno 一 ”人 Eb (Za)? 十 Lno 十 3 (123.18) 
Lno 的 一 些 数 值 为 : 
n= 1 2 3 4 Co 


7no = —2.984 —2.812 一 2.768 一 2.750 一 2.721 


未 微 扰 的 能 级 为 ,= 一 me?(Za)?/2m2, 所 以 , 辐射 移 位 的 相对 大 小 为 
dE, 1 
ba ~ Zo0% ln i (123.19) 


当 1 关 0 时 , (123.16) 式 的 第 二 项 为 零 . 第 三 项 可 利用 §34 的 公式 计算 , 并 
得 到 能 级 移 位 与 数 ; 的 依赖 关系 , 结果 为 
47rmnc224a5 3I0+1)—il+1)—3/4 
37xn3 | ” 8 +1)(2+1) 
因此 , 种 射 移 位 解除 了 在 考虑 自 旋 轨 道 耦合 后 剩 下 的 最 后 简 并 , 即 有 相同 
n 与 ;但 1=j 土 ; 不 同 的 简 并 . 例如 , Lz21 的 数值 为 +0.030, 而 公式 (123.18) 一 
(123.20) 给 出 氢 原 子 的 2s1y2 与 2p1y2 能 级 之 差 为 





dEnt; = 





: 1 尖 0. (123.20) 


E20(112) — E21(112) = 0.41mc an ， 


对 应 于 频率 1050MHz. 
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在 8118 的 末尾 , 我 们 已 经 指出 , 电子 真空 极 化 在 jy 子 磁 矩 的 辐射 修正 (二 
级 近似 ) 中 起 着 重要 的 作用 . 这 在 4 氢 介 原子 (一 种 由 一 个 质子 和 一 个 儿子 
组 成 的 类 氨 原 子 系统 ) 的 辐射 移 位 中 更 是 如 此 (甚至 在 一 级 近似 中 ) (A. 工 . 
Lanxanns, Ui. H. IIoMepaHdyK，1952). 

在 8123 计算 通常 原子 的 能 级 移 位 中 , 我 们 特别 考虑 了 电子 真空 极 化 效应 
(图 (121.2a) 中 的 电子 圈 ). 假如 在 介 原 子 中 久子 的 真空 极 化 效应 也 作 类 似 处 
理 , 那么 整个 计算 就 可 以 应 用 于 这 里 , 只 要 简单 地 将 电子 质量 m = me 换 成 
子 质 量 my 即 可 . 由 于 能 级 的 相对 移 位 (123.19) 与 电子 质量 无 关 , 对 氢 介 原子 
应 该 得 到 相同 的 结果 . 

不 难看 出 , 电子 真空 极 化 效应 对 介 原 子 的 能 级 移 位 有 大 得 多 的 影响 , 因 
为 图 中 的 圈 换 成 电子 圈 意 味 着 jy 极 化 算 符 换 成 电子 极 化 算 符 ; 而 极 化 算 符 
P(o2) 对 非 相对 论 的 和 值 是 和 粒子 质量 平方 成 反比 的 . 因此 上 述 改变 将 使 效 
应 增 大 一 个 因子 (my/me)*, 正 是 这 个 贡献 确定 了 能 级 移 位 的 量 级 为 : 


oF m,\? 
疝 ~( 尘 ) ， 
或 者 , 比 通常 的 氧 原 子 要 大 四 个 量 级 .外 这 个 效应 的 起 源 可 以 更 清楚 地 看 出 , 只 
要 注意 到 库仑 位 势 被 真空 极 化 的 变形 一 直 扩 展 到 距离 ~ 1/me 的 范围 (8114). 
在 通常 的 氨 原 子 中 , 电子 离 原子 核 的 距离 为 1/(mea) 量 级 , 即 在 场 受 变形 主要 
区 域 的 外 边 , 而 在 介 氨 原子 中 子 处 在 距离 ~ 1/(mya), 它 处 于 变形 的 主要 区 
域内 . 
然而 , 为 了 精确 地 计算 介 原 子 中 的 能 级 移 位 ,对 极 化 算 符 不 可 能 采用 近似 
的 非 相 对 论 表 示 式 , 如 在 通常 原子 中 用 (123.7) 式 求 能 级 移 位 时 所 做 的 那样 . 
原因 是 在 介 和 氨 原 子 中 j 子 的 特征 动量 为 |pj| ~ amy. 对 于 于 而 言 , 这 个 动 
量 是 非 相 对 论 性 的 , 而 对 于 电子 则 是 相对 论 性 的 . 
因此 , 我 们 必须 对 被 电子 真空 极 化 变形 的 核 场 的 有 效 位 势 采 用 完全 的 相 
对 论 公 式 (114.5). 通过 对 原子 中 py 子 波 函数 平均 求 出 能 级 移 位 : 





En = —|el / wuldSG(r)dsz = 一 |e| / R?,(r)dG(r)r?dr, (124.1) 
其 中 Ri 为 ( 非 相 对 论 ) 库仑 波 函 数 的 径 向 部 分 . 对 一 个 核电 荷 为 Zle| 的 类 氢 
离子 , 函数 Ri(7) 只 是 通过 一 个 无 量 纲 组 合 p = Zamwr (以 库仑 单位 计量 的 


@ 由 于 类 似 的 原因 , py 子 真空 极 化 效应 对 通常 氢 原 子 能 级 位 移 的 贡献 则 相反 是 可 
以 忽略 的 . 
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距离 ) 依赖 于 ”. 利用 这 个 事实 并 代 人 (114.5) 的 55(7) (用 电荷 Zlel| 代替 el)， 
我 们 可 以 将 积分 (124.1) 变 为 如 下 形式 : 














__23 Me 
其 中 
Gu 人 (Z) | pdp / Rni(p)e ( 水 i ) 《2 4 
于 是 , 氨 介 原子 的 前 几 个 能 级 的 数值 计算 给 出 如 下 相对 移 位 : 
Bl -04X10 TB = -28x10, | .0 x 10-5. 


8125 束 线 态 的 相对 论 方程 


在 前 节 中 用 于 计算 原子 能 级 辐射 移 位 的 方法 不 能 用 于 对 解决 如 像 确定 电 
子 偶 素 能 级 修正 这 样 的 问题 , 这 种 系统 由 两 个 同等 的 粒子 组 成 , 其 中 任何 一 个 
粒子 都 不 能 看 成 是 作用 于 另 一 个 粒子 的 外 场 的 源 . 

解决 这 个 问题 的 系统 方法 , 是 基于 束缚 态 的 能 级 是 这 两 个 粒子 相互 散射 
的 精确 振幅 作为 它们 质心 系 总 能 量 的 函数 的 极点 这 一 事实 . 对 任何 一 个 离散 
能 级 , 电子 偶 素 可 以 看 成 为 一 个 有 一 定 质量 的 “中 间 态 ”, 它 能 够 在 电子 - 正 
电子 散射 过 程 形成 并 作为 其 一 个 阶段 , 而且 每 个 “ 单 粒 子 ” 中 间 态 有 散射 振幅 
的 一 个 极点 与 其 对 应 ; 这 些 极点 自然 处 于 参与 散射 的 粒子 的 四 维 动量 的 非 物 
理 区 内 . 

按照 (106.17) 式 , 精确 的 散射 振幅 将 精确 的 四 端点 顶 角 部 分 Pikm 与 粒 
子 的 极 化 振幅 % 组合 在 一 起 . 极 化 振幅 明显 地 与 极点 奇异 性 没有 联系 , 因此 ， 
更 方便 的 是 略 去 它们 , 专注 于 项 角 部 分 本 身 的 极点 , 即 如 下 函数 的 极点 


Tikim(p_, —p+; Pp-, —p4), (125.1) 


其 中 对 图 (106.12) 的 外 线 四 维 动量 的 标记 对 应 于 正 电子 被 电子 的 散射 . 

应 该 强调 指出 , 声称 极点 存在 是 对 精确 的 散射 振幅 或 精确 的 顶 角 部 分 而 
言 的 ; 在 微 扰 论 级 数 的 任何 单独 项 中 都 没有 极点 , 这 可 以 从 每 一 级 近似 的 费 曼 
图 只 包含 电子 线 (或 光子 线 ), 而 没有 属于 组 合 粒子 电子 偶 素 作为 一 个 整体 的 
线 这 个 事实 看 出 . 因此 可 以 得 出 结论 , 计算 靠近 极点 的 散射 振幅 应 当 包含 一 个 
图 的 无 穷 级 数 的 求 和 , 涉及 的 图 可 以 用 如 下 方法 确定 . 

在 微 扰 论 的 第 一 个 非 零 近似 (对 a 的 第 一 级 近似 ) 下 , 顶 角 部 分 (125.1) 对 
应 两 个 二 级 图 : 
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?一 p— 一 及 十 ?7- 
1?- 二 和 p+p+ 
(125.2) 
—p+ 一 p44 p— 一 24 
(a) (b) 
或 , 以 解析 形式 ， 
im = —e yym Duv(p— —p ) + ery, yh Dov(p- + p+). (125.3) 
在 下 一 级 近似 (对 a 的 第 二 级 近似 ) 有 十 个 四 级 图 : 
Pp p— 
D4 | < 
| | 
4-2?- 1 2- 一 2 区 
AN | 
9 一 D+ 一 2 
一 2 ed 入 一 p+ 
一 ?+ 
(a) (b) (c) 
(125.4) 


(e) (d) 


以 及 由 (125.4) 通过 交换 p_ 与 -ph 得 到 的 五 个 图 . 与 (125.2) 式 相 比较 , 所 有 
这 些 图 包含 一 个 额外 的 ez = a 的 寡 次 , 但 是 我 们 将 表明 在 图 (a) 中 这 个 额外 
的 小 寡 次 与 小 的 分 母 相 消 了 , 即 当 电子 与 正 电子 动量 很 小 的 情况 . 

所 有 的 量 在 质心 系 中 取 值 , 但 是 由 于 图 中 外 线 的 四 维 动量 并 不 假设 是 物 
理 的 ( 即 p? 关 m?), 在 这 个 系统 中 e+ 关 e-, 尽管 p+ = 一 p-. 于 是 这 些 四 维 动 
量 为 


2D- =(e_,p), p+ = (e+,—p), 
p 一 (e’, ) 2 (4 一 2 )， (125.5) 
64 一 2 十 E4. 
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在 电子 偶 素 中 电子 与 正 电子 的 束缚 能 为 ~ ma?. 因此, 在 我 们 涉及 的 散射 振 
幅 极 点 的 邻 域 ， 


四 ~ pl~ ma < m, 


le-—ml~let -ml~ p/m~ me, oe 
图 (125.4a) 的 顶 角 部 分 的 贡献 为 
Ti = 一 ie / (VG(q) Ya(y Glq 一 D- — pH) )pem 
xDaplg — Pp )Dpy(p- 一 qd) i (125.7) 


在 积分 (125.7) 中 , q+ = (go,g) 的 重要 范围 为 靠近 同时 是 两 个 G 函数 极点 的 地 
方 . 在 此 区 域 , |q| 与 |qo - mm| 是 小 的 , 电子 传播 子 为 


= 
yq —7Y:q+m _7+1 gq” . 
(gq) = 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ m+ , 
+m —m 2+i0 32 2 
(gg 十 mm)(go 一 mm) 一 9 (125.8) 





0 
G(g —p- —p+) ~ ~ 


一 gq? . 
—e_— tl, 
a E Ete 0| 


这 两 个 表示 式 的 极点 在 复 变 量 go 的 实 轴 的 相反 两 边 ; 靠近 在 上 半 平 面 ( 例 
如 ) 回路 治 这 个 轴 的 积分 路 径 , 我 们 可 以 从 在 对 应 极点 的 留 数 计算 对 dqo 的 积 
分 .结果 为 
(aif ad 
/ (g — 2p )*(p- 一 qh)2(2m — e- — er + q/m) 
于 是 , 利用 (125.6) 式 , 我 们 有 数量 级 为 


(ma ,于 

(ma)4ma2 m2a 
二 级 图 (125.2a) 对 也 的 贡献 ((125.3) 式 的 第 一 项 ) 有 相同 数量 级 , 并 且 这 证 实 
了 上 面 关 于 图 (125.4a) 量 级 小 的 论断 . 类 似 情 形 在 微 扰 论 所 有 更 高 级 的 近似 

中 都 会 出 现 . 

因此 , 靠近 极点 的 相关 顶 角 部 分 的 计算 要 求 对 具有 类 似 图 (125.4a) 内 线 
的 中 间 态 的 一 个 “反常 大 ”的 图 的 无 穷 序 列 求 和 . 这 些 图 的 一 个 典型 性 质 是 它 
们 可 以 在 端 p_, 一 p+ 和 端 双 , -ph 之 间 切 开 成 仅 由 两 个 电子 线 连接 的 部 分 .@ 
@ 对 于 图 (125.4c), 它 和 (125.4a) 的 区 别 只 是 电子 线 的 相对 方向 不 同 , 两 个 极点 将 


在 实 轴 的 同一 边 , 所 以 在 所 考虑 的 近似 下 积分 为 零 . 
外 这 个 定义 包括 所 有 反常 大 的 图 ,但 同时 也 还 有 一 些 如 (125.4b) 那样 的 “正常 " 图 . 


T(40) ~ 02 


. 534 ， 第 十 二 章 辐射 修正 


不 满足 这 个 条 件 的 所 有 图 的 集合 称 为 “ 紧 致 ”的 顶 角 部 分 并 用 Tim 标记 ; 因 
为 它 不 包含 反常 大 的 图 , 这 样 的 量 可 用 通常 的 微 扰 论 计 算 . 例如 , 在 一 级 微 扰 
论 荆 由 两 个 二 级 图 (125.2) 给 出 , 在 二 级 近似 由 八 个 四 级 图 (125.4) 给 出 , 其 中 
去 掉 了 图 (a) 与 图 (b). 

假如 非 紧 致 顶 角 部 分 按 “ 双 键 ” 的 数目 来 分 类 , 我 们 可 以 将 总 的 工 表 示 
为 一 个 无 穷 序 列 : 


闫 - 也 + OBO +. (125.9) 


其 中 实 的 粗 内 线 为 精确 传播 子 9; 这 个 序列 通常 称 为 “梯形 ”序列 . 为 对 其 求 
和 , 我 们 在 左边 进一步 “ 乘 以 ” 了:® 


与 原来 的 序列 (125.9) 式 比较 表明 


p— gq p— p- p— po p— 
ER Ee 缀 = Le (125.10) 
一 PF 4 一 P4 一 P- 一 p+ 一 下 一 D+ 一 p44 一 p+ 
这 个 图 方程 对 应 于 积分 方程 


+ | Fnomtp’ d 一 2 pe; d)， 一 2 )Gst(q)Gnr(q D4 p-_) 


d4 
xTipin(g, —p+; Pp-,q — Pp 3 (125.11) 


函数 也 与 9 可 用 微 扰 论 计算 ,于 是 方程 (125.11) 就 可 以 原则 上 以 任意 精确 性 
确定 工 . 

为 求 出 能 级 , 我 们 只 需要 知道 及 的 极点 位 置 . 在 极点 附近 , 厂 > 卫 , 所 以 ， 
(125.11) 式 右边 的 第 一 项 ((125.10) 右边 第 二 个 图 ) 可 以 略 去 , 于 是 方程 就 变 成 
对 械 齐 次 的 方程 . 变量 pj 与 p_ 和 下 标 k 与! 变 成 参量 , 对 它们 的 依赖 关系 
是 任意 的 , 且 不 由 此 方程 本 身 确定 . 略 去 这 些 参 量 和 其 余 变量 办, p 的 撤 号 ， 


@ 这 也 就 是 , 在 这 个 序列 的 每 一 项 都 乘 以 了 工 与 两 个 9, 并 对 新 内 键 的 四 维 动量 
积分 . 
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我 们 有 
iT; m(p-; 一 D+) = / Tn sm(p_,q — p+ — Pp-;g, —p+)Gst(q) 
d40 
xGnr(g 一 D+ — Pp-)Te,n(g;g — p+ — ?-)127)4 (125.12) 


(E. E. Salpeter, H. A. Bethe, 1951). 

方程 (125.12) 是 在 质心 系 中 写 出 的 (p+ 十 p- = 0), 它 仅 对 于 s+ 十 e- 的 
有 某 些 值 有 解 , 这 些 值 给 出 电子 偶 素 的 能 级 . 哺 数 Tw, 只 起 着 辅助 的 作用 . 引进 
另 一 个 函数 在 实际 计算 中 更 为 方便 : 


Xsr(pl,D2) = Got(D1)Tn(Di;Dp2)Gnr(D2)- (125.13) 
于 是 , 方程 (125.12) 式 变 为 


ilG™ (p-)x(p- ; -p+)9™ (—p+ )]im 


= | Tnem(p—,9 — p+ 一 D_i9, 一 D+)Xer(9,g 一 D+ 一 二 0 (125.14) 


(2r 
其 中 下 是 作为 积分 算 符 的 核 出 现 的 . 如 已 经 指出 的 , 了 可 用 微 扰 论 计算 , 9-1 
自然 也 是 如 此 . 

现在 我 们 将 表明 , 微 扰 论 一 级 近似 (对 a) 下 方程 (125.14), 如 应 该 的 那样 ， 
简化 为 电子 偶 素 的 非 相对 论 苹 定 记 方 程 . 

在 第 一 级 非 相 对 论 近 似 ,下 仅 由 图 (125.2a) 确定 ; 淹没 型 图 (125.2b) 在 这 
个 近似 下 为 零 .中 由 于 与 883 中 相同 的 原因 , 在 库仑 规范 (76.12), (76.13) 中 取 
光子 传播 子 更 为 方便 , 且 在 此 规范 中 只 需要 留 下 Doo. 于 是 


Ti sam (p_, d 一 p+ 一 区 -9， 一 D+) = 一 一 上 TDoo(d 一 一 也 一 ) = 本 —U(g — 有 一 ) Ym 
其 中 
U(9g) = —4ne’*/q’ 


为 正 电 子 与 电子 间 库 仑 相互 作用 势能 的 傅 里 叶 分 量 . 方程 (125.14) 变 为 


ixim(p—, 一 D+) = ee- )Y" |/ Ul(qg 一 Pp-)X(q9 一 24+ 一 pe -7G( -| 
(125.15) 


Q 在 电子 偶 素 中 的 粒子 速度 为 v/c ~ a. 在 这 个 意义 上 , 按 a 的 级 数 展开 和 按 1/e 
的 级 数 展开 是 相互 联系 的 . 
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其 中 我 们 还 将 精确 的 传播 子 9 换 成 自由 电子 传播 子 G. 后 者 由 近似 公式 给 出 
(参见 (125.8)) 











1 
G(p-) ~ ee G(—p+) TO > g(p+); 
其 中 己 将 矩阵 因子 分 离 , g(p) 为 标量 函数 
j= (125.16) 


在 将 这 些 表 示 式 代 人 (125.15) 中 , 注意 到 所 有 非 零 矩 阵 元 


| 








都 等 于 矩阵 元 -xim. 因此 , 矩阵 方程 (125.15) 等 价 于 对 标量 函数 的 方程 
i 可 U dg 125.17 
ix(p—, —p+) = -slp-)glp+) / (9 — Pp-)X(g,9 — p+ on (125.17) 
现在 我 们 用 如 下 变量 代替 p+ 与 p_ 
p= (ep) = 一 | P=p.+p+; 


这 些 变量 为 粒子 相对 运动 的 四 维 动量 与 电子 偶 素 整体 的 四 维 动量 . 在 质心 系 
中 , P= (E+ 2m,0), 其 中 巨 十 2m 为 总 能 量 , 因此 E 为 相对 于 静 质 量 的 能 级 . 
用 了 这 些 变 量 , (125.17) 式 变 为 


ix(p, P) = —g (p+3)9(-p+5) /va-r-x(e a 网 5 


=-s (p+3)s( = 3) /ve 一 D)X(9 ， DE i 
在 此 方程 中 , P 仅 作 为 一 个 参量 出 现 , 而 x 仅 以 积分 形式 出 现在 等 式 右 边 





vn=/ “i 


方程 两 边 对 de 积分 , 我 们 得 到 一 个 对 几 的 如 下 闭合 方程 : 
1. 了 P Pp ds 
y(nD) = i =a 9 (? 十 到 9 (- 十 本 de /| va 一 p)yY(9)T55， 


其 中 本 
P E pp . 
9 (tp+$)= |te+ 委 -~- 环 + 
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如 果 对 de 积分 的 路 径 通 过 复 变 量 es 上 半 和 平面 (例如 ) 的 回路 闭合 起 来 , 我 们 就 
可 由 对 应 极点 的 留 数 计 算出 这 个 积分 , 得 到 


2 3 
(SE-BE)vm+ vp- (12518) 
这 正 是 动量 表象 中 电子 偶 索 的 薛 定 户 方程 ; 见 第 三 卷 (130.4) 式 . 

如 果 在 六 中 只 考虑 图 (125.2), 但 在 其 中 (和 在 9 中 ) 保留 按 1/c 展开 的 下 
一 级 项 , 我 们 应 该 得 到 布雷 特 方程 (883). 包含 图 (125.4) (与 按 1/c 展开 的 下 一 
级 的 项 一 起 ) 将 给 出 电子 偶 素 能 级 的 辐射 修正 , 但 计算 变 得 很 复杂 . 

下 面 是 正 态 电子 偶 素 与 仲 态 电子 偶 素 基态 之 间 的 能 级 差 , 包括 了 上 述 的 
修正 : 包 


4 
3c、_ ploy. 2me J /16 ee 125.19 
E( S1) E( S0)=a D2 (8 ( tin2)s 1 i ( 5. ) 


括号 中 的 第 一 项 为 精细 结构 能 级 分 裂 本 身 ( 见 884, 习题 2). 第 二 项 为 能 级 差 
的 辐射 修正 . 能 级 差 的 虚 部 则 源 自 仲 态 电 子 偶 素 的 泽 没 概率 ( 见 (89.4) 式 ), 即 
由 于 能 级 “58o 为 复 的 这 个 事实 ; 对 于 仲 态 电 子 偶 素 , 能 级 宽度 是 与 能 级 实 部 的 
辐射 修正 同一 量 级 的 . 
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在 有 三 个 外 线 的 顶 角 部 分 后 面 , 复杂 程度 下 一 级 的 就 是 有 四 个 外 线 的 部 
分 . 在 量子 电动 力学 中 , 这 个 类 型 的 图 有 如 下 三 种 基本 图 是 可 能 的 : 


TH 区 这 
(a) (b) (c) 


第 一 个 图 描述 光子 被 光子 的 散射 ; 其 余 的 图 为 光子 (b) 与 电子 (a) 被 一 个 电子 
散射 的 辐射 修正 中 的 独立 项 . 

本 节 研 究 这 种 图 的 一 些 普遍 性 质 , 但 是 , 为 简单 和 具体 起 见 , 我 们 只 讨论 
图 (126.1a). 

对 这 种 图 的 线 的 动量 作 如 下 标记 : 


© R. Karplus, A. Klein, Physical Review 87, 848, 1952. 
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ka 一 大 十 大 2 一 天 3 ko2 
N pe 
Se gq pd 
Gg q—k2 (126.2) 


/9—k1—k2 \、 
k3 
四 维 动量 及 ，k2，ks，k4 对 应 于 实 光 子 , 因此 它们 的 平方 为 零 ， 
如 果 将 对 与 光子 极 化 的 依赖 关系 分 开 写 出 , 对 应 图 (126.2) 的 振幅 MP 可 
用 光子 四 维 动量 的 各 种 标量 函数 表示 . 这 些 就 是 870 讨论 的 不 变 振 幅 ; 我 们 将 
在 8127 中 对 指定 的 光子 -光子 散射 情形 推出 这 些 不 变 振幅 , 作为 标量 , 它们 仅 
依赖 于 标量 变量 , 可 以 取 为 例如 以 下 这 些 量 中 的 任何 两 个 : 


8 一 (有 十 ja)2， t=(ki—ks), wu=(k -ka), s+t+u=0; (126.3) 


下 面 我 们 将 取 s 和 上 作为 独立 变量 . 
每 个 不 变 振幅 , 它们 在 这 里 用 同一 字母 M 标记 , 可 写成 一 个 积分 : 
M = 人 
~ [@ — m9 — ka)? — M2][(qg — hk — k2)? — m2][(g ~ ka)? — m2] 
102 — mm? 一 i0， (126.4) 


其 中 己 为 所 有 四 维 动量 的 某 个 函数 ; 分 母 中 的 因子 来 自 四 个 虚 电 子 的 传播 子 . 

当 s 和 +# 上 足够 小 时 , 振幅 M 是 实 的 (更 确切 地 说 , 它们 可 以 通过 适当 选择 
相 因 子 做 成 实 的 ), 因为 如 果 s 小 , 光子 就 不 可 能 在 s 道 产生 实 的 粒子 (一 个 电 
子 - 正 电子 对 ), 而 如 果 t 小 , 对 t 道 也 是 同样 情形 .名 因 此 , 按照 么 正 性 条 件 , 没 
有 一 个 道 可 以 有 导致 振幅 虚 部 的 实 的 中 间 态 . 

现在 让 s 增 大 , 而 t 保持 为 一 个 小 值 . 当 s > 4m? 时 , 振幅 AM 由 于 在 s 道 
可 能 由 两 个 光子 产生 粒子 对 而 有 一 个 虚 部 . 因此 我 们 可 将 M 写成 变量 s 的 一 
个 色散 关系 : 





Co / 
M(s,t) = =/ As(s 站 das ， (126.5) 
4 


TT jam2?2 s'—s—i0 
其 中 his(s,t) 标记 M(s,t) 的 虚 部 . 


@ 如 图 (126.2) 所 示 的 外 线 方向 对 应 s 道 . 在 上 道 , 线 1 与 3 入射 ,所 以 初 态 光 子 的 
四 维 动 量 为 ki 与 -ks. 变量 s, tw 中 光子 -光子 散射 的 物理 区 为 图 8 (867) 中 的 阴影 部 
分 . 例如 , s 道 对 应 于 s> 0,t<0,w<0 的 区 域 . 
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如 在 有 以 下 形状 的 任何 图 中 那样 


ka q 天 2 


k3 q—k1—k2 k1 


Ais(s,t) 可 用 规则 (115.9) 计算 , 用 8 汤 数 代替 积分 (126.4) 中 的 极点 因子 : 
iBé(g” — mm?)6[(q 一 让 一 各) — m*] ,4 
[(g — ka)? — m2][(q — Kk2)? — m2?] 

其 中 的 积分 对 go > 0 的 一 半 9 空间 进行 . 
注意 到 积分 (126.6) (极点 因子 ) 的 结构 类 似 于 如 下 图 表示 的 反应 振幅 的 
结构 , 我 们 可 进而 迈 出 重要 的 一 步 : 


2iAis(s,t) = (2ni)? d4g, (126.6) 


k3 q— ka ko 
k1 q—k2 ka 


这 样 , A1s(s,t) 作为 上 的 函数 的 解析 性 质 类 似 于 振幅 的 解析 性 质 . 特别 是 , 只 
有 当 分 母 中 的 两 个 因子 同时 为 零 时 , 函数 Als(s,t) 才 可 获得 一 个 虚 部 ( 当 t 增 
大 时 ). 然而 , 一 旦 t 达到 值 4m? (在 t 道 产生 粒子 对 的 立 ), 情况 就 不 同 了 . 原 
因 是 被 积 隙 数 中 6 函数 的 存在 限制 了 9 空间 的 积分 区 域 , 它 可 能 与 值 t= 4m? 
是 不 相 容 的 . 积分 区 域 的 范围 依赖 于 s (包含 与 ks 的 6 函数 的 宗 量 ), 因此 ， 
在 极限 值 上 = 大 (s) 也 如 此 , 超过 这 个 极限 值 A1s(s,t) 就 变 成 复 的 了 . 

以 同样 的 方式 M(s,t) 通 过 (126.5) 式 用 其 虚 部 his(s,t) 表示 , 函数 Als(s,) 
反 过 来 通过 t 变量 的 色散 关系 用 je t) = ImAis(s,t) 来 表示 : 

” A,(s,t) 
ts t'—t—i0 

现在 , 如 果 将 (126.7) 代入 (126.5) 式 , 我 们 就 得 到 双色 散 关系 或 振幅 M({s,) 
的 曼 德 尔 施 塔 姆 表示 : 


42(3/， t ') 11,1 
M ; 
(0) = 人 人 (a) (3 ~ 8 —i0)(# —t— (0 aio ti0) We 
(S. Mandelstam, 1958). 


明 数 A2(s,t) 称 为 M(s,t) 的 双 谱 密度 . 可 以 从 积分 (126.6) 通过 两 次 应 用 
代 换 规则 (115.9) 来 得 到 它 . 为 简单 计 取 


Ais(s,t) = dt/. (126.7) 


Li 一 qd, /2 = gq — ka4, /3 = gd k2, la 一 (一 Ki ks, (126.9) 
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我 们 有 
(22)?2 A2(s,t) = (2xi)s | iB8(1f — m2)8(12 一 mm2)3(003 一 mm)3(0 一 mm)d49，(126.10) 


积分 对 qo > 0 的 区 域 进行 . 

然而 , 应 该 指出 , 公式 (126.10) 纯粹 是 符号 性 的 , 因为 区 域 s> 0,t>0 是 
非 物 理 区 , 因此 当 9 是 实 值 时 , 在 此 区 域 ,12,… 一 般 是 复 的 ; 而 6 函数 对 一 
个 复 的 宗 量 是 没有 很 好 和 定义 的 . 更 精确 的 方法 是 直接 取 原 始 积分 (126.4) 在 相 
应 极点 的 留 数 . 然而 , 在 我 们 的 情形 , 这 是 不 重要 的 . (126.4) 式 中 分 母 的 四 个 
表示 式 或 8 函数 的 四 个 宗 量 为 零 的 条 件 完全 决定 了 四 维 矢量 v 的 分 量 . 在 变 
到 对 1 2 的 积分 ( 见 下 面 ) 并 形式 上 应 用 通常 的 规则 于 (126.10) 时 , 我 们 
就 得 到 A 的 表示 式 ( 除 符号 外 ). 

为 继续 计算 , 我 们 采用 质心 系 (在 s 道 ). 于 是 


ki = (w, k), ko 一 (w， —k), ka = (w, k’), k4 = (w, —k’), (126.11) 
s=4w, t=—(k—k')? = —4w?sin’(0/2), 


(126.12) 
u=—(k+ kh) 一 一 4 cos2(0/2)， 


其 中 9 为 尼 与 k&' 之 间 的 夹 角 (散射 角 ). 空间 笛 卡 儿 坐 标的 z 轴 党 矢 量 瑚 十 入 
方向 , 而 y 轴 沿 一 k' 方向 .中 
现在 我 们 将 通过 取 12, 及, .… 作为 新 的 积分 变量 代替 g 的 四 个 分 量 来 变 


换 积 分 (126.10). 于 是 
7 一 el, 
因此 这 个 变换 的 雅 可 比 为 
Ol 12,13,14) _ 
oO(q°, qz, go qz) | 
其 中 D 为 由 四 个 四 维 矢 量 1, 12,.… 的 16 个 分 量 组 成 的 行列 式 . 在 (126.10) 
中 的 积分 简单 地 归结 为 将 被 积 函数 中 的 函数 B 与 D 用 它们 的 数值 代替 ,号 当 


2=2=2=1=m. (126.13) 


16D, 


由 条 件 如 = 及 = m2, 如 在 8115 中 那样 , 我 们 有 ， 
g0 一 w， q=w—m’. (126.14) 


@ 当 t>0,(k 一 k)? <0, 即 kk 一 k' 是 虚 的 . 然而 这 个 困难 不 难 通过 将 所 有 t+<0 的 
矢量 表示 式 展开 并 解析 延 拓 到 t >0 区域 来 绕 开 . 
四 这 个 积分 方法 自动 考虑 了 8 函数 的 每 个 宗 量 中 只 有 一 个 为 零 . 
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另外 两 个 条 件 给 出 
(g — ka)* ~ m? = —2gk4 = —2w? — 2g.k’ = 0, 
(gq —k2a)* — mm? = —2w? —2g.k=0, 
并 因此 、 
q:k=ag:k = -1% 
或 , 以 分 量 形式 ， 


0 0 -0 
q ww, drz 2(s+t)’ dy ) 


1/2 
ge pn ed . (126.15) 
于 是 积分 (126.10) 为 , 
Az(s,t) = 三 S “(iB), (126.16) 


其 中 求 和 对 (126.15) 给 出 的 9 的 两 个 值 进行 . 
行列 式 D 可 以 用 反对 称 单位 张 量 写成 : 


D = ejvpoli Zl314 = —€jvpo gr KY KSk? = 一 euvpc(9 — ki)* (ka — k1)” (kz — ki)?k? 


其 中 已 经 用 到 ejvpo 的 反对 称 性 . 由 于 四 个 因子 中 只 有 hy 有 时 间 分 量 , 我 们 
推出 
D= —wq:(k+k’) x (k—k'). 


将 此 表示 式 在 t < 0 展开 , 然后 延 拓 到 t > 0 区 域 , 我 们 求 出 
D= wgqVs+tvV-t 一 + {atlat — dm?(s +t)]}/2 (126.17) 


这 里 需要 的 符号 选择 可 用 如 下 方法 来 做 . 为 简洁 计 , 设 B = 1. 于 是 在 物 
理 区 (s > 0,t < 0)Ais(s,t) < 0, 因为 (126.6) 式 分 母 中 的 两 个 因子 有 相同 的 ( 负 
的 ) 符号 : 

(q— ka — m= ~2w? — 2g.k’ < —2w(w— |ql)< 0, 

(gq—k2)? — m= -2 2g.k< -2ww—|gl)<0 
(这 里 我 们 用 到 结果 (126.14), 此 结果 由 分 子 中 存在 两 个 8 函数 得 出 , 而 且 这 表 
明 |g| < w).® 于 是 由 (126.7) 看 出 , 当 s > 0, t > 0 时 , A2(s,t) 也 必须 是 负 的 


当然 , 这 不 是 偶然 的 : 事实 上 , 4i。 是 负 的 , 是 由 于 么 正 性 条 件 ,这 在 t=0 时 特别 
清楚 , 并 且 41 确定 了 总 截面 . 
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(因为 , 如 由 (126.16) 式 明 显 看 到 的 , A2(s,t) 并 不 改变 符号 ). 这 意味 着 (126.17) 
式 中 必须 取 上 面 的 符号 , 最 后 给 出 
2 2 有 
{st{st 一 4m2(s 十 办 ]y1/2 
因为 , 按 其 含义 ,42(s,t) 必须 是 实 的 , 于 是 有 进一步 的 条 件 : 表示 式 分 母 
中 括号 内 的 表示 式 以 及 s 与 t 都 必须 是 正 的 : 


42 = (126.18) 


st—4m’(s+t)>0, s>0,t>0. (126.19) 


这 些 不 等 式 确定 了 双色 散 积 分 (126.8) 中 积分 的 区 域 (图 23 中 的 阴影 区 ). 这 
个 区 域 的 边界 为 曲线 


st 一 4m2(s 寸 四 =0 
以 5=4m2 与 t= 4m? 为 渐 近 线 . 


t 





图 23 


(126.5) 与 (126.8) 形式 的 色散 关系 尚未 考虑 可 重 正 化 条 件 ; 如 果 直 接应 用 
它们 , 积分 将 发 散 , 因此 需要 进行 正规 化 . 对 振幅 M(s,t) 的 重 正 化 条 件 为 


M(0,0) = 0. (126.20) 


当 i == kz = ka 二 ka = 二 0 时 ,光子 -光子 散射 振幅 必须 为 零 (并 因此 s = t= 0)， 
因为 上 = 0 意味 着 势 在 时 间 与 空间 上 均 为 常数 , 对 应 于 没有 物理 的 场 ; 这 个 条 
件 将 在 §127 中 作 进 一 步 的 讨论 . 

为 了 将 此 条 件 自动 包含 进来 , 我 们 必须 写 “ 减 除 ” 的 色散 关系 (如 由 (111.8) 
式 推出 (111.13) 式 那 样 ). 所 要 求 的 关系 可 通过 先 采 用 一 个 恒 等 变 换 以 一 种 很 
自然 的 方式 得 到 : 


1 一 ee 十 十 十 1 
(si—s)(t'—t) (s/—s)(t'—t)s't (si—s)st (tt—tst st 
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将 此 代 人 (126.8) 式 给 出 


Az(s',t)ds'’dt |s 1 js)ds tt f/ g(t)dt 
MO S$ /| (s’ — s)(t’ —t)s't . Tt) (s' 一 5)8/ mT (t/ — tt i 








其 中 
1)=7 /ep at, gl) = fas, 


A2(s’,t’) 
CG 一 2 /| dsdt. 


然而 , 这 些 方程 只 有 当 所 有 积分 收敛 才 有 意义 . 否则 , 函数 f(s) 与 g(t) 和 
常数 C 必须 按照 重 正 化 条 件 指 定 特定 的 值 , 取 


C=0, f(s) Ails(s, 0), g(t) 1 41t(0， t), 
其 中 hii 为 M(s,t) 的 虚 部 , 对 给 定 的 小 s 它 将 随 上 而 增 大 (正如 4i。 为 虚 部 , 对 
给 定 的 小 t 它 将 随 s 而 增 大 ). 这 些 方程 中 的 第 一 个 是 显然 的 : C = M(0,0) = 
第 二 个 (和 类 似 地 第 三 个 ) 由 将 方程 
js )ds 


(8 一 8)8/ 


与 按 (126.20) 写 出 的 “ 带 减 除 ” 的 单 色 散 关 系 (126.5) 比较 得 出 : 
M(s,t) = -— 2/ CE (126.21) 


(8! 一 8s)s/ 





Mt{s, 0) = 





因此 ,“ 带 减 除 ” 的 双色 散 关 系 最 后 为 


_ A2(s",t") j 7 
we 3| | (s' 一 ER (# 一 py Ta 
Als(s’, 0)y Aiz(0, t") 


x (s'— s)s’ (t’ — tt 
假如 s 与 1 本 身 在 积分 区 域内 , 积分 (126.21), (126.22) 必须 如 通常 那样 理解 为 
如 下 含义 





一 dt (126.22) 


3 一 3 十 i0， 上 一 十 i0， (126.23) 
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光 被 光 的 散射 (在 真空 中 ) 是 一 个 量子 电动 力学 特有 的 过 程 ; 在 经 典 电 动 
力学 中 ,由 于 麦克 斯 韦 方程 是 线性 的 这 一 事实 , 它 是 不 会 发 生 的 .@ 


@ 在 低频 极限 , 这 个 过 程 由 E. Euler (1936) 首先 讨论 , 而 在 极端 相对 论 情 形 是 由 A. 
I. Axxesep (1937) 首先 讨论 的 . 这 个 问题 的 完全 解 则 属于 RR. Karplus, M. Neumann (1951). 
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在 量子 电动 力学 中 , 光子 -光子 散射 被 描写 成 两 个 初 态 光 子 产 生 一 个 虚 
的 电子 - 正 电 子 对 , 然后 这 个 电子 对 再 漂 没 为 终 态 光子 . 这 个 过 程 的 振幅 (在 
第 一 个 非 零 近似 ) 用 四 条 外 线 各 种 可 能 相对 位 置 的 六 个 “正方 形 ” 图 表示 . 这 
些 图 包括 如 下 三 个 图 


YY / 4 / 
SR g pp \ 2 SR / 
py 9—k1—k2 \、 Ps 2 (127.1) 
ks k1 ks kl k4 ki 


(a) (b) (c) 
和 另外 三 个 区 别 只 是 内 部 电子 线 相 反方 向 的 图 . 这 后 三 个 图 的 贡献 和 图 (127.1) 
的 贡献 相同 , 因此 , 总 的 散射 振幅 为 
Mes; = 2(M® + MO) + MD)), (127.2) 
其 中 MI，Mt)，Mo 分 别 为 图 (a), (b) 与 (c) 的 贡献 . 
按照 (64.19), 散射 截面 为 


do- 
MY 12 一 


加 1 
~ 64m? 


其 中 do' 为 质心 系 中 沿 &' 方向 的 立体 角 元 . 在 此 参考 系 中 的 散射 角 记 作 0. 
不 变 振 幅 
将 四 个 光子 的 极 化 因子 分 开 写 出 , 我 们 有 如 下 形式 的 My;: 


do 


Me; = eesey* eh” Mwp; (127.4) 


四 维 张 量 Mxwv。 ( 称 为 光子 一 光子 散射 张 量 ) 为 所 有 光子 的 四 维 动量 的 函数 . 
如 果 将 这 个 函数 的 宗 量 用 对 应 图 中 外 线 方向 的 符号 写 出 , 那么 从 组 图 (127.1) 
的 对 称 性 明显 看 出 

Mivp(Ra k2, —ks, —k4) 


对 四 个 宗 量 的 任何 交换 并 同时 交换 四 个 下 标 是 对 称 的 . 由 于 规范 不 变性 , 振幅 
(127.4) 在 e 换 成 e 十 constant:k 时 是 不 变 的 . 因此 我 们 有 


kf? Mappo 一 ks Ma ypo 一 ... 一 0. (127.5) 
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由 此 不 难 推断 , 特别 是 , 散射 张 量 用 四 维 动量 ,kz,-… 的 展开 必定 从 包 
含 分 量 的 四 元 乘积 的 项 开始 , 并 且 肯 定 地 有 


Juvp(0， 0, 0, 0) | 0. (127.6) 


然而 , 为 了 确定 实际 的 不 变 振幅 , 可 以 从 极 化 四 维 矢 量 e 的 一 个 特定 规范 
出 发 , 其 中 
ef 一 (0,el)， 的 = (0,e2),... (127.7) 


于 是 
HP 一 Miktmelite2ke3Iedm (127.8) 
其 中 Mipim 为 三 维 张 量 . 
我 们 对 每 个 光子 取 相 反 转 动 方向 的 圆 极 化 作为 两 个 独立 的 极 化 , 即 取 螺 
旋 性 指标 为 入 = 士 1 的 两 个 螺旋 性 态 . 
于 是 张 量 Mikerm 可 写成 


Migm = 》 Murrarel' ed en) ed); (127.9) 
入 I 和 2 和 3 和 4 
16 个 量 MAxaxaxs 为 st 与 刀 的 函数 , 并 可 作为 不 变 振 幅 , 但 它们 并 不 都 是 独 
立 的 . 
量 Morar 为 三 维 标量 . 空间 反 演 改变 螺旋 性 的 符号 , 而 不 变量 s, 与 
u 保持 不 变 . 因此 P 不 变性 的 条 件 给 出 如 下 关系 式 : 
MA As Ns Na (s, t, vu) Ee Mn (s, t, wu). (127.10) 


时 间 反 演 交 换 初 态 与 终 态 光子 , 但 不 影响 其 螺旋 性 ; s, t 与 4 也 仍 保持 不 变 . 因 
此 了 不 变性 条 件 给 出 如 下 方程 : 


Ma AAs rs (s, t,4) = MsNAi 和 Na (s, t, vu). (127.11) 


最 后 , 从 振幅 MP 在 交换 两 个 初 态 或 两 个 终 态 光子 下 的 不 变性 可 得 出 一 个 进 
一 步 的 关系 式 . 如 果 做 两 个 交换 (ki ko, ka 后 ), 变量 s, t 与 久保 持 不 变 ， 
极 化 指标 交换 导致 


MA AaAsha ls,b, 1) = MAsA Ns (3,t, 4). (127.12) 


不 难看 出 , 由 于 对 称 性 (127.10) 一 (127.12), 独立 的 不 变 振幅 的 数目 只 有 五 个 , 它 
们 可 选取 为 , 例如 


M+t++t; M++--, M+-+-, M+--+, M+++- 
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(为 简洁 计 , 用 下 标 + 与 - 标记 螺旋 性 值 为 +1 与 -1). 

如 果 用 一 个 振幅 MA xsxsxs 代 换 (127.3) 中 的 Mpi, 结果 为 指定 初 态 与 终 
态 极 化 的 光子 散射 截面 . 将 截面 对 终 态 极 化 求 和 并 对 初 态 极 化 求 平均 可 通过 
如 下 替代 得 到 : 


1 
[My 一 了 [2M++++| +2M++——| + 21M+ -+ 一 
十 2 | 十 8 | (127.13) 


对 称 性 关系 式 (127.10) 一 (127.12) 将 不 同 的 不 变 振幅 作为 相同 变量 的 函数 
连接 起 来 . 进一步 的 函数 关系 可 由 交叉 不 变性 (878) 得 出 , 因为 振幅 My; 描述 
了 在 每 一 个 道中 的 同一 反应 (光子 -光子 散射 ), 因此 它 必 须 对 每 个 道 都 是 相 
同 的 . 

s 道 (对 应 于 图 (127.1) 中 箭头 的 方向 ) 可 以 通过 交换 四 维 动量 ko 与 一 ks 
( 即 通过 改变 变量 s ot) 和 交换 螺旋 性 下 标 和 2 局 一 和 3 变换 到 t 道 . 类 似 地 , 可 
通过 交换 ko 与 -Ma (s 人 一 人 节 与 oa 一 一 X 变换 到 必 道 . 这 导致 如 下 关系 式 : 


M+—+—(s,t,u) = MAO 起 5), 
M.. -+(§, t ,UL) 一 M+++(t, SU 4), (127.14) 


M++++(5,t, 0) = M++r+t+(s, tt， 


NM 与 WMA 对 s,t 与 是 完全 对 称 的 .9 因此 只 需要 计算 16 个 振幅 中 
的 三 个 就 够 了 , 例如 MA++ M44+-- 与 Mi4+-. 

将 关系 式 (127.10) 一 (127.12) 与 (127.14) 应 用 于 总 振幅 , 即将 图 (127.1) 中 
的 所 有 三 个 图 的 贡献 求 和 . 但 是 这 些 贡 献 本 身 是 以 某 种 方式 相 联系 的 ,这 种 
联系 方式 通过 比较 这 些 图 可 明显 得 出 . 例如 , 图 (b) 可 从 图 (a) 通过 作 代 换 
k2 忆 一 ka, ez 嘱 @* 得 到 , 所 以 它们 对 不 变 振幅 的 贡献 相互 之 间 可 从 交换 变量 
s 品 和 下 标 Ao 过 -X 得 到 ; 类 似 地 , 图 c 可 从 图 a 通过 作 变 换 t cv 与 
和 3 全 一 人 4 得 到 . 


振幅 的 计算 
对 应 于 图 (127.1a) 的 积分 MY) 有 (126.4) 的 形式 , 其 中 取 


4 
B® = “tr{(ye)(yg — kz + m)(ye2) (yg + m) 
x (Yei)(Yq — Yk4 + m)(Ye3)(Y9 — Yk1 — Yk2 + mm)}. (127.15) 


@ 这 里 我 们 已 经 用 到 对 于 两 个 终 态 光 子 的 对 称 性 . 因为 三 个 变量 s, t 与 4 不 是 独 
立 的 , 写 出 两 个 宗 量 就 足够 了 (如 前 两 个 ), 但 我 们 仍 留 下 所 有 三 个 变量 , 这 是 为 了 使 交 
换 对 称 性 更 加 清楚 . 
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积分 (126.4) 是 对 数 发 散 的 . 按照 条 件 (127.6), 它们 通过 在 fa = ko = … := 
0 时 的 值 作 减 除 来 正规 化 .@ 然 而 正规 化 积分 的 计算 是 非常 繁杂 的 . 

计算 光子 -光子 散射 振幅 最 直截了当 的 方法 是 采用 双色 散 关系 (B. De. 
Tollis, 1964). 这 个 方法 使 得 图 的 对 称 人 性 得 以 最 完全 的 保留 并 几乎 完全 消去 积 
分 的 困难 . 

对 任何 给 定 的 一 组 螺旋 性 指标 Xi, Xa, 和 3, XM4, 函数 A49(s, (以 及 类 似 的 

4i) 可 按 (126.6) 式 计算 ; 由 于 在 积分 中 存在 两 个 8 函数 , B(% 的 值 只 需要 对 

如 下 情形 给 出 


上 三 和 一 mm， B=(g- ki k2)=m; (127.16) 


这 些 公式 可 应 用 于 计算 (127.15) 的 阵 迹 . 在 (126.22) 式 的 代 换 中 我 们 只 
0 的 A 值 . 这 意味 着 天 = 。 与 ho = ka. 于 是 积分 (126.6) 变 成 


s— 4m? B®) BVdog 


(oj( 
Ais ( 5， 0) [(q 一 [(q — k2)? — m2]2 有 7722]2 





(127.17) 
参见 (115.10) 式 的 推导 . 用 q 与 & 间 的 夹 角 表示, 我 们 有 
(qg 一 ko) 一 mm = 一 2w(1 — |g|cos?)= 一 Vs 一 Vs — 4m2 eos0| , 


事实 上 , 积分 (127.17) 可 以 用 初等 函数 表示 . A 名 (s,t) 的 计算 由 其 定义 (126.18) 
并 不 包含 积分 ; 此 处 B(%) 的 表示 式 需 要 对 (126.15) 给 出 的 gq 值 确定 , 它 不 仅 满 
足 (127.16), 而 且 还 满足 条 件 (gq 一 ko)? = m?, (gq ka)? = m2. 


当 函 数 hi1s, 4i 与 4 计算 出 来 后 , 色散 关系 (126.22) 直接 给 出 振幅 作为 
一 个 单 重 和 二 重 的 定 积 分 . 我 们 将 对 三 个 不 变 振幅 给 出 最 后 结果 , 按照 前 面 的 


包 在 对 所 有 图 贡献 的 求 和 中 , 积分 的 发 散 部 分 相 消 了 , 如 在 g ~ oo 时 积分 的 渐 近 
形式 容易 看 到 的 : 


Movp ~ / tr{y 99) 90) (gm (970)} SS 9 
在 对 q 的 方向 求 平均 后 (参见 (131.10)), 其 阵 迹 不 难 计算 , 给 出 


M(®) cx( 十 二 了 ) dg 
Apvp gaAug9vp 十 gAvgpp gApghuv (3) 


对 图 的 求 和 等 价 于 这 个 表示 式 对 下 标 和 , my 与 p 的 对 称 化 ,其 结果 为 零 . 然而 , 这 在 一 
定 意义 上 是 偶然 的 , 并 没有 去 除 正规 化 的 需要 , 尽管 后 者 归结 为 对 一 个 有 限量 的 减 除 
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讨论 , 它 对 确定 所 有 其 余 振 幅 是 足够 的 : 外 


BM 1 2+ <) B(t) 一 (2+ 全] BG) 


a [TH) + T(w)] + ( = 2 ) I(s,t) 


4 2 2(2+w) 16 4 4 
一 {1 一 一 十 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 eS 
(127.18) 


a Mt+- 一 1+4 (Gs i i 2 ) [7(s) 十 工人 十 工人 


_4 6 + 2 J (3 + 本 ee (3 a I(t,u), 


1 
aM+t— =1- 二 Te i 1(s,) _ 7 i 
其 中 , B(s), T(s) 与 I(s,t) 是 用 于 标记 函数 
Vs 





B(s) = 4/1— arsh ,= 





T(s) = | arsh 二 一 
| (127.19) 
dy 


1 
IT(s,t) = i/ yo) Rt —i0— sy(l— +In[l -i0 -ty(1 — 2»))}, 


在 0<s<4 与 s>4 范 围 的 表示 式 由 (127.19) 式 通 过 采用 规则 s 一 s 十 i0 的 
解析 延 拓 得 到 , 即 通过 这 些 变 量 的 上 半 平 面 的 解析 延 拓 得 到 . 为 简化 标记 , 在 
(127.18) 与 (127.19) 式 中 仅 用 s 与 上 来 标记 s/m? 与 t/m?. 


散射 截面 


低频 (w 多 m) 的 极限 情形 对 应 变量 s, t 与 4 小 值 的 情形 . 不 变 振幅 按 这 
些 变 量 的 级 数 展 开 的 第 一 项 为 





lle4 11e4 lle4 
M ~ ey 2 _ 
t+t+ ~ a5ma !’ t+ a6m4 tt- a5ma” Gt 
. 
Ms- 久 一 (3? 十 t 十 4)， Ad A++- ~ 0. 





15m4 

@ 有 关 积 分 的 变换 , 超越 函数 B, TT 与 1 的 各 种 表示 以 及 一 些 极 限 形式 的 进一步 细 
节 是 由 B. De Tollis, Nuovo Cimento [10] 32, 757, 1964; 35, 1182, 1965; B. De Tollis, G. Pistoni, 
Nuovo Cimento [11] 2A, 733, 1971 给 出 的 . 
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将 这 些 值 代 人 (127.3), 我 们 求 出 极 化 光子 的 散射 截面 . 非 极 化 光子 的 微分 散 
射 截面 由 (127.13) 计算 为 (用 通常 单位 ) 


hy AN6 
do = 00 a (区 (3 十 cos 0)do/， (127.21) 


总 截面 为 @ 


973 2..2 fiw 2 2 2 hw 和 
一 了 mmE 一 一 二 U., 一 一 一 ]97.99 
101257 ~ "e ) 0.031e re ma hw «< me? (127.22) 


在 相反 的 (极端 相对 论 ) 情形 , 非 极 化 光子 的 总 散射 截面 为 外 
og = 4.7a4 (2) ， fiw > me?. (127.23) 


最 后 , 极端 相对 论 情形 下 小 角度 散射 的 微分 截面 为 


Q4c? 


2 
do = —— ln4 a T° «ol. (127.24) 


T2w2 0 hw 
这 个 公式 以 对 数 精确 性 成 立 (在 下 一 级 展开 项 中 含 大 对 数 的 寡 次 要 低 一 级 ). 
在 9=0 (向 前 散射 ) 的 极限 , (127.24) 式 是 不 正确 的 , 应 换 成 


Qtc? hw mec? 
4 
do = 2 ——5 ln es 一 2zdo， 0< (127.25) 


这 个 公式 不 难 从 普遍 公式 (127.18) 推出 , 取 t=0, 并 注意 到 对 s > 1 情形 , 大 
对 数 的 最 高 阶 (平方 ) 仅 在 如 下 消 数 中 存在 


到 这 个 精确 程度 , 仅 有 的 非 零 振幅 为 
A++ 二 十 一 M+— 二 一 16e4 2(w/m). 


特别 是 , 在 此 情形 , 光子 极 化 在 散射 中 保持 不 变 ， 

图 24 给 出 总 散射 截面 作为 频率 的 函数 , 是 按 双 对 数 标 度 画 出 的 . 截面 沿 
低频 与 高 频 两 个 方向 都 是 减 小 的 , 而 在 用 s 1.5me? 时 达到 极 大 值 . 曲线 在 
fw = me? 的 突变 对 应 过 程 的 性 质 有 改变 , 即 可 产生 电子 - 正 电 子 对 了 . 


Q 在 从 do 求 o 的 过 程 中 ,考虑 到 两 个 终 态 光子 的 全 同性 ,必须 包括 一 个 因子 3. 
@v 与 w 的 依赖 关系 的 起 源 将 在 $134 的 末尾 作 进 一 步 讨论 . 
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o, 10 一 30cna2 
100 
10 一 ? 
10-6 
10—1 100 101 102 103 
fw /me? 
图 24 


低频 情形 


对 于 低频 情形 (w 之 m), 光子 -光子 散射 振幅 还 可 以 用 完全 不 同 的 方法 
推出 , 这 个 方法 基于 弱电 磁场 的 拉 格 朗 日 量 的 修正 项 (8129). 

对 相互 作用 哈密 顿 量 的 小 修正 V' 和 对 拉 格 朗 日 的 小 修正 的 差别 只 是 在 
符号 上 . 由 (129.21) 式 ， 


个 / es 2 TF72\2 六 工 7\ 2133 
V = 1 gamd {(E” — H’) +7(E.H)’}dz. (127.26) 


由 于 这 个 算 符 对 场 是 四 级 的 , 因此 它 对 相关 的 跃迁 即使 在 一 级 近似 也 有 和 矩阵 
Ze 
为 进行 计算 , 我 们 在 (127.26) 式 中 作 如 下 代 换 


94 


五 一 一 如， H 一 rot.A., 
(127.27) 
A=Vir) (Gerre ”+O eke”) 
kA 
其 中 和 为 极 化 指标 ; 于 是 5S 矩阵 元 为 
Spi = -i(fl vast = —i(0|ekpsAs Cha Xa f viatck ssal0) (127.28) 


(参见 872 与 877). 当 4 按 (127.27) 式 归 一 化 时 , 散射 振幅 Myi; 直接 由 SP 求 
出 为 : 

Sri = i(2n)46() (ka + ka — k1 — ka) Moy: (127.29) 
(参见 864). (127.28) 的 平均 值 用 威 克 定理 计算 , 利用 (77.3) 式 , 只 对 “外 ” 算 符 
Gk, 仿 、 与 内 算 符 4 进行 收缩 
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8128 光子 在 原子 核 场 中 的 相干 散射 


其 它 如 光子 -光子 散射 那样 可 用 (127.1) 形式 的 方 图 描述 的 非 线 性 过 程 ， 
还 有 一 个 光子 在 外 场 中 衰变 为 两 个 光子 (和 相反 的 过 程 两 个 光子 合成 为 一 个 
光子 ), 还 有 光子 在 外 场 中 的 散射 . 前 者 对 应 于 四 个 外 光子 线 中 有 一 个 换 成 一 
条 外 场 线 的 图 ; 后 一 过 程 对 应 有 两 条 外 实 光 子 线 和 两 条 虚 光 子 线 的 图 . 

这 一 类 过 程 , 特别 包括 一 个 光子 在 稳定 核 的 恒定 电场 中 的 相干 (弹性 ) 散 
射 . 一 般 来 说 , 这 个 计算 导致 很 长 的 包含 多 重 平方 项 的 公式 . 包 这 里 , 将 仅 给 出 
一 些 合计 . 

由 于 规范 不 变性 的 要 求 , 散射 振幅 当 w 一 0 时 必定 包含 初始 光子 (k) 与 
终 态 光子 (k') 四 维 动量 分 量 的 乘积 , 正如 光子 -光子 散射 振幅 的 展开 从 所 有 
光子 的 四 维 动量 的 分 量 的 四 元 乘积 开始 一 样 . 因此 低频 光子 的 散射 振幅 正比 
于 w*. 由 于 这 个 振幅 还 包含 二 阶 的 外 场 (电荷 为 Ze 的 核 的 场 ), 我 们 得 出 结 
论 : 散射 截面 为 

do ~ 2F4a4r2 (2) ao wm. (128.1) 
m 


当然 , 它 与 频率 的 依赖 关系 是 和 §59 的 普遍 结果 一 致 的 . 

(128.1) 式 中 的 系数 不 可 能 由 均匀 电磁 场 的 拉 格 朗 日 来 计算 得 出 (如 在 光 
子 - 交 子 散射 中 那样 )， 原因 是 在 这 里 考虑 的 过 程 中 , 重要 的 范围 是 到 核 的 距 
离 在 ~ 1/m 的 附近 , 而 在 此 范围 是 不 可 能 将 场 看 成 是 均匀 的 . 

精确 计算 的 结果 为 


do++ = do-— = 1.004 x 10-3(Za)47r2 (2) cos4 do 
wi ， (128.2) 
do+— = do_+ = 3.81 x 10~4(Za)tr? (二 ) sin4 7do， 
这 里 , 与 在 8127 中 一 样 , 下 标 + 与 - 分 别 用 来 标记 终 态 与 初 态 光 子 的 螺旋 性 
+1 与 -1; 0 为 核 静止 参考 系 中 的 散射 角 (V. Costantini, B. De Tollis, G. Pistoni, 

1971). 

为 估算 高 频 下 的 散射 截面 , 我 们 利用 光学 定理 (871). 这 里 出 现在 么 正 性 
关系 右边 的 中 间 态 是 电子 - 正 电子 对 态 (对 应 于 在 外 光子 线 之 间 两 条 内 电子 
线 的 图 的 部 分 ) 因此 , 光学 定理 将 一 个 光子 以 零度 角 的 弹性 散射 振幅 和 光子 


在 核 的 场 中 产生 电子 对 的 总 截面 cpair 联系 起 来 . 如 果 定 义 以 散射 角度 为 9 的 


中 见 V. Costantini, B. De Tollis, G. Pistoni, Nuovo Cimento [11] 2A, 733, 1971; B. De 
Tollis, M. Lusignoli, G. Pistoni, Nuovo Cimento 32A. 227, 1976. 
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振幅 f(w,0), 使 得 散射 截面 为 do = |fl?2do (参见 (71.5) 式 ), 我 们 就 有 
Imf (w， 0) = 去 oparr 
截面 cpair 自然 为 零 , 除非 w > 2m. 在 极端 相对 论 情形 , 取 (94.6) 式 的 cpair, 我 
们 得 到 
2w 109 


f"(w)=Imf(w,0) = (Zo) | ee 她 |， wm. (128.3) 


散射 振幅 的 实 部 通过 色散 关系 由 其 虚 部 确定 . 后 者 在 这 里 必须 以 “ 单 次 
减 除 ” 的 形式 写 出 ; 即 对 函数 fjt 写 出 (其 中 上 = w?), 由 于 当 w 一 0 时 , 振幅 
fx w2; 和 “二 次 减 除 ”的 色散 关系 (111.13) 可 比较 . 将 色散 积分 的 实 部 分 出 
来 (对 其 取 积分 主 值 就 足够 了 ), 并 将 对 t= w? 的 积分 转换 为 对 w' 的 积分 , 我 
们 有 2 Oo 1 f dw 

f'(w)= Ref(w,0)= Pp L es (128.4) 
当 w > m 时 , 积分 中 的 重要 范围 为 w' ~ w 六 mm, 所 以 我 们 可 以 对 f"(w') 应 用 
表示 式 (128.3); 于 是 , 积分 下 限 可 用 零 代 蔡 . 积分 的 主 值 可 表示 成 沿 复 w' 平面 
正 实 轴 的 上 边 与 下 边 的 路 径 积分 之 和 的 一 半 ; 然后 这 些 路 径 可 以 在 w' 平 面 分 
别 转动 到 正和 负 的 虚 轴 . 于 是 


f (+f Cié) ge Te 
r= | 
最 后 结果 为 
Ref (w, 0) = (Zo)re (128.5) 


注意 到 振幅 的 实 部 , 与 虚 部 不 同 , 并 不 包含 大 的 对 数 . 
(128.3) 与 (128.5) 的 平方 和 给 出 零度 角 的 散射 截面 为 


2 < 
2 (三 ) ( 十 do (128.6) 


(F. Rohrlich, R. L. Gluckstern, 1952). 

对 精确 向 前 散射 推出 的 结果 (128.6) 在 小 角度 的 一 定 范围 内 也 成 立 . 成 
立 的 条 件 可 以 证 明 为 g & (m/w)?. 然而 这 个 范围 对 总 散射 截面 只 有 很 小 的 贡 
献 . 对 其 的 主要 贡献 来 自 角度 为 6 < m/w 的 范围 , 这 容易 从 一 般 的 (不 仅 对 零 
角度 ) 在 光子 -光子 散射 振幅 和 电子 对 产生 截面 之 间 的 么 正 性 关系 看 出 . 在 该 
范围 , 没有 对 数 项 , 于 是 总 的 散射 截面 为 


o ~ (Zao)47r2 (二 ) 92 ~ ( Za)47r2 (128.7) 
(H. A. Bethe, F. Rohrlich, 1952). 因此 , 对 大 的 w, 相干 散射 截面 趋 近 于 一 个 常 
数 极限 . 





49 
dolo-o = 817 
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8129 电磁 场 方 程 的 辐射 修正 


在 电子 - 正 电子 场 的 量子 化 (825) 中 , 我 们 曾 表明 真空 能 量 的 表示 式 包含 
一 个 无 穷 大 常数 , 可 将 其 写成 


= 一 2 (129.1) 


其 中 -ebo’ 为 狄 拉克 方程 的 负 频 率 解 . 这 个 常数 本 身 是 没有 物理 意义 的 , 因为 
按照 定义 , 真空 能 量 为 零 . 然而 , 当 存 在 电磁 场 时 , 能 级 < 后 ) 将 改变 . 这 个 改变 
是 有 限 的 并 且 是 有 物理 意义 的 . 它们 描述 空间 性 质 对 场 的 依赖 性 , 并 改变 了 真 
空中 的 电磁 场 方 程 . 

场 方程 的 改变 对 应 于 场 拉 格 朗 日 的 改变 . 拉 格 朗 日 密度 工 是 相对 论 不 变 
量 , 因此 只 依赖 于 不 变量 B? -- H? 与 EE.H. 通常 的 表示 式 


_ 】 mm2 zr72 
1o= (EH’) (129.2) 


为 按 不 变量 级 数 展开 的 第 一 

我 们 来 推出 在 场 五 与 五 当空 间 与 时 间 都 变化 很 慢 以 至 于 可 看 成 均匀 便 
定 的 情形 的 拉 格 朗 日 . 可 假设 工 不 包含 场 的 微 商 项 . 对 此 的 必要 条 件 将 在 本 节 
末 讨 论 . 

然而 , 要 使 所 提问 题 是 有 意义 的 , 我 们 还 必须 假设 电场 足够 弱 . ee 
个 均匀 电场 可 以 从 真空 产生 电子 对 . 场 本 身 可 以 处 理 成 一 个 闭合 系统 , 只 要 
了 对 产生 的 概率 足够 小 : 


mm/ me 
可 < 下 (人 项) 5 


即 电 荷 e 在 通过 距离 /mc 时 的 能 量变 化 必须 比 me? 小 得 多 . 我 们 下 面 将 会 
看 到 (还 可 参见 习题 2), 这 时 电子 对 产生 的 概率 确实 是 格外 地 小 . 

如 果 有 电场 又 有 磁场 , 一 般 来 说 , 有 可 能 选择 一 个 参考 系 , 使 得 在 其 中 万 
写 HH 是 平行 的 . 于 是 磁场 并 不 影响 电荷 在 召 方 向 上 的 运动 . 条 件 (129.3) 在 
此 参考 系 中 是 被 满足 的 , 这 也 是 在 下 面 的 计算 中 要 采用 的 参考 系 . 

拉 格 朗 日 的 计算 从 真空 能 量 的 改变 W' 开始 . 这 由 “零点 能 ” (129.1) 由 
于 场 引 起 的 改变 给 出 . 然而 我 们 还 必须 从 中 减 去 电子 在 负 能 “ 态 ” 中 势能 的 平 
均值 . 按 定义 , 这 个 减 去 简单 地 使 得 真空 的 总 电荷 为 零 . 


这 里 我 们 将 用 e 代替 EE 以 避免 与 电场 混 清 . 
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在 存在 场 时 的 零点 能 为 
Se 5 7 2 | Ws Mio )dqaz， (129.4) 


其 中 wz 为 在 该 场 中 狄 拉克 方程 的 负 频 率 解 . 我 们 将 假设 积分 对 单位 体积 进 
行 , 并 且 波 函数 归 一 化 为 在 该 体积 中 为 一 ; &0 为 单位 体积 的 能 量 . 按照 前 面 的 
讨论 我 们 必须 从 5&0 中 减 去 如 下 这 个 量 


m= | heptl es 


其 中 po = - 瑟 .y 为 均匀 场 的 位 势 . 按照 算 符 对 一 个 参量 微分 的 定理 ( 见 第 三 
卷 (11.16) 式 )， 


Un 三 万 : | OgDds = -- 吾 各 -5 E.. 
于 是 , 真空 能 量 密度 的 总 的 改变 为 
050 O60 
W’' = (& 3 2 ) 可 (& _E. 5 (129.5) 
我 们 用 如 下 的 普遍 公式 将 W' 与 拉 格 朗 日 密度 (= Lo 十) 的 改变 工 
联系 起 来 a 


其 中 g 表示 场 的 “广义 坐标 ”( 见 第 二 卷 832). 对 一 个 电磁 场 , 量 g 为 势 4 与 
p. 由 于 





E=-A—-Vy, H=rotA, (129.6) 
A 为 在 工 中 出 现 的 唯一 的 “速度 ”6, 对 4 微 商 等 价 于 对 五 的 微 商 ; 因此 
Rr OD 
W'=E.si-t (129.7) 


比较 (129.5) 与 (129.7) 给 出 
L'=—|[é0— Eo0lg=H=0]. (129.8) 


于 是 L' 可 用 求 和 式 (129.1) 来 计算 . 
我 们 先 考 虑 只 有 磁场 的 情形 . 电子 (电荷 为 e = 一 |el) 在 一 个 恒定 均匀 场 
Hs = 五 中 的 “ 负 ” 能 级 为 
一 < 人 1 =—Vm?+lelH(2n—1+o)+p2, (129.9) 


m0 ao Sl 
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( 见 §32 习题 ). 为 求 出 这 个 和 式 , 我 们 指出 在 间隔 dps 中 的 状态 数 为 


lelH dp 

2m 2 
( 见 第 三 卷 8112); 第 一 个 因子 为 有 不 同 px 值 的 状态 数 , 它 对 能 量 没 有 影响 . 而 
且 , 除了 n=0,o = 一 1 以 外 的 所 有 能 级 都 是 二 重 简 并 的 , 因为 能 级 n,o = 十 1 
与 nn 十 1,o = 一 1 是 重合 的 . 因此 


Co OO 
—é0 = Gh {va 十 2D2 十 2 》， Vm2? rn] dpz. {129.10) 


~ Gn) /~ 一 








在 (129.10) 式 中 积分 的 发 散 性 在 计算 五 (129.8) 中 由 减 去 五 =0 时 这 个 
和 的 值 来 消除 . 为 完成 这 个 “正规 化 ”, 方便 的 是 先 计 算 收敛 的 表示 式 


P=— O°éo 一 _ lelH 
(8m2)? 2(27)? 


x 上 {ew +p2) 2 +2 (m+ salin+ 区 -| dpz 
0 n= 二 1 





_ ld/ 1 1 
8n2 (去 +2 呈 吉 如 丽 ) 
括号 中 的 求 和 可 简化 为 一 个 几何 级 数 的 求 和 , 如 下 所 示 : 


0 广 ce 一 mm27 | 3 e—2lelHnn _ :| dn 
0 


n= 二 0 


加 lelH ” 2 
=--5/ ~ 1 -eamm 1| qd 


le em" coth(lelH”n)dn. (129.11) 
0 
为 求 出 L, 现在 我 们 必须 将 68 对 m? 积分 两 次 然后 减 去 所 得 到 的 量 在 H=0 
的 值 . 这 给 出 


:i 
87n2 


其 中 cl 与 cz 依赖 于 五 但 与 mm2 无 关 . 
很 明显 , 从 量 纲 和 对 五 的 宇 称 考虑 , L' 作为 五 与 mm 的 函数 必定 有 如 下 


形式 
2 H 
L = msf (起) 。 


oo o—m?n 
{nlelH coth(lelH) ~ 1}dn + er 十 cam2， (129.12) 
0 
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因此 在 到 中 不 可 能 有 对 m2 为 奇数 次 的 项 , 所 以 ca = 0. 系数 cl 可 由 如 下 条 
件 给 出 : L' 按 豆 ” 的 级 数 展开 是 从 H4 的 项 开始 的 : H? 的 一 项 会 简单 地 改变 
原始 拉 格 明日 Lo = 一 HH?/8x 的 系数 , 而 这 实质 上 意味 着 场 的 定义 的 改变 并 因 
此 意味 着 电 答 定义 的 改变 . H? 项 的 消去 对 应 电荷 的 重 正 化 . 不 难 证 实 , 这 可 
通过 如 下 取 值 来 做 到 : 
H2e?2? ”foo e-7 
cl = st 0 


最 后 , 在 (129.12) 中 作 变 量变 换 m2n 一 n, 我 们 有 


L'(H;E=0)= 加 有 {=meothm 十 1 十 a je (129.13) 
其 中 b= |elH/m?. 
我 们 现在 转 到 不 仅 有 磁场 而 且 有 与 其 平行 的 电场 的 普遍 情形 , 电场 满足 
条 件 (129.3). 


在 此 情形 为 求 出 L/' 不 需要 重新 确定 电子 在 场 中 的 能 级 sy"; 我 们 只 需要 
指出 , 如 果 求 出 的 波 函 数 (二 阶 方程 (32.7) 的 解 ) 为 如 下 乘积 


p= WE(z)e PXno (2 


其 中 xnc(g 为 磁场 中 当 吾 =0 且 px:=0 时 的 波 函 数 , 于 是 在 wg(z) 的 方程 中 
的 质量 m 和 场 五 只 能 以 如 下 组 合 形式 出 现 


m+lelH(2n+1+0o0). 


现在 如 因子 |elH/25 仍 取 自 对 pz 的 求 和 (能 级 是 与 pz 无 关 的 ), 则 量 纲 分 析 表 
明 


62L 
可 写成 
mm2 十 |e| 互 (2 十 1 十 oa) 
人 lelH 
SD) Bn2 > 7022 十 |e| 瑟 (22 十 1 十 C) 


oe r (1) + a 2 J (129.14) 


872 1 + 2bn l 


( 求 和 中 的 每 一 项 为 -d?e 外 /(dm2z)?, 对 除 n 以 外 的 所 有 量子 数 求 和 .) 这 里 下 
为 一 个 未 知 的 函数 , 它 将 从 相对 论 不 变性 考虑 推出 . 
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$ 必须 是 标量 H? -BE? 与 (BH)? = ( 百 . 互 )2 的 一 个 函数 : 

S$(H,E)= 1(H? — E’,(EH)’). 
因此 

$(0, E) = f(-—E’,0) = $(iE, 0). 
函数 B(iE,0) 可 由 (129.11) 式 通过 取 五 一 iB 得 到 ; 在 对 积分 变量 的 标记 作 改 
变 后 , 这 给 出 

$(ib,0) = 8 [ en/° cot ndn. (129.15) 

0 

函数 F 可 以 通过 将 此 表示 与 由 (129.14) 式 给 出 的 极限 6(H 一 0,B) 相 比 


较 求 出 , 在 (129.14) 式 过 渡 到 五 一 0 的 极限 可 以 通过 将 对 n 的 求 和 换 成 对 
dn = dz/25 的 积分 变 得 更 有 效 : 


LA l+zxz\ dz Fl(y) 
= 人 16 
(Oy 8n2 jo ( a ) 1+zZ 8r2 2 my ag) 





令 公 式 (129.15) 与 (129.16) 相等 并 对 1/a = z 微 商 , 我 们 求 出 
二 三 一 / e "1*n cot ndn. 

于 是 (129.14) 中 的 求 和 又 可 简化 为 对 一 个 几何 级 数 的 求 和 , 接 下 来 的 计算 类 

似 于 前 面 给 出 的 计算 ; 我 们 用 m?, 已 与 囊 表 示 $6 并 对 m2? 积分 两 次 , 减 去 其 

在 = HH=0 的 值 , 并 如 在 推导 (129.13) 中 那样 确定 积分 常数 . 最 后 结果 为 @ 











4 ooe 一 2 
L'= 3 > em na)(nbcot nb)+1— 7 (02 一 中 | dn, 
8 0 7 3 
(129.17) 
_ lelg (= 3 ， p= lelH (= 2 
yn2 和 mic mi\ me/ 
参量 a 与 5 可 写成 不 变形 式 
a = -5 7{(F +i9)' 2? — (F ~i9)1/?}, 
(129.18) 
b = 一 ya ->{(F +i9)/? + (F —i9)/?}, 
其 中 下 与 9 可 表示 为 不 变量 
F= =(H? 一 五 )， 0G=E.H, fF+iG = 3(H +iE). (129.19) 


此 结果 是 由 W， Heisenberg，H, Euler (1935) 首先 推出 的 . 以 上 给 出 的 计算 也 用 到 
了 V. F. Weisskopf (1936) 给 出 证 明 的 思想 . 
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当 (129.17) 用 不 变量 下 与 9 表示 后 , 它 就 变 成 在 任何 参考 系 都 可 应 用 的 了 (不 
只 是 在 如 | 五 的 参考 系 ). 

写 出 公式 (129.17) 的 方式 稍 有 点 任意 . 它 只 在 电场 小 的 时 候 成 立 :a < 女 1 
(129.3); 这 个 条 件 没 有 在 (129.17) 式 中 明显 表示 , 但 可 以 从 (129.17) 的 被 积 函 
数 在 7 = mr/a (n= 1,2,…) 有 极点 的 事实 看 出 , 并 且 以 上 写 出 的 积分 严格 来 
说 是 没有 意义 的 . 因此 (129.17) 实质 上 只 能 用 于 通过 将 cot a 作 形 式 上 的 展开 
来 推导 出 按 a 的 害 次 的 渐 近 级 数 ( 见 下 面 ). 

积分 (129.17) 可 通过 在 复 7 平面 绕 过 极点 而 给 出 其 数学 意义 . 于 是 L', 并 
因此 W' 会 有 一 个 虚 部 . 由 于 能 量 是 复 的 , 有 准 稳定 态 存在 .4 在 现在 这 个 情 
形 , 稳定 条 件 被 电子 对 产生 破坏 , 而 -2Imfy 为 每 单位 时 间 与 单位 体积 电子 对 
产生 的 概率 w; 由 于 W 与 工 的 小 增 量 的 差别 只 是 符号 不 同 , 这 个 概率 w 简单 
地 可 用 五 与 互 表 示 

w = 2ImL.. (129.20) 


此 量 明 显 地 与 e-™WVe 成 正比 ( 见 以 下 (129.22)). 因为 ImW' 当 a < 工时 指数 减 
小 , 一 个 保留 任何 有 限 项 数 的 a 的 寡 次 的 渐 近 级 数 是 有 意义 的 ， 

我 们 来 考虑 (129.17) 式 的 极限 情形 . 在 弱 场 (a < 1,b << 1) 情形 , 展开 的 
领头 项 为 


，_ m’ (ao 0) 十 7 e” 2 2、 
特别 是 , 当 ! = 0 时 , 相对 修正 为 
也 -ua 
Lo 455° 


a 1 时 L' 的 虚 部 由 积分 (129.17) 通过 取 余 切 函 数 靠 近 原 点 的 极点 的 留 

数 的 一 半 得 到 , 即 在 na = x 一 i0 的 极点 . 由 (129.20) 式 , 这 给 出 一 个 弱电 场 产 
生 电 子 对 的 概率 : ， 
vi 


w= se 
Am 


—N/a 
; 


或 , 用 通常 单位 ， 


1 f/f/eEh\’ mec? /mce\3 nm 
让 (六) 罕 ( 轩 (各 5) ee 
在 一 个 强 磁场 中 (a = 0,b 六 1) 我们 从 (129.13) 式 出 发 , 写成 ( 取 bm 一 ”7) 


7 一 m4b2 万 e 一 ?Ab EE _ ncothn—1 dn 
8m2Jo 7 |3 他” 


绕 极 点 的 方向 的 选取 必须 使 得 ImW' < 0; 这 对 应 于 通常 的 规则 m2? 一 m? 一 i0 ( 即 
此 处 的 cc 一 a++i0). 
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当 吕 六 1 时 , 这 个 积分 的 重要 范围 为 1 < 7 < 之 b, 在 此 范围 e712 必 ~ 1, 我 们 可 梧 
去 括号 中 的 第 二 项 , 积分 范围 终止 于 7 交 1 与 9s8( 以 对 数 精 确 性 ). 于 是 


4p2 
~ 24n2 
(更 精确 的 计算 将 Inb 变 成 Inb 一 2.29). 在 这 种 情形 
DL Qa 
Ls ~ 3x 
由 此 我 们 看 到 , 对 场 方程 的 辐射 修正 只 有 在 如 下 指数 强 的 场 中 才能 使 相对 修 
正 达 到 单位 数量 级 : 


lnb (129.23) 


Inb. 


2 
Ho ee (129.24) 


尽管 如 此 , 以 上 计算 的 修正 是 有 意义 的 : 它们 使 得 麦克 斯 韦 方程 不 再 是 
线性 的 , 因此 , 从 原理 上 , 导致 一 些 可 观测 的 效应 (例如 光 被 光 或 在 外 场 中 的 散 
射 ). 

按照 定义 , 场 五 与 互 和 势 4 与 p 的 关系 仍然 保持 如 前 (129.6) 式 那 样 ， 
因此 第 一 对 麦克 斯 韦 方程 没有 变化 : 

divH =0, rotE= 2 (129.25) 
第 二 对 方程 由 作用 量 
人 / (Lo + LN)d4z 


对 A 与 yp 作 变 分 得 到 , 并 可 写成 


rot(H — 4xM) = s(E + 4xP), (129.26) 
div(E + 4xrP) = 0， (129.27) 
其 中 采用 标记 : 本 有 


方程 (129.25) 一 (129.27) 形式 上 与 宏观 介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 一 致 .© 由 此 看 
出 , PP 与 M 的 物理 意义 为 真空 的 电 与 磁极 化 矢量 . 

我 们 指出 , 对 于 平面 波 的 场 P 与 M 为 零 , 在 此 平面 波 中 两 个 不 变量 
一 H? 与.H 篆 为 零 . 因此 对 一 个 平面 波 , 真空 中 的 非 线 性 修正 为 零 . 


在 作 此 比较 时 必须 记 住 , 在 宏观 电动 力学 中 磁场 的 平均 值 由 B 表示 , 而 不 是 这 
里 的 五 . 
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最 后 , 我 们 来 研究 以 上 公式 成 立 的 条 件 . 如 果 场 可 看 成 一 个 常量 , 它们 在 
通过 1/m 量 级 的 距离 或 时 间 的 相对 变化 必定 很 小 ; 这 就 保证 了 对 Lo 的 衍生 
修正 比 Lo 本 身 要 小 . 例如 , 如 果 场 只 与 时 间 有 关 , 这 就 给 出 自然 的 条 件 


wm. (129.29) 


但 是 , 对 一 个 弱 场 则 还 有 更 严格 的 条 件 . 这 是 因为 第 四 级 项 (129.21) 必定 
比 对 Lo 的 衍生 修正 的 平方 项 大 得 多 , 否则 四 级 项 就 变 得 没有 意义 . 例如 , 在 一 
个 仅 依赖 于 时 间 的 电场 中 , 这 导致 条 件 


w < 儿 到 一 一 (129.30 ) 
m 


lelE 
这 个 条 件 要 比 (129.29) 更 为 严格 . 

但 是 , 在 8128 的 最 后 部 分 考虑 的 光子 -光子 散射 问题 中 , 条 件 (129.30) 
并 不 需要 . 那里 , 我 们 从 一 开始 就 只 关心 四 光子 过 程 , 在 拉 格 朗 日 中 它 用 四 级 
项 描述 , L' 中 其 余 项 的 相对 大 小 是 无 关 的 . 因此 只 要 条 件 (129.29) 满足 就 足 
够 了 . 


习 吉 
1. 求 麦克 斯 韦 方程 的 非 线 性 对 小 的 稳定 电 桨 el 的 场 的 修正 ， 
解 : 对 及 = 0 情形 , (129.21) 式 给 出 


OL!’ ao? 
= 二 = EE 
OE 90nx2mt4 
在 中 心 对 称 情形 , (129.27) 给 出 


(1) 


(E+ 4nxP)r’ = const 一 el (2) 


其 中 常数 的 数值 由 如 下 条 件 得 到 , 即 当 7 一 00 时 , 场 应 变 成 电荷 为 el 的 库仑 
场 . 方程 (2) 的 近似 解 为 


el 2a?2ei 
和 72 ( i) : 
或 
el1 2a2e1 
| 3 
” ( 3 ) (3) 


修正 (3) 对 el 是 非 线 性 的 , 这 与 (114.6) 中 的 线性 修正 不 同 , 根本 上 是 由 
于 库仑 场 的 非 均匀 性 . 对 a 有 更 高 的 阶 的 修正 (3), 将 随 距 离 增加 更 缕 慢 地 减 
少 并 随 el 增长 得 更 快 . 
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2. 在 准 经 典 近 似 下 直接 估计 在 一 个 弱 均 匀 恒 定 电 场 中 电子 对 产生 的 概 
率 , 精确 到 指数 精确 性 (F. Sauter, 1931). 

解 : 在 一 个 弱电 场 召 ( 有 一 个 缓慢 变化 的 位 势 p = - 百 .r 二 -Bz) 中 的 运 
动 是 准 经 典 的 , 由 于 反应 振幅 中 包含 的 终 态 正 电子 波 函 数 可 看 成 为 初 态 “ 负 
频率 ”函数 , 电子 对 产生 可 看 成 一 “ 负 频 率 ” 态 到 “ 正 频率 ” 态 的 跃 


迁 . 在 前 一 状态 , 由 于 存在 电场 , 准 经 量 由 如 下 方程 确定 

二 ey lelEz, (1) 
而 在 后 一 状态 , 由 如 下 方程 确定 

E 一 十 Vp2(z) + m? + |elBz, (2) 


从 第 一 个 态 到 第 二 个 态 的 改变 意味 着 通过 一 个 热 又 (p(z) 为 虚 的 区 域 ), 这 个 
区 域 隔 开 了 对 给 定 的 6 将 实 的 p(z) 应 用 于 函数 (1) 与 (2) 的 区 域 . 这 个 势 择 的 
边 春 zi 和 zz 出 现在 p(z) = 0 的 地 方 , 即 


Ee=—m+lelEz, é€=+m+l|elBz. 
通过 一 个 准 经 典 势 全 的 概率 为 
vom(-2f poke) = (~ vieae), 


nm? 
WwW CX exp “jelE . 


因此 


与 (129.22) 一 
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电磁 场 方 程 的 非 线性 修正 在 光子 于 外 场 的 传播 中 产生 了 一 系列 特殊 的 
效应 . 
为 使 这 些 方程 以 更 熟悉 的 形式 出 现 (参见 上 节 最 后 的 注解 ), 在 本 节 我 们 
将 用 殖 与 吾 标 记 电 场 与 磁场 ; D 与 互 则 用 于 标记 下 面 的 量 
OL OL’ 
万 = 五 +4rP， H=B-4xM, P= 5E' M= a 
于 是 方程 (129.25) 一 (129.27) 变 成 
divB=0, rotEh= -二 


二 


(130.1) 
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我 们 来 考虑 在 一 个 恒定 均匀 磁场 Bo 中 的 光子 传播 子 . 用 撤 标记 与 电磁 
波 的 弱 场 相 联系 的 量 , 对 这 些 量 我 们 有 方程 


kx 再 ' = 一 wD'， kxE =wB, 
(130.2) 
k.B'=0, k.D’=0, 


其 中 
D; 一 Eikp PL, 万 ; 一 Wik Her; (130.3) 


真空 电容 率 与 磁 导 率 张 量 为 外 磁场 Bo 的 郴 数 ， 假设 这 个 场 如 此 弱 , 使 得 
lelBo/m2 和 1, 我 们 由 拉 格 胃 日 (129.21) 求 出 
ew = Bur + Bera D8 (Bi + Zhibe ), 
(130.4) 
Hik = Oik 十 和 下 -BO0 (Bik + 2bibk) 
其 中 b= Bo/Bo. 
假设 光子 频率 如 此 小 , 使 得 w < m (129.29). 然而 , 张 量 sik 与 Aix 的 结构 
并 不 依赖 于 这 个 假设 ; 这 是 由 于 量子 电动 力学 方程 在 空间 反射 与 电 倚 共 斩 下 
的 不 变性 . 前 者 阻止 了 在 万 ' 中 出 现形 如 constant x B' 或 constant x Bo(Bo.B') 
的 项 (因为 反射 改变 巨 与 D 的 符号 而 保持 互 与 B 不 变 ); 后 者 阻止 了 在 eix 
与 jvix 中 出 现 反 对 称 项 与 对 Bo 奇数 次 的 项 , 以 及 形 如 eik1Bol 的 项 (因为 电光 
共 轿 改变 所 有 场 的 符号 ). 
由 于 所 考虑 的 问题 有 一 个 特殊 的 平面 , 即 kb 平面 , 取 线 性 极 化 在 此 平面 
与 垂直 于 此 平面 作为 光子 两 个 独立 极 化 是 合理 的 . 下 标 上 与 | 分 别 用 来 标记 
矢量 B' 垂直 于 kb 平面 与 在 该 平面 的 极 化 . 
对 垂直 极 化 , 矢量 有 H', 如 B' 一 样 和 kb 平面 成 直角 : 


矢量 E' 与 D' 则 在 此 平面 上 . 于 是 , 由 方程 (130.2), 我 们 得 到 光子 的 色散 关系 
k= 二 niw,“ 折 射 率 ”( 通 常 单位 ) 为 


71 一 工 十 J Bsin’ 0， (130.5) 


其 中 09 为 k 与 Bo 间 的 夹 角 .9 


Q@ 在 (130.2) 的 第 二 个 方程 中 用 H' 表示 B', 将 H’' 代入 第 一 个 方程 ,然后 取 其 在 。 
方向 上 的 投影 . 乘积 天 .至 借助 于 方程 &.D' =0 用 6b.E' 表示 . 


8130 ”磁场 中 的 光子 分 裂 * 563 ， 


在 第 二 种 情形 , B' 与 H' 在 kb 平面 上 ,而 BE' 与 忆 ' 垂 直 于 此 平面 . 求 出 
折射 率 为 


2 有 sin28 (130.6) 


我 们 指出 nl 之 nl- 等 号 出 现在 六 三 0,n1 一 ?|| 一 1 时 . 
带 辐 射 修正 的 麦克 斯 韦 方程 非 线 性 最 有 兴趣 的 表现 是 光子 在 外 磁场 中 的 
一 分 为 二 (S. L. Adler, J. N. Bahcall, C. G. Callan, M. N. Rosenbluth, 1970). 
在 恒定 的 均匀 场 中 , 这 个 过 程 满足 能 量 与 动量 守恒 . 在 光子 k 衰变 为 光 
子 ki 与 光子 ks 的 过 程 中 , 我 们 有 


?1 一 工 十 


w(k) ee w (ki1) 十 w (kz), ki 十 天 > 一 天. (130.7) 


对 于 真空 中 的 光子 , 在 没有 外 场 时 , w = 上 与 方程 (130.7) 只 对 于 在 同一 方向 上 
运动 的 三 个 光子 才能 成 立 . 然而 , 在 此 情形 , 该 衰变 被 电荷 共 斩 不 变性 严格 禁 
止 : 弗 里 定理 (879) 表明 有 三 光子 自由 端的 费 曼 图 之 和 为 零 . 

存在 外 场 使 得 光子 衰变 成 为 可 能 ; 这 个 衰变 用 具有 三 个 光子 端 和 一 个 或 
多 个 外 场 线 的 图 表示 . 然而 衰变 的 可 能 性 依赖 于 光子 极 化 的 性 质 ， 这 个 依赖 
关系 可 从 守恒 定律 (130.7) 和 光子 色散 关系 在 外 场 中 的 改变 推出 . 

色散 关系 可 以 写成 

w =k+B(k), (130.8) 


其 中 B(k) 为 一 个 小 的 增 量 (在 弱 场 中 ). 它 的 存在 原则 上 使 得 对 于 处 在 靠近 大 
方向 的 某 个 罕 光 锥 内 的 动量 ki 与 ks, 满足 方程 (130.7) 成 为 可 能 . 由 于 所 有 三 
个 矢量 k, ki1, k2 都 靠近 在 一 起 , 在 小 项 B(k) 中 , 它们 都 可 看 成 是 平行 于 的 ， 
而 且 我 们 可 以 取 十 ko = k. 于 是 能 量 守恒 定律 变 成 


B(xk)— Bi(xk)— Bo(x(k—k))= k+lk—ki|—k 


(其 中 x = k/k); 由 于 色散 关系 与 光子 极 化 有 关 , 函数 8, B1, Bz 可 以 是 不 同 的 . 
由 于 


kk1 


| 有 一 kl| 一 [(K 一 有 十 2181(1 一 cos 9)]1/2 Ok kl 十 pp 
其 中 乡 为 天 与 局 间 的 夹 角 , 我 们 有 
2 
B(xk) — Bi(xhi) — Ba(x(k — ki)) = 2 >0. (130.9) 


包 动量 守恒 是 由 于 场 的 空间 均匀 性 , 但 当然 只 出 现在 包含 不 带电 粒子 的 过 程 中 . 
带电 粒子 的 拉 格 朗 日 不 只 包含 场 ,还 包含 位 势 , 而 位 势 即使 在 均匀 场 中 也 依赖 于 坐标 . 
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对 衰变 而 言 , 这 个 不 等 式 是 色散 关系 必须 具有 的 特征 . 
对 频率 w < m 的 情形 , 色散 关系 由 (130.5) 与 (130.6) 给 出 , 因此 B(k) 3 
一 kIn(xe) 一 1], 其 中 也 数 n(x) 与 拓 量 的 方向 有 关 但 与 其 大 小 无 关 . 于 是 我 们 
必定 有 
kini(x) + (ko ki)na(x) — kn(x) > 0. (130.10) 


由 于 nj > ny, 这 个 条 件 直 接 排 除了 如 下 衰变 
YMTMN YL Nt 


其 中 7y 标记 光子 , 而 上 与 对 应 上 面 定 义 的 两 个 极 化 .多 
对 于 衰变 
?3L 一 ?L 十 ?7 M+ 


(130.10) 式 的 左边 为 零 , 因为 函数 n, ni, ma 是 相同 的 . 为 解决 此 情形 的 这 个 问 
题 , 我 们 必须 考虑 当 w 增 大 时 折射 率 与 上 的 依赖 关系 . 所 要 求 的 不 等 式 为 


kin(x, Kk1) 十 (一 kijn(x,k—ki)— kn(x,k)>0. 


由 普遍 的 论据 可 证 明 n(xc,k) 是 一 个 随 增加 的 函数 , 所 以 这 个 不 等 式 是 不 
可 能 被 满足 的 , 因此 以 上 衰变 也 是 不 可 能 的 : 事实 上 用 n(k) 代替 m(K 一 ja) 与 
n(k1) 肯定 将 增 大 这 个 求 和 , 而 这 一 代替 的 结果 是 求 和 为 零 . 这 个 结论 可 应 用 
于 任何 透明 介质 , 也 是 折射 率 的 Kramers-Kronig 公式 的 结果 ( 见 第 八 眷 864). 
在 现在 的 情形 , 外 场 对 所 有 频率 w < 2m 直到 电子 对 产生 国 即 光 子 吸收 国 的 
光子 是 一 种 “透明 介质 ”. 
因此 , 只 有 如 下 衰变 过 程 是 允许 的 
Y= YL (130.11) 
Y= 9 十 了 L， (130.12 ) 
我 们 曾 指出 过 , 动量 ki 与 ko 和 初始 光子 动量 及 成 一 个 小 的 角度 9. 如 果 
这 个 角度 可 忽略 , 即 如 果 所 有 光子 的 动量 假设 为 平行 的 ( 共 线 近似 ), 那么 衰变 
(130.12) 是 不 可 能 的 , 用 如 下 方法 可 证 明 这 一 点 . 
类 似 于 (127.4), 我 们 将 衰变 振幅 表示 为 
Misi = Mpve "et er”, 


数值 计算 表明 , n， > nl 不 仅 当 w 匀 和 (130.5) 与 (130.6) 成 立时 是 对 的 , 而 且 
对 所 有 w < 2m 情形 都 成 立 , 即 频 率 小 于 光子 产生 电子 对 的 阅 . 
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其 中 e, e1, ez 为 光子 极 化 四 维和 天 量 , 如 通常 那样 由 其 四 维和 天 势 4 确定 . 用 三 维 
势 规范 , e = (0,e), 我 们 可 以 将 其 重 写成 


Myi = Mipieielpe21. 
两 个 独立 的 极 化 由 如 下 单位 矢量 定义 包 


elllk X b, elllk 六 (k Xx b). (130.13) 
不 难看 到 , 在 如 下 展开 式 中 


Mik! = >》 Mae! see 
AA1 M2 

其 中 A, 和 1, 和 2 取 值 为 上 与 (参见 (127.9)), 矢量 ej 在 每 项 中 必定 出 现 偶数 
(0 或 2) 次 . 振幅 MP 在 CP 变换 下 是 不 变 的 , 因为 势 4 (并 因此 e) 为 CP 不 
变 的 , 张 量 Mikt 也 必须 如 此 . 在 CP 变换 下 el 一 ej, el 一 -el; 电荷 共 思 改 
变 了 的 符号 , 空间 反射 改变 了 kk 的 符号 而 轴 矢 量 b 则 保持 不 变 . 因此 , 如 果 
天 量 el 在 任何 展开 项 中 出 现 一 次 , 对 应 的 标量 Mh 必定 是 CP 奇 的 . 但 
是 , 仅 由 两 个 矢量 (在 共 线 近似 下 ) k = ki = ko 与 b 是 不 可 能 构造 一 个 CP 奇 
的 标量 的 , 二 者 在 CP 变换 下 都 变 号 . 这 就 证 明了 以 上 论断 . 

因此 , 在 共 线 近似 下 衰变 (130.12) 是 被 禁止 的 . 更 详细 的 分 析 表 明 , 这 个 
过 程 的 振幅 和 和 套 变 (130.11) 振幅 之 比 在 共 线 近似 下 的 允许 值 为 


Mi 2 2 (好 ) 
一 ”~ 人 ~ ， 130.14 
AL Ber ( ) 





其 中 


m2 m2c3 
Bs: = Te € a 4.4 x 1oG) 
由 (130.9) 式 估 算 , 角 光 为 凡 ~ nL ~ nN. 
唯一 可 能 (在 主 近似 下 ) 的 衰变 为 yj 一 71 十 1 的 这 个 事实 意味 着 在 磁 
场 中 传播 的 未 极 化 的 光子 束 中 最 终 产生 了 上 极 化 . 
现在 , 假设 Bo < Ber, 我 们 用 微 扰 论 来 计算 衰变 振幅 My; = ML. 
第 一 个 非 零 费 曼 图 (对 a 与 外 场 展开 ) 如 下 


k2 


| nn 


大 


巴 下 标 上 与 上 指 以 上 定义 的 极 化 . 必须 记 住 单位 矢量 e 确定 了 矢 势 4 的 方向 ( 因 
此 也 确定 了 电场 Bg' 的 方向 ) 并 垂直 于 B'. 
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以 及 端点 所 有 可 能 的 置换 , 三 个 端点 对 应 光子 而 一 个 端点 对 应 外 场 . 然而 , 在 
共 线 近似 下 , 对 应 这 些 图 的 振幅 为 零 . 因为 , 作为 规范 不 变性 的 一 个 结果 , 外 场 
只 能 作为 其 场 强 包 j 的 一 个 四 维 张 量 出 现在 这 个 过 程 的 振幅 中 , 而 光子 极 化 
四 维和 天 量 只 在 与 四 维 波 和 天 的 反对 称 组 合 中 出 现 


fnv 一 nev = kve,. 


振幅 的 最 后 表示 式 由 外 场 张 量 Fy, 三 个 光子 的 张 量 fv, fiyw 与 fowv 及 其 
四 维 波 矢 ,kip， kzp 组 成 ; 它 对 每 个 张 量 fi, 必须 是 线性 的 , 并 且 由 于 图 
(130.15) 它 对 Rj, 也 必须 是 线性 的 . 在 共 线 近似 下 , 四 维 矢量 &i 与 ko 可 简化 
为 k: ki = kwi/w, kz = kwz/w. 在 这 些 条 件 下 , 任何 按 上 面 构成 的 标量 积 都 恒 
等 于 零 : 不 难 证 明 , 这 样 的 乘积 至 少 包 含 一 个 零 因 子 2 或 ke. 

因此 , 在 共 线 近似 下 , 对 衰变 振幅 的 第 一 个 非 零 贡献 来 自如 下 的 六 边 形 图 


kl k 


“(> (130.16) 


它 有 三 根 外 场 线 . 对 应 这 种 图 的 振幅 包含 三 个 因子 Fy. 这 种 类 型 的 标量 积 
不 必 为 零 , 但 是 所 有 非 零 乘积 包含 只 通过 张 量 户 , 的 光子 波 矢 : 不 难看 出 , 再 
加 一 个 因子 大 会 导致 在 乘积 中 出 现 零 因子 妨 或 ke. 张 量 fv 的 分 量 是 和 光子 
场 吾 ' 与 B' 的 分 量 相 同 的 . 这 意味 着 , 如 果 将 对 应 图 (130.16) 的 衰变 振幅 表示 
成 一 个 算 符 的 矩阵 元 , 那么 该 算 符 用 光子 场 算 符 表 示 , 是 和 光子 频率 无 关 的 . 
因此 , 反 过 来 得 出 , 对 应 图 (130.16) 的 散射 振幅 的 计算 , 利用 拉 格 朗 日 (129.17)， 
就 给 出 不 受 w < 匀 mm 情形 限制 的 正确 答案 . 
在 §127 结尾 曾经 表明 , 相互 作用 哈密 顿 量 如 何 从 §129 求 出 的 拉 格 朗 日 
也 得 到 . 现在 , 我 们 有 一 个 包含 三 个 光子 的 过 程 , 对 应 的 相互 作用 算 符 从 工 的 
展开 中 包含 产生 三 个 光子 场 BE' 与 B' 乘积 的 项 求 出 . 这 里 我 们 只 需要 考虑 如 
下 的 项 
(B’'. Bo)(E’ . Bo)’, (130.17) 


其 中 每 个 矢量 B' 与 E' 都 是 以 和 Bo 的 标量 积 形式 出 现 的 : 而 乘积 E?，B” 
与 BE'.B', 用 四 维 标记 , 是 从 fvf** 形式 的 标量 产生 的 , 它们 在 共 线 近似 下 恒 
等 于 零 . 选择 包含 一 个 B' 因子 和 两 个 E' 因子 的 项 是 因为 所 考虑 的 过 程 包含 
一 个 上 的 光子 和 两 个 上 的 光子 ; 对 于 前 者 , 场 B' 有 沿 Bo 的 分 量 , 而 对 于 后 
者 , 场 B' 有 这 样 的 分 量 . 


@ 在 图 (130.15) 中 包含 的 非 共 线 产生 的 修正 会 对 振幅 有 贡献 , 相对 于 (130.16) 的 页 
献 , 它 有 对 a 更 高 的 一 个 量 级 . 


$130 磁场 中 的 光子 分 裂 " 567 ， 


拉 格 朗 日 二 可 用 不 变量 大 = 7(B? 一 E’) 与 9= 巨 .B 表示 . 在 展开 式 中 
所 要 求 的 项 来 自 与 9? 成 正比 的 项 . 对 此 项 用 (129.17) 式 计 算 给 出 
13e6 
0 
设 B=Bo+B', = E', 并 由 下 到 Bo:B’ 和 由 6 取 Bo:E', 我 们 就 得 到 所 
要 求 的 (130.17) 形式 的 展开 项 . 于 是 描述 衰变 yy 一 yi 十 1 的 三 光子 相互 
作用 算 符 为 


V3) 一 





ee 27ns | (Bo Bi)(Bo. BE)(Bo. EB')d3z, (130.18) 


其 中 
B' = 1V4nxk x ene kr)a,, 


Ei = —iVAdnwieLe tr net | 


对 思 有 类 似 的 结果 ; 参见 (127.26), (127.27) 式 .@ 
按照 864 给 出 的 规则 , 衰变 振幅 Mr 可 从 如 下 定义 计算 


Sri = —i(f| / Vad) = if2r)48 人 (KE — ki — ko) Msi 


结果 为 
MP = -iae (4n)3? Bi sin 0 
fi i 3 1528 ( ) “wwiw2 Bo sin 
其 中 0 为 kk 与 Bo 的 夹 角 . 单位 时 间 的 衰变 概率 为 (参见 (64.11) 式 ) 


d 3k1d3 ko 
2.2w.2wl .2w2 . (2n)6 
取 额 外 的 因子 5 是 考虑 到 由 于 两 个 终 态 光 子 的 全 同性 使 得 相 体积 减少 一 半 . 


第 一 个 8 函数 由 对 d3k2 的 积分 消去 . 为 消去 第 二 个 8 函数 我 们 指出 , 如 果 忽 
略 色散 ， 


dw = (2%)48(k ~ ki — k2)6(w — wi 一 wa) 


kki 
一 Ki 





ww shrek hi| (1 — cos 1) 


并 因此 @ 
1 te 
人 [ wwlw26(w — w1 — wa)d cos 1 .2rwidwl = 2 上 2(w 一 wi)2dwi = jo. 
0 


Q (130.18) 式 中 的 系数 加 了 倍 , 因为 Bi 与 本 可 以 取 工 中 的 两 个 因子 gr 中 的 任何 


md 


® 这 里 假设 , 考虑 到 色散 , 8 隆 数 的 宗 量 事实 上 在 某 个 cos91 < 1 处 为 零 . 于 是 , 这 
种 色散 对 可 能 发 生 衰变 是 必要 的 ,但 是 衰变 概率 本 身 并 不 依赖 于 小 色散 的 大 小 . 
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最 后 , 对 每 单位 时 间 的 总 衰变 概率 (用 通常 的 单位 ), 我 们 有 
So (号 ) me (党) (2 
15r2 \ 315 所 \me? B.r 
eme” B2 sin’*0 hi\ /fw Ns 
一 0.18a 三 ( Ri } (让) (总 ) 和 (130.19) 


如 已 经 指出 过 的 , 此 公式 成 立 的 条 件 w < m 是 不 必要 的 . 此 公式 成 立 仅 
由 对 应 第 8 级 图 的 项 是 小 的 条 件 所 限制 . 为 得 到 一 个 估计, 我 们 指出 第 8 级 矩 
阵 元 可 包含 比如 一 个 与 第 6 级 项 相差 一 个 (eFMWk, /m3)? 形式 的 无 量 纲 不 变 
因子 . 要 求 它 小 是 一 个 很 弱 的 条 件 : 


w < m(m?/(lelBo)). 
§131 对 四 维 区 域 积分 的 计算 


现在 , 我 们 将 给 出 在 辐射 修正 理论 产生 的 积分 计算 中 一 些 有 用 的 规则 和 
公式 . 

与 费 曼 图 对 应 的 积分 的 典型 形式 为 

f(k)d’k 
Q1Q9 0 

其 中 @1, az,…… 为 四 维 矢量 上 的 二 次 多 项 式 , f(k) 为 某 个 n/' 次 的 多 项 式 , 积分 
是 对 整个 四 维 大 空间 进行 的 . 

计算 这 种 积分 的 一 个 方便 方法 是 由 费 曼 (1949) 提出 的 , 这 个 方法 是 基于 
在 辅助 变量 上 ,ca 的 积分 前 , 先 对 被 积 图 数 进 行 一 个 变换 或 参量 化 : 


6(&1 十 &2 十 :… 十 én 一 1) 
Q1Q2: = DL 0 [ den (a1é1 十 Qa2&2 十 … 十 anén)” | Wa 


这 个 变 搞 将 分 母 由 n 个 不 同 的 二 次 式 变 换 成 为 单个 二 次 多 项 式 的 n 次 方 . 
通过 对 dén 的 积分 消去 8 函数 , 并 采用 如 下 定义 的 新 变量 








(131.1) 





El 一 p_i1， co = pn-2 一 Zn bn-l = 11 — Ly, 


tl 十 62 十 … 十 如 -1 一 21， 
我 们 得 到 一 个 与 (131.2) 式 等 价 的 公式 


-nf amn dzZ2 
C1C2 


Tn—2 1 


EE 
0 人 [aizn-l 十 az(zn-2 一 Zn-1) 十 … 十 an(1 一 ZI 





(131.3) 
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当 n = 2 时 , 此 公式 变 成 
1 dz 
二 1 [rs ol — wp (23034) 


此 式 不 难 证 实 . 对 任何 n 值 , 公式 可 用 归纳 法 证 明 : 在 (131.3) 式 中 对 dzn_l 积 
分 , 我 们 在 右边 得 到 同样 形式 的 两 个 (n 一 2) 重 积分 之 差 . 假设 公式 对 此 成 立 ， 
我 们 有 








1 1 1 
Cl 一 Q2 Ee | ; 
此 式 等 于 (131.3) 式 的 左边 . 
通过 将 (131.3) 对 ai, az 等 微 商 , 我 们 可 以 推出 类 似 的 公式 , 可 用 于 分 母 
包含 任何 超过 一 次 多 项 式 的 积分 的 参量 化 . 
发 散 积 分 可 通过 由 其 它 类 似 形 式 的 积分 作 减 除 来 正规 化 . 为 确定 这 个 差 ， 
先 将 被 积 函 数 之 差 (其 中 每 一 个 已 经 用 (131.2) 作 了 变换 ) 作 如 下 变换 可 能 是 


方便 的 : , i ; 
1 1 n(a— b)dz 
去 - 志 =-| ra (131.5) 


在 应 用 (131.3) 式 后 , (131.1) 式 的 四 维 积分 变 成 
f(k)d’k 
| ma ea (131.6) 
其 中 1 为 一 个 四 维 矢 量 , 而 a2 为 一 标量 , 二 者 都 依赖 于 参量 zl1, ,…，, zn_1; 标 
量 oa? 将 假设 为 正 的 ， 
如 果 积 分 (131.6) 收敛 , 我 们 可 以 作 变 量变 换 一 1 一 (原点 移动 ), 它 给 
出 (以 不 同 的 函数 f(k)) 
f(k)dsk 
(k2 一 a2)m， 
现在 分 母 只 包含 平方 妨 . 分 子 中 我 们 只 需要 考虑 标量 函数 f = BR(b2): 对 任何 
其 它 形式 分 子 的 积分 ， 


ktF(k?)dak 





(131.7) 


a = 0， (131.8) 
krk’ Fl(k?)dsk 1 ,, fk2F(k?)d4k 
(kh2—o2)r 49 (k2 一 a2ym ’ (131.9) 
kek kok Fk )dk _ 1 (k2)2F(k2)d4k 
i ds Argpo 十 gupgxe + gh grP 由本 Ac 
(k2 — o2)n 4(9 9 十 9 9 十 9 ) / (hk2 — az)n 
(131.10) 


等 等 , 这 可 由 积分 对 上 的 所 有 方向 的 对 称 性 明显 得 出 . 
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在 原始 的 积分 (131.1) 中 ， 分 母 中 的 每 个 因子 Ql1,; Q2, **，* (作为 ko 的 郴 数 ) 
有 两 个 零点 , 它们 按照 普遍 规则 ($75) 应 该 在 对 dko 的 积分 中 避免 . 在 变换 到 
(131.7) 式 后 , 钙 积 函数 的 2n 个 简单 极点 用 两 个 m” 阶 极点 代替 , 它们 按照 同样 
规则 应 于 避免 (图 25 中 的 路 径 C), 通过 按 箭头 所 示 移 动 积 分 回路 , 可 以 转换 
到 ko 平面 的 虚 轴 (路 径 0'). 于 是 变量 ko 由 il 代替 , kl 为 实 的 . 于 是 ,大 也 写 
成 以 , 我 们 有 

k? = ke — ke? — —(kl + k2) = 一 be， (131.11) 
其 中 有 为 一 个 欧 氏 度 规 的 四 维 矢量 ; 并 且 
dtk 一 id4k’ = ia 和 -dm 

其 中 d92 为 四 维 立 体 角 元 . 对 df 的 积分 给 出 2r” ( 见 第 二 卷 , 8111), 因此 


d48 一 inx2k2d(k). (131.12) 








图 25 
取 k= 2 我们 最 后 有 
/ 证 = (—1)"in? ) a (131.13) 
特别 是 ， i (ni 


( 妈 二 az on-2)(n—1)(n— 2) Cg 


积分 (131.7) 的 对 数 发 散 部 分 可 以 分 出 来 为 


/ 1 a on. (131.15) 


不 难看 出 , 在 这 类 积分 中 我 们 可 用 k 十 ! 代替 k: 其 差 为 


{mp wp} 
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这 是 一 个 收敛 的 积分 , 所 以 变换 天 一 有 上 二 1 在 此 积分 中 肯定 是 允许 的 . 在 这 
样 做 时 还 改变 的 符号 , 我 们 得 到 大 小 相同 符号 相反 的 两 个 量 , 因此 它 必定 
一 个 线性 发 散 的 积分 必定 有 如 下 形式 


krd4k 
| ma [( — 1) — aaj’ (131.16) 


但 是 , 事实 上 这 样 的 积分 只 是 对 数 发 散 的 : 当 一 co 时 , 积分 渐 近 地 趋 近 于 
kt/(k2)? 并 在 对 所 有 方向 平均 后 给 出 零 . 然而 , 原点 的 改变 给 积分 (131.16) 加 
上 一 个 常数 . 这 可 以 对 无 穷 小 改变 上 一 上 十 51 证 明 , 通过 计算 差 


kr kr + Sl 
Ar* = / {a — | dk. (131.17) 


4kK(kOl) 6+ 
4 - {将 a Q2)3 (k? = a2)? | d k. 
在 头 一 项 中 , 对 方向 的 平均 使 其 分 子 用 k?26lt 代替 (参见 (131.9)), 并 因此 @ 
d4k im? 
LA 一 oer | ess 一 一 8 (131.18) 
在 辐射 修正 的 最 后 表示 中 , 还 经 常 出 现 一 个 用 如 下 积分 定义 的 超越 函数 
* In(1 十 
FE) = [ +), (131.19) 


有 时 将 此 函数 称 为 Spence 函数 . 它 的 一 些 性 质 (为 引用 方便 在 此 列 出 ) 如 下 


F(E)+F a) 二 十 > In? £, (131.20) 
F(-é)+F(-1+é)=—— oe Iné In(1 ~ é), (131.21) 
F(1) = 5 F(-1)= a (131.22) 
对 小 & 的 展开 为 
.kn 
Us RE (131.23) 


包 更 繁 的 计算 也 可 以 得 到 有 限 : 的 同样 结果 . 
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8132 光子 传播 子 在 大 动量 时 的 渐 近 形式 


极 化 算 符 P(k?) 展开 的 第 一 项 (对 a) 已 经 在 8113 中 计算 了 , 并 已 发 现 ， 
对 | 好 | 光 m2? 情形 , 这 一 项 为 (以 对 数 精确 性 ) 


k2 
P(k?) = ok? In (132.1) 


我 们 还 曾 指出 , 在 这 个 公式 的 推导 中 (作为 传播 子 4xD-! = k& 的 第 一 级 近似 
修正 ) 假设 了 如 下 条 件 i 
直上 (132.2) 


这 给 出 了 | 妇 | 允许 取 值 的 一 个 上 限 . 现在 , 我 们 将 证 明 (132.1) 式 事实 上 在 如 
下 这 个 弱 得 很 多 的 条 件 下 也 是 成 立 的 


2 
一 nn 一 <1. (132.3) 
NL mm 


证 明 如 下 包 . 首先 , 我 们 指出 ,尽管 原则 上 条 件 (132.3) 允许 微 扰 论 级 数 中 所 有 级 
(对 a) 的 项 对 P(k?) 都 有 贡献 , 但 在 每 一 级 n 中 只 需要 考虑 ~ an ln"(|k|/m2) 
的 项 , 它 包 含 与 a 相同 阶 的 大 的 对 数 ; 包含 较 低 阶 对 数 的 项 肯定 是 小 的 , 因为 
Ql. 
对 PP 的 微 扰 论 级 数 的 分 析 可 简化 为 对 级 数 9 与 T+ 的 分 析 , 利用 戴 森 
方程 
4 d4 
Pl) = {mop + ir p+ hp 9(p) Gi (132.4) 


0 
QW 这 个 表述 与 结论 属于 工 . 1. Jaanay, A. A. A6pakocoBp, Mi. M. XamaTHMKOB (1954) 
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( 见 (107.4) 式 ), 由 于 明 数 P(N2) 是 规范 不 变 的 , 我 们 可 以 用 任何 规范 来 计算 9 
与 卫 . 这 里 最 方便 的 是 朗 道 规范 ,在 此 规范 , 自由 光子 传播 子 有 (76.11) 的 形式 : 


47 kh, 
Dv (Kk) = pk2 (ww | (132.5) 


(在 (103.17) 式 中 取 DW = 0). 我 们 发 现 , 在 此 规范 下 对 9 与 Tr 的 微 扰 论 级 数 
中 一 般 不 包含 任何 对 数 零 级 的 项 . 因此 , 在 (132.4) 式 中 代 人 零 级 近似 9 = G， 
TY 二 yt 就 足够 了 , 得 到 
2、 .4na dp 
P(k’) = i tr YG(p+ Gp (132.6) 
这 就 是 对 应 第 一 级 近似 (对 a) 图 (113.1) 的 费 曼 积分 , 并 导致 (在 进行 适当 的 
重 正 化 后 ) (132.1) 式 . 
为 证 明 前 面 的 论断 , 我 们 先 考 察 积分 (132.6) 中 对 数 的 来 源 . 不 难看 出 , 对 
数 项 来 自如 下 积分 范围 


Pk| 当 8 > mz. (132.7) 
将 G 形式 上 展开 成 1/xp 的 级 数 , 我 们 有 


1] ~Yp 
Go 多 一 三 五， 
(p) TD 2 

1 1 1 1 1 1 1 
= 
YP—YEk TD YP YP YP YP 7Yp 


= 7 ODOR OP) CPOR) (YP) OE) YP) 
(p2)3 | 





G(p—k) 久 


D2 (p2)? 

代入 (132.6) 式 , 通过 正规 化 去 除 与 上 无 关 的 第 一 项 (与 k? 一 0 的 条 件 P/k? 一 
0 相 一 致 ); 第 二 项 在 对 p 的 方向 积分 后 给 出 零 ; 第 三 个 积分 对 p? 是 对 数 发 散 
的 , 并 将 其 取 为 从 pr ~ |k?| (范围 (132.7) 的 下 限 ) 到 某 个 “截断 参量 ”A2, 我 们 

得 到 
-ek In 哲 (132.8) 
在 正规 化 中 , 我 们 必须 从 P/i2 减 除 其 在 和 = 0 的 值 . 但 是 , 由 于 对 数 精确 
性 预 设 了 条 件 |&2| 六 mm2, 在 到 此 精确 性 的 计算 中 , 正规 化 可 通过 减 除 其 在 
|&2| ~ mm2 的 值 来 实现 , 而 在 对 数 宗 量 中 的 42 则 用 m? 代替 , 就 给 出 (132.1) 式 . 
由 于 所 要 求 的 对 9 与 Tr 的 修正 是 对 数 的 , 这 些 修正 使 得 这 些 量 和 G@G 与 六 
相差 一 个 缓慢 变化 的 对 数 因子 . 因此 , 在 精确 的 积分 (132.4) 中 , 重要 范围 与 近 
似 积分 (132.6) 的 重要 范围 (132.7) 相同 . 然而 , 我 们 不 能 简单 地 在 T+(p 十 k,p;) 


$132 ”光子 传播 子 在 大 动量 时 的 渐 近 形式 .575 ， 


中 取 上 = 0: 因为 积分 是 平方 发 散 的 , 其 正规 化 还 包含 在 T+(p 十 k,p;k) 按 上 
的 级 数 展开 的 下 两 项 . 这 里 我 们 将 只 考虑 对 T*(p,p;0) 的 修正 , 这 充分 清楚 地 
表明 选取 规范 的 重要 性 以 及 由 不 同类 型 的 图 产生 的 积分 的 性 质 的 差别 . 还 应 
该 指出 , 并 不 需要 对 9 作 类 似 的 分 析 , 因为 了 与 9 的 修正 可 通过 沃 德 恒等式 
(108.8) 相 联 系 . 

对 PPp,pi0) 的 一 级 (相对 于 a 的 ) 修正 对 应 如 下 费 曼 图 





并 因此 对 应 积分 @ 
() 和 depl 
1 二 一 ia / Y GO G(p1)Y Dp -pTan)r (132.9) 
在 通常 的 规范 中 ， 


4 
Dxv(p 一 Pi) = gv pp py 
积分 的 重要 范围 为 p? > 22, 在 此 范围 它 是 对 数 发 散 的 . 通过 计算 积分 


入 4 
Dy ef YP Yr (YPI)YA dpl 
rH( ) pe -drio / py) Cr (132.10) 





(1) Q p? 
I 入 本 了 jn 一 


在 朗 道 规范 中 , (132.10) 式 换 成 
4 
TH a 一 4rai / {Y (yp1)Y* (7p1)Ys 一 MR 


对 pl 的 方向 平均 并 约 化 矩阵 7, 我 们 求 出 这 个 积分 为 零 , TA 中 的 对 数 项 消 
失 了 .@ 
在 第 二 级 修正 (相对 于 a 的 ) 中 , 我 们 采用 费 曼 图 
包 为 了 避免 与 8117 的 结果 比较 中 有 误解 ,我 们 必须 指出 , 在 S117 图 中 的 两 个 电子 
端 假 设 是 物理 的 , 而 这 里 我 们 假设 pz > |k2| > m?, 因此 , 这 两 条 线 肯定 是 非 物理 的 . 


名 在 两 个 规范 中 对 G-! 的 修正 , 可 由 修正 PC) 通过 恒等式 (108.8) 推出 的 , 当然 是 
和 §119 的 结果 一 致 的 . 
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对 应 的 积分 为 


Fa) = -oz / Gp Gp) Gp ) YG (pa)y 


d4p1d4 
x Dy,p(p2 — D1 )Dac(p a p2) 人 1 





在 D 函数 通常 的 规范 中 , 这 个 积分 包含 一 个 对 数 为 平方 的 项 , 它 是 由 如 下 积 
分 范围 产生 的 
pi1>p2>p. (132.11) 


在 Duplpz 一 pp) 的 宗 量 中 忽略 掉 pz, 对 d4pi 的 积分 就 变 得 和 (132.9) 式 中 的 
积分 一 样 了 , 并 给 出 Inp3, 而 接 下 来 对 dps 的 积分 也 类 似 地 是 对 数 的 , 并 给 出 
In?(p2/m?). 然而, 当 对 D 函数 采用 朗 道 规范 时 , 这 两 个 积分 中 的 对 数 项 即 消 
天 下 

类 似 情形 在 骨架 图 的 所 有 其 它 图 中 出 现 


(132.12) 





其 它 类 型 的 图 , 带 有 光子 线 交 叉 的 图 . 例如 , 在 如 下 骨架 图 中 


(132.13) 
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(参见 (106.11) 式 ), 在 任何 规范 中 都 不 包含 有 对 数 必 要 寡 次 的 项 ; 也 不 存在 一 
个 变量 范围 可 使 得 在 该 范围 的 积分 得 以 简化 为 几 个 接连 的 对 数 积分 . 

这 些 论据 以 及 对 本 按 上 的 级 数 展开 的 接 下 几 项 的 类 似 论据 证 实 , 在 朗 道 
规范 中 ,不 存在 包含 对 数 必 要 只 次 的 对 9 与 的 修正 ; 因此 , 表示 式 (132.1) 事 
实 上 其 至 在 条 件 (132.3) 下 仍然 成 立 . 

对 应 极 化 算 符 (132.1) 的 函数 D(k?) 为 


4 1 


-三 (132.14) 
i m2 


由 于 条 件 (132.3) 式 , 不 需要 将 此 式 展开 成 a 的 级 数 . 
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(132.14) 式 的 应 用 仅 限 于 在 大 的 |k2| 的 一 边 , 由 于 分 母 减 小 . 该 式 的 推导 
是 建立 在 略 去 图 (132.13) 以 及 其 它 比 图 (132.12) 有 更 多 交叉 的 粗 光 子 线 的 图 
的 基础 上 的 . 但 是 , 加 上 去 的 每 条 这 种 线 都 给 图 带 人 一 个 因子 e2D, 其 中 卫 为 
精确 传播 子 . 因此 , 小 参量 不 再 是 a = e?, 而 是 如 下 的 量 


<l. (133.1) 


k2 
1 一 功 世 Ia 
当 | 好 | 增加 时 , 这 个 量变 得 可 与 1 相 比 较 , 小 参量 实际 上 就 从 理论 中 消失 了 . 
以 上 情形 可 以 得 到 更 清楚 的 理解 , 如 果 在 推导 (132.14) 式 中 的 重 正 化 不 
是 “ 按 正路 ”做 的 , 而 是 通过 采用 一 个 电子 “内 豪 ” 电 荷 ee 来 做 的 , 它 在 这 里 
的 选取 使 得 可 给 出 观测 的 物理 电荷 e 的 正确 值 (8110). 如 果 积 分 如 以 前 所 做 
的 是 在 某 个 上 限 人 “截断 ”的 , 内 豪 电荷 是 一 个 函数 e(42) 并 在 最 后 必须 取 
极限 4 一 oc. 
通过 这 样 处 理 , 极 化 算 符 为 


(表示 式 (132.8) 式 中 用 ec 代替 e), 因此 
D(k?) = 二 (133.2) 


现在 由 如 下 条 件 来 确定 物理 电荷 e 


2D(K?) 一 Se? k? ~ m2, 
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我 们 有 
133 
1 十 3 lin 
或 
2 e- 
ez = 一 到 看 (133.4) 
ee 
3r m2 


如 果 我 们 在 (133.3) 式 中 形式 上 取 极 限 4 一 oo, 则 无 论 函 数 e2(4) 取 什 么 
形式 , 都 有 e? 一 0. 当然 , 电荷 的 这 种 “ 取 零 ”意味 着 不 可 能 有 严格 的 重 正 化 . 
然而 , 不 破坏 在 推导 (133.3) 式 所 作 的 假设 , 就 不 可 能 取 这 个 极限 . 从 (133.4) 式 
不 难看 出 , 当 4 增加 时 (对 给 定 的 e? 值 ), e: 也 增加 ; 并 且 当 ez ~ 工时 公式 不 
再 成 立 , 因为 它们 的 推出 是 建立 在 如 下 假设 基础 上 的 


ee 和 1 (133.5) 


作为 微 扰 论 可 应 用 于 “内 让 ”相互 作用 的 条 件 . 当 4 增加 时 , 不 等 式 (133.5) 不 
再 满足 这 一 点 有 基本 的 重要 性 . 它 表 明 量 子 电 动力 学 作为 一 个 基于 相互 作用 
弱 的 理论 在 逻辑 上 是 不 完备 的 . 这 实质 上 意味 着 现 有 的 理论 整体 而 言 逻 辑 上 
都 是 不 完备 的 , 因为 其 整个 表述 是 建立 在 可 以 将 电磁 相互 作用 处 理 为 一 个 弱 
的 相互 作用 . 用 这 个 理论 计算 的 所 有 量 都 发 现 为 ez 蛤 次 的 级 数 , 它 实 际 上 是 
一 个 渐 近 的 级 数 . 为 使 它们 在 ez 不 小 时 仍 有 确定 的 意义 , 需要 进一步 的 论据 ， 
而 这 些 论据 并 非 来 自 现 有 理论 的 普遍 原理 . 

然而 , 还 必须 强调 指出 , 在 量子 电动 力学 中 , 这 些 困 难 只 有 纯 理 论 的 意义 . 
这 些 困难 是 在 没有 实际 意义 的 巨大 能 量 时 发 生 的 .@ 我 们 可 以 期 待 , 在 现实 中 
电磁 相互 作用 将 很 快 与 绊 相 互 作 用 和 强 相 互 作 用 “合并 ”在 一 起 , 因此 , 纯 的 
电动 力学 就 失去 了 意义 . 乌 

为 了 对 本 节 作 个 结论 , 我 们 将 表明 , 公式 (133.3) (133.4) 可 以 由 对 重 正 化 
的 含义 与 量 纲 理解 的 简单 论据 推导 出 来 (M. Gell-Mann, F. E. Low, 1954). 

我 们 来 研究 未 重 正 化 电荷 的 平方 作为 截断 参量 的 函数 , e2(4?), 并 定义 一 
个 函数 d 为 两 个 不 同宗 量 的 e2 值 之 比 : e2(42) = e2(AM2)d. 当 4 42 六 mm 时 ， 

Q 例如 ,方程 (a/r)In(e2/m?) = 1 在 es~1093m 仍然 是 满足 的 . 

@ 相反 的 情形 在 粒子 间 相 互 作 用 不 是 由 电磁 场 而 由 杨 - 米 尔 斯 场 作为 中 介 的 理论 
中 出 现 . 在 这 种 理论 中 , 重 正 化 电荷 与 未 重 正 化 电荷 之 间 的 关系 由 一 个 (133.4) 型 的 表 
示 式 给 出 , 但 分 母 中 的 符号 相反 , 因此 , 对 给 定 的 ez 值 ,未 重 正 化 电荷 e 的 值 随 4 增 大 
而 减 小 . 这 称 为 理论 的 渐 近 自由 . 当然 , 这 种 理论 是 和 有 电荷 取 零 的 理论 根本 上 是 不 同 
的 . 
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函数 d 与 m 无 关 , 并 且 是 无 量 纲 的 , 它 只 能 依赖 于 无 量 纲 量 e2(43) 与 42/43: 
ez(42) = ez(43 al( e2042), 党) (133.6) 


由 此 盟 数 关系, 我 们 可 推出 一 个 微分 方程 , 通过 对 无 限 接近 的 信 与 候 值 

写 出 这 个 函数 关系 . 将 44 记 作 上 并 取 避 =& 十 dé, 我 们 对 ac(é) 三 ez(43) 得 到 
微分 方程 dt 

dac = Poo) (133.7) 


其 中 


Od(ac, 1) 
nd (133.8) 


vloo) = oe | 


我 们 已 经 用 到 由 定义 (133.6) 得 到 的 d(ac,1) 三 1. 对 (133.7) 从 < = 4 积分 到 
一 A2 Az 给 出 


了 一 1 


42 ee(42) da 
ln 一 -人 133.9 
4 e2(A2) p(a) ( ) 


在 这 整个 积分 范围 内 , ez 处 处 是 小 的 , 因此 , 我 们 可 以 对 p(a) 采用 对 应 
微 扰 论 一 级 近似 的 表示 式 . 对 未 重 正 化 电荷 ee 的 修正 则 为 e2k2P(k?). 对 极 化 
算 符 取 一 级 近似 (132.1), 我 们 求 出 


42 A2 
d | ae， 条) =1+ 和 全 In—s, wa)= CO— 
( 在 Sn A pO 
于 是 (133.9) 式 中 的 积分 给 出 
二 In 4 TI 1 
A? e2(A3) e2(/2) 


当 44 一 ~ mm? 时 , 未 重 正 化 电荷 ec(4?) 趋 近 于 实际 电荷 e, 于 是 (133.10) 和 
(133.3), (133.4) 一 
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我 们 来 研究 两 粒子 散射 过 程 (1+2 一 3+4 的 振幅 与 截面 (在 高 能 下 的 ) 
的 渐 近 形式 , 对 这 个 基本 的 电动 力学 过 程 , 在 第 一 级 非 零 近似 (对 于 a), 这 个 
问题 可 以 利用 前 一 章 推出 的 特殊 公式 来 解 , 那些 公式 在 所 有 能 量 下 都 是 成 立 


包 基于 传播 子 与 顶 角 部 分 泛 函 性 质 的 重 正 化 群 方法 在 8112 最 后 所 引用 的 H. H. 
Borozro 5oa, 卫 . B, HInpros 的 书 中 有 系统 的 阐述 . 


(133.10) 
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的 . 然而 , 这 里 我 们 将 从 更 普遍 的 观点 来 讨论 这 个 问题 , 这 使 我 们 能 够 直接 地 
推出 这 样 的 渐 近 形式 . 
如 在 866 中 一 样 , 我 们 采用 不 变量 


8 一 (pl 十 pz)，t= (pl 一 ps) 4= (Di 一 D4) (134.1) 


其 中 pi 十 pz = ps 十 pa; 这 个 标记 对 应 这 里 要 研究 的 s 道 反应 . 在 极端 相对 论 情 
形 , 当 能 量 比 粒子 质量 大 得 多 时 , 在 质心 系 中 两 个 粒子 的 能 量 几乎 是 相等 的 . 


我 们 将 用 < 标记 碰撞 粒子 能 量 之 和 , 于 是 在 质心 系 中 我 们 有 pi 二 (jem); 


二 ] 本 1 人 人 1 » 
p2 二 (¥ pi), ms (jems), p= (¥ ps ), 7 一 D3 一 A , 并且 
s=ée:,， t= -31 ~ cos0),， 人 一 =5(1 + cos0), (134.2) 


其 中 9 为 pi 与 ps 间 的 夹 角 . 

我 们 先 研 究 散 射 角 9 固定 的 反应 截面 的 渐 近 形式 . 这 时 所 有 三 个 变量 8， 
t 与 4 是 成 正比 的 , 并 且 一 起 趋 近 于 无 穷 大 . 在 极端 相对 论 情形 , 粒子 质量 不 
可 能 出 现在 结果 中 , 唯一 有 长 度量 纲 的 量 为 1/e (= fic/e). 因此 , 从 量 纲 分 析 得 
出 , 两 粒子 反应 的 微分 截面 在 渐 近 形式 中 随 能 量 增 加 而 减 小 


dc/j/docl/s 当 s,ltl,|vu| — o0. (134.3) 


如 果 将 截面 不 与 立体 角 元 do 相关 联 , 而 与 微分 dt 相关 联 , 则 由 于 do cc dt/s， 
我 们 有 

do/dt x 1/s’. (134.4) 
截面 用 散射 振幅 表示 (在 极端 相对 论 情形 ) 为 do/do cc |Mpi]*/s; 见 (64.22)， 
(64.23) 式 . 因此 (134.3) 式 意 味 着 , 在 渐 近 极限 下 散射 振幅 与 s 无 关 : 


Mri = const. (134.5) 


从 上 面 推导 的 方式 可 以 很 清楚 地 知道 , 这 些 结果 不 仅 可 应 用 于 微 扰 论 的 
第 一 级 非 零 近似 , 而 且 , 如 果 上 略 去 对 数 因子 (in s/m? 的 形式 ), 还 可 应 用 于 更 高 
级 的 近似 (考虑 辐射 修正 ) 中 ; 当然 , 与 无 量 纲 对 数 的 依赖 关系 是 不 可 能 从 量 
纲 分 析 确 定 的 .外 

假如 对 固定 的 t, 即 有 固定 的 动量 转移 平方 , s 增 大 , 则 将 出 现 一 种 不 同 的 
情形 . 换 句 话说 , 研究 的 是 小 角 散 射 , 当 能 量 增 大 时 , 角度 将 减 小 : 


s 一 oo， |t|~s02 =const, 0O~ (全 /s)22， (134.6) 


@ 包含 对 数 修 正 的 级 数 求 和 可 能 导致 与 对 数 的 指数 依赖 性 ,这 会 改变 筹 次 律 的 指 
数 . 然而 , 只 要 a 是 小 的 , 这 个 改变 也 是 小 的 . 
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在 这 种 情形 , 量 纲 分 析 使 我 们 只 能 确定 , 在 do/dt 中 1/s 与 1/t 的 组 合 客 次 为 
2 (而 在 振幅 Mr 中 为 零 ). 吕 因此 , 为 了 求 出 截面 随 s 增 大 而 较 快 减 小 的 部 分 
我 们 必须 分 离 出 比 1/t 更 高 瞪 次 的 因子 . 这 样 的 因子 只 有 当 费 曼 图 可 通过 在 
1, 3 端 和 2, 4 端 之 间 切 开 虚 粒子 线 将 其 分 成 两 个 部 分 的 情形 才 可 能 出 现 . 这 
种 线 的 总 四 维 动量 为 pi 一 ps, 而 这 导致 依赖 于 t= (pi 一 p3)? 的 因子 . 于 是 ,在 
范围 (134.6) 中 图 的 渐 近 形式 依赖 于 这 个 图 在 上 道 可 能 切割 的 性 质 . 
类 似 地 , 在 如 下 范围 的 渐 近 行为 
s—o00, |ul~s(x—0 =const, |x—0~ (lvl/s)™?, (134.7) 


这 个 范围 对 应 于 角度 接近 于 zr 的 散射 , 此 渐 近 行为 由 图 在 %%V 道 可 能 切割 的 性 
质 决定 , 即 在 1, 4 端 与 2, 3 端 之 间 的 切割 . 

最 简单 的 例子 是 电子 -电子 散射 , 它 由 图 (73.13) 与 图 (73.14) 描述 . 第 一 
个 图 允许 在 t 道 在 虚 光 子 线 上 作 切 割 , 并 且 它 决定 了 散射 振幅 在 范围 (134.6) 
的 渐 近 形式 . 虚 光 子 线 对 应 于 D 函数 , 它 与 1/t 成 正比 . 振幅 与 微分 截面 的 渐 
近 形式 为 

Myic s/t, do ccdt/ 刀 . (134.8) 
在 极限 (134.7), 接近 于 向 后 方向 散射 , 渐 近 形式 由 “交换 ”图 (73.14) 决定 ; 在 
该 极限 ， 

Myic s/f/u, doc du/u’. 
对 不 同 粒子 的 相互 散射 (电子 与 儿子 ), 不 存在 交换 图 , 所 以 通过 角度 062 的 
散射 截面 按 (134.3), (134.4) 式 减 少 .@ 

我 们 将 表明 , 对 电子 -电子 散射 渐 近 行为 的 这 些 结果 并 不 受 加 入 辐射 修 
正 的 影响 . 为 此 , 我 们 来 考虑 对 图 (73.13) 不 同 级 的 修正 . 

已 经 表明 , 对 内 部 D 函数 的 修正 ( 见 (113.11)) 或 对 顶 角 部 分 的 修正 ( 见 
(117.1)) 的 图 在 振幅 中 只 能 导致 对 数 修 正 ; 这 些 修正 并 不 改变 宕 次 律 (134.8). 
我 们 将 表明 这 对 允许 在 两 条 (而 不 是 一 条 ) 内 光子 线 切 割 的 图 也 同样 是 对 的 : 


p3 2D1I 十 9 2P1 


ps 一 DPI 一 9 14 (134.9) 
D4 p2—4a p2 


对 应 这 个 图 的 散射 振幅 和 对 应 图 (73.13) 的 散射 振幅 的 区 别 在 于 因子 1/t 换 成 


为 
Ca 十 g))(7(pz 一 9)) dag 
(p1 + q)?(p2 一 g)292(pa — p1 — gq)? 
这 些 论据 假设 常数 目光 m2., 这 样 得 到 的 结果 , 在 与 的 依赖 关系 ( 即 与 能 量 的 
依赖 关系 ) 上 , 保持 正确 , 即使 当 |t| wm2 时 也 还 保持 正确 . 
@ 当然 , 所 有 这 些 论断 都 与 881 的 结果 一 致 ; 见 (81.11) 式 和 该 节 的 习题 6. 
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接 下 来 是 对 dg 的 积分 ,这 个 积分 的 重要 范围 为 产生 1/s 最 低 寡 次 的 范围 . 
为 此 , g 与 pi, pz 比较 必须 总 是 小 的 ,于 是 抛弃 在 此 意义 上 小 的 项 (还 有 项 
pf 二 92 二 m2), 我 们 可 以 将 此 表示 式 重 写成 


(YPp1)(Yp2) dsg 
(p19)(p29)q2(p3 一 DI 一 9)2 


如 果 go 与 qz (z 轴 沿 pl = 一 pz 方向 ) 为 x 1/Vs; Gy 与 gs 可 为 cx 1/vt; 于 是 
积分 范围 x 1/s, 分 母 不 包含 s. 分 子 的 数量 级 为 pipz x s. 因此 , 费 曼 图 中 的 
一 根 内 光子 线 换 成 两 根 并 不 影响 该 图 与 s 的 依赖 关系 (对 给 定 的 轨 . 包 也 就 是 
说 , 图 (134.9) 对 散射 振幅 的 贡献 与 主 图 有 同样 的 渐 近 行为 (134.8). 这 个 情形 
不 受 在 图 中 加 上 其 它 平 行 的 内 光子 线 的 影响 , 也 不 受到 加 上 对 内 电子 线 作 修 
正 的 影 啊 . 

这 个 结果 是 有 普遍 意义 的 : 任何 可 以 通过 切割 任何 数目 的 内 光子 线 在 
道 或 % 道 分 成 两 部 分 的 图 所 对 应 的 对 振幅 的 贡献 , 都 有 渐 近 形式 Mypi x s/t (t 
固定 ) 或 Mri; x s/w (w 固定 ) (B. TT. Topmros, B. H. Tpu6os, JI. H. JIzaaaroB， 
工 . B. Bponos, 1967; H. Cheng, T. T. Wu, 1969). 

作为 第 二 个 例子 , 我 们 来 考虑 由 (74.12) 的 两 个 图 描述 的 康 普 顿 散射 . 这 
些 图 不 允许 在 t 道 切割 , 但 第 二 个 图 允许 在 色 道 的 一 根 内 电子 线 作 切割 . 用 本 
节 的 标记 , 这 就 是 


(134.10) 


(134.11) 





这 意味 着 散射 大 部 分 集中 在 向 后 方向 附近 (如 在 §86 最 后 已 经 指出 过 的 ; 见 
(86.20)). 为 找到 此 范围 的 渐 近 行为 , 我 们 注意 到 对 应 于 图 (134.11) 中 内 线 的 
因子 G 有 1/ry(pi 一 pa) x 1/Vlu| 量 级 . 因此 , 散射 振幅 My; x a(s/|u|)3; 
其 中 包括 一 个 因子 a, 这 是 因为 图 (134.11) 为 第 二 级 的 ， 所以, 微分 截面 为 
do/du x a2/luls. 这 个 表示 式 对 lv| 的 积分 主要 范围 为 lu| < s. 于 是 总 截 
面 随 能 量 增加 而 减 小 o x a?/s (或 更 精确 地 , 为 o x (a2/s)In(s/m2); 参见 
(86.20)).® 


@ 我 们 再 次 强调 指出 , 我们 只 考虑 宪 次 律 的 渐 近 形式 ,因此 , 我 们 不 需要 在 积分 中 
考虑 对 数 发 散 . (134.9) 形式 的 图 将 在 $137 中 作 进 一 步 研 究 . 

@ 截面 和 |u| 或 所 的 依赖 关系 的 精确 形式 , 当 它们 < m? 时 , 当然 不 可 能 从 这 里 给 
出 的 论据 得 到 . 假设 对 lu| 或 和 出 的 积分 在 ~ m? 是 收敛 的 . 事实 上 , 对 除 带 电 粒 子 的 弹 
性 散射 外 的 所 有 过 程 都 是 如 此 的 . 
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然而 , 对 这 个 过 程 , 辐射 修正 改变 了 其 渐 近 行为 . 这 个 变化 是 由 于 如 下 类 
型 的 第 六 级 图 引起 的 : 


了 23 p1 


| (134.12) 


在 t 道 , 这 容许 对 两 根 内 光子 线 作 切割 , 并 因此 对 振幅 贡献 , 其 渐 近 形式 为 
Mpi x ors/t; 因子 os 对 应 于 第 六 级 图 . 当 s 足够 大 时 , 振幅 的 这 个 部 分 变 成 
为 主要 部 分 , 于 是 微分 截面 为 


do/dt «x a' /t?. 


这 个 表示 式 对 t 的 积分 以 小 的 |t| ~ m? 范围 为 主 , 即 散 射 角 范 围 为 8 ~ mvVs 
(注意 到 现在 散射 主要 是 向 前 的 而 不 是 向 后 的 ). 于 是 总 截面 不 再 随 能 量 增 加 
而 减 小 : 

ox a /f/m = oat/r2 (134.13) 


当 e = Vs cn/a2 时 , 截面 减 小 的 部 分 变 得 与 此 恒定 部 分 可 比较 了 . 

类 似 的 情形 出 现在 光子 -光子 散射 中 . 在 第 一 个 非 零 近似 下 , 这 个 过 程 可 
用 “方形 ”图 (127.1) 描述 , 此 图 可 穿 过 两 个 内 电子 线 作 切割 . 完成 对 图 中 这 些 
线 的 四 维 动量 的 积分 ; 动量 ~ Vs 是 重要 的 ,t 或 4 小 值 的 范围 不 是 特别 有 意义 . 
对 任何 恒定 的 t 或 网 这 些 图 的 渐 近 形式 由 (134.5) 式 给 出 : Mi = constant cc a2. 
总 截面 随 能 量 增加 而 减 小 : c x a4/s (参见 (127.23)); 这 里 接近 于 零 或 x 的 角 
度 设 有 特殊 的 意义 . 然而 , 在 第 八 级 , 有 可 以 穿 过 两 根 内 光子 线 作 切割 (在 t 或 
u 道 ) 的 图 , 例如 


(134.14) 


[| 


这 些 图 给 出 一 个 渐 近 的 恒定 截面 : 当 V5 > m/a? 时 , 截面 o ox os /m2 @ 

总 截面 的 渐 近 为 恒定 值 是 其 图 可 以 穿 过 内 光子 线 作 切 割 (在 t 或 刀 道 ) 的 
散射 过 程 一 个 标志 性 特性 . 甚至 在 反应 终 态 有 多 于 两 个 的 粒子 时 也 出 现 这 个 
特性 

 @@ 一 个 光子 在 核 的 场 中 相干 散射 的 截面 甚至 在 第 一 级 非 零 近似 下 也 渐 近 地 趋 近 
于 恒定 值 , 这 个 过 程 用 一 个 “方形 " 图 描述 , 其 中 两 端 为 外 场 线 ; 见 (128.7) 式 . 然而 , 实 


际 土 这 些 图 必须 表示 为 (134.12) 形式 , 其 中 上 面 的 实 线 为 核 线 . 于 是 图 中 的 外 场 线 变 成 
了 内 线 , 并 且 渐 近 地 趋 近 于 恒定 值 的 理由 变 得 很 明显 了 . 
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8135 顶 角 算 符 双重 对 数 项 的 分 离 


在 8133 的 最 后 已 经 指出 过 , (aL)" 形式 的 修正 (其 中 工 为 大 的 对 数 ) 只 有 
在 巨大 能 量 时 才 变 得 重要 , 并 因此 有 纯 理论 的 意义 . 但 是 , 在 实际 散射 过 程 的 
振幅 中 还 有 (az2)” 形式 的 大 得 多 的 修正 . 这 种 包含 对 数 平方 的 与 a 相同 寡 次 
的 项 称 为 双重 对 数 项 . 

在 双重 对 数 修正 中 的 特征 展开 参量 为 


QC, » Ee? 
2 In? 2 (135.1) 
其 中 < 标记 问题 中 出 现 的 能 量 (例如 , 质心 系 中 碰撞 粒子 的 总 能 量 ). 微 扰 论 成 
立 的 条 件 是 这 个 量 为 小 量 ; 这 个 条 件 在 如 下 能 量 下 将 不 再 满足 : 


1 
Ee~mexp[=/— | ~ 3x 10°m. ; 
( 2 | 3 3 x 104 (135.2) 


现在 我 们 试图 避 开 这 个 限制 并 推出 在 如 下 情形 成 立 的 公式 
i (135.3) 


这 明显 地 要 求 对 所 有 寡 次 (aL?)" 修正 的 一 个 无 穷 级 数 求 和 . 

双重 对 数 修正 在 两 种 类 型 的 情形 出 现 . 一 种 情形 是 一 个 固定 有 限 角度 的 
散射 ; 如 在 §134 中 站 述 过 的 , 截面 在 渐 近 高 能 范围 总 是 减 小 的 . 在 这 种 情形 ， 
双重 对 数 修正 与 红外 发 散 有 紧密 的 联系 . 特别 是 , 这 些 情形 包括 电子 在 外 库仑 
场 中 的 弹性 散射 ; 对 截面 的 第 一 级 双重 对 数 修正 在 8122 中 已 经 求 出 . 本 节 和 
8136 将 在 条 件 (135.3) 下 完全 确定 这 些 修正 . 

另 一 类 情形 包括 对 给 定 的 动量 转移 平方 , 反应 截面 随 能 量 增加 而 减少 的 
情形 , 即 散 射 角 渐 近 地 趋 近 于 零 或 x 的 散射 ; 如 8134 所 示 , 这 出 现在 其 图 不 能 够 
穿 过 内 光子 线 在 t 或 久 道 作 切 割 的 过 程 中 . 这 里 , 双重 对 数 修 正和 红外 发 散 没 
有 联系 . 作为 一 个 例子 , 我 们 将 在 8137 中 讨论 电子 一 子 的 同 后 (w = constant) 
散射 . 

首先 , 由 于 条 件 (135.3), 单 对 数 修正 为 ~ (a/7)In(e?2/m?) < V(a/m < 禄 1 
并 因此 可 以 略 去 . 由 于 双重 对 数 修正 不 出 现在 9 与 了 中 , 这 两 个 函数 可 简单 
地 取 为 其 非 微 扰 值 G 与 D. 

顶 角 算 符 的 计算 包含 由 无 穷 序 列 的 图 产生 的 双重 对 数 项 的 求 和 . 这 个 
问题 将 在 8136 中 分 析 , 但 是 , 在 对 其 中 所 有 变量 实际 进行 积分 前 , 我 们 将 先 描 
述 一 个 方法 用 于 在 各 种 费 曼 积分 中 将 双重 对 数 项 分 离 出 来 (B. B. Cyxaroa,， 
1956). 
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我 们 来 考虑 对 用 图 (117.1) 表示 的 顶 角 算 符 的 第 一 级 修正 (对 a), 该 
这 里 通常 习惯 地 取 为 (对 变量 重 命名 ) 如 下 形式 


(135.4) 





或 用 解析 形式 表示 为 


p Y (yp2 —7f +m) yp 一 TY 十 mm)7d 
ra 
(135.5) 


我 们 将 假设 
[lg] > p1, p2, m’, (135.6) 
并 假设 端 Pi, pz 可 以 是 物理 的 也 可 以 是 虚 的 . 由 (135.6) 式 得 出 


1 
[pip2| SO 5|9 | > p?,p2, m’, (135.7) 


即 , 四 维 矢 量 pi 与 pz 有 大 的 分 量 但 平方 很 小 ; 这 是 可 能 的 , 因为 四 维度 规 是 
族 欧 氏 的 , 双重 对 数 项 事实 上 在 满足 条 件 (135.6) 时 出 现 . 

下 面 我 们 将 看 到 , f 相对 小 的 值 在 对 d4f 的 积分 中 是 重要 的 . 因此 , 我 们 
可 忽略 被 积 函 数 分 子 中 的 f, 且 Tb) 变 为 


Tt 一 -i “pa + Mm) (pi + mM) yw, (135.8) 


其 中 
a 
[(p2 — f)? — m2 + iio][(pi — f)2 — m? + io][f? + io) 
(135.8) 中 的 矩阵 因子 可 以 简化 , 利用 如 下 事实 , 在 图 中 出 现 卫 实际 上 总 
是 要 乘 以 矩阵 (ypz 十 m) 与 (ypi 十 m) 的 : 


(135.9) 


(yp2 + Mm)T (yp1 + m). (135.10) 


因为 , 如 果 pi 与 pz 电子 线 为 虚 的 , 那么 , 这 些 因子 来 自 G(pi1) 与 G(p2); 而 如 
朱 这 些 线 对 应 实 的 电子 , 那么 , 要 乘 以 zo 与 wi, 而 狄 拉克 方程 表明 


?7P2 十 人 TP1T Mm TT 


U2 = U2 i 
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交换 矩阵 因子 的 次 序 , 并 在 每 一 步 按照 (135.7), 与 p1, pz 相 比 较 , 略 去 p?, p2 点 
mz, 我 们 得 到 
,2 
(yp2 + Mm) THDN (yp + m) -5 (p1p2) (yp2 + my (yp1 + m)n. 

因此 , 我 们 可 以 取 P 的 最 后 形式 为 

Pa ~ Ie ut (135.11 

2 “1 0 


其 中 
一 gq’ 必 —2(pip2). (135.12) 
当 了 大 时 , 积分 五 收敛 , 因此 不 需要 作 正 规 化 . 
接 下 来 的 计算 中 的 关键 是 引进 新 的 更 方便 的 积分 变量 . 
将 f 分 解 为 和 pipz 平面 相 切 与 相 垂 直 的 分 量 : 


了 一 2UD1 十 222 十 上 三 略 十 态 ， (135.13) 
fip1= fip2=0. (135.14) 

我 们 取 系 数 w,v 以 及 
p=—fi (135.15) 


作为 新 的 变量 . 由 条 件 (135.7) 明显 看 出 , 在 pips 平面 的 度 规 是 奢 欧 氏 的 . 因 
此 , 时 间 轴 可 以 取 在 这 个 平面 , 于 是 fi 为 一 个 类 空 的 四 维 矢量 , 且 p > 0 
指标 0, z 暂时 用 来 标记 四 维 矢量 在 pips 平面 上 的 分 量 ; y 与 z 用 来 标记 
垂直 平面 上 的 分 量 . 将 四 维 体积 元 d4f = d?f1d?f 变换 为 新 的 变量 , 我 们 写 
出 
d 放 =| 户 dl 六 ldo = 3dpdp — ndp 


(由 于 (135.9) 式 中 的 被 积 函 数 是 与 角 y 无 关 的 ). 还 有 


0(fo, fz) 
O(u, ») 


实际 上 , 由 于 码 是 小 量 , 所 以 p2, 2 p20, 并 因此 


1 
dudv = |pi0p2z 一 p20p1z [dudv 福 519 |dudv. 





d2f| = Erte 


(p10p2z 一 paopiz)2 TS (p10p20 一 pazplz) = (p19p2) = (q /2). 


于 是 
df = 3ltldudvd?f? 一 ltldudvdp. (135.16) 


现在 , 计算 依赖 于 p?, p2 与 m? 之 间 的 关系 ; 我 们 将 考虑 两 种 情形 . 
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虚 电 子 线 情形 
设 动量 pl 与 pz 对 应 虚 电 子 , 并 且 
pil, lp2| > mm (135.17) 


我 们 将 看 到 , 在 此 情形 导致 双重 对 数 表示 的 最 重要 积分 范围 由 如 下 不 等 式 
给 出 














0 < p < ltul, ltvl; m bl1; lu 之 1. (135.18) 
相应 地 , 在 (135.9) 式 被 积 函 数 的 分 母 中 , 与 (p1f), (pz2f) 相 比 较 , 我 们 可 略 去 
mm pt, D2 与 f7: 
_ d 
i Ee 


量 pif, pzf 与 f* 由 下 式 给 出 


f° = (up1 + vp2a)? — po —tuv — p, 
2(p1f) = 2p1(vpi + vp2) ~T 一 如 ， 
2(p2f) ~ —tu. 
于 是 Eo 
VAY 
= “2 人 p 十 i p+tuw—i0w v. Boa. 
按照 条 件 (135.18) 式 , 对 dp 的 积分 从 0 到 | 如 | 与 |tw| 中 的 较 小 者 ; 结果 为 


min{ |tu|,jtv|} qd | 1] 1 ix, 当 tw < 0， 

上 ET -mmin{ 击 冲 + 人 当 tu > 0. Wy 
对 dv 的 对 数 积分 从 -1 到 一 |p2/ 丰 和 从 |p3/t| 到 1 (对 dw 的 积分 与 此 类 似 ). 当 
将 (135.21) 代入 (135.20) 时 , 第 一 项 对 dudw 的 积分 为 零 , 因为 被 积 函数 为 奇 函 
数 . 第 二 项 的 积分 当 t < 0 时 对 ww 与 v 有 相同 符号 的 范围 进行 , 而 当 上 + > 0 时 
是 有 相反 符号 的 范围 . 在 任 一 情形 v > 0 范围 与 v< 0 范围 在 对 dw 积分 后 给 
出 相同 的 贡献 , 结果 为 














这 2 = 于 1 t 
-到 :21 区 全 | 全 | 二 135.22 
符号 与 t 相同 . 
最 后 , 代 人 (135.11), 我 们 得 到 
4(1) _Q gq 
T™ /(p2, p1; gq) = 7 yn | i | 











lq|> lptl, lp2| > mm2. (135.23) 
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物理 的 外 电子 线 情 形 
现在 设 动量 pi 与 pz 对 应 实 的 电子 , 于 是 
p1 = D2 = mm”. (135.24) 
于 是 , 积分 的 重要 范围 为 
0 < p < ltwl, | 0< | 四 ， lv| < 和 1 (135.25) 


由 于 21 -m= 一 m2? = 二 0, 和 pif, pof 相 比 较 ， 我 们 可 略 去 2 与 p32， 并 且 将 
积分 (135.9) 又 一 次 变 成 (135,19) 的 形式 . 然而 , 为 了 消除 要 出 现 的 红外 发 散 ， 
我 们 必须 在 光子 传播 子 中 采用 有 限 的 光子 质量 入 之 m (参见 8117): 


必 df 
n= | 3p f) apf (FN + iO) C9 


在 此 情形 
ftuw—p, pf) Stut am 2p2f) ~ tut mY, 
因此 


du dv 27m” 
| 0 十 tu 十 一 i0u-rv-ru " tt 0 eh, 


其 中 = 2m?/t < 1 
对 dp 积分 后 , 类 似 于 (135.21) 式 , 我 们 得 到 


人 汪 1/ 过: TU 一 TU 


对 此 积分 加 了 条 件 tv 十 X2 < 0. 范围 。>0 与 v<0 又 给 出 相同 的 贡献 , 对 
du 积分 的 结果 为 


_ iw n2 /1 76 v2 EE 
fe "fs 有 t | | a 
(135.28) 








=— 


其 中 5= X22t, 16| 之 |7|, 我 们 已 经 用 到 了 不 等 式 |7| < 1. 

在 积分 (135.28) 中 , v 的 三 个 范围 导致 双重 对 数 表示 : (D |7| <v < 1, (ID 
VG77) <v << rl, QD) V(76) <v< V(677). (我 们 取 特 殊 情形 V(6/7) < 17l; 
结果 与 此 假设 无 关 .) 在 每 个 范围 采取 适当 的 近似 , 我 们 求 出 


im n2 | El 
二 一 一 4ln 135.2 


$136 项 角 算 符 的 双重 对 数 渐 近 形式 - 589 . 


最 后 , 代入 (135.11) 式 , 我 们 有 
re (po,p1;9) = GE JI am ll ns) ， (135.30) 
le”| > |p? We 
与 (117.21) 式 一 致 
8136 项 角 算 符 的 双重 对 数 渐 近 形 式 
8135 计算 的 修正 Pt 为 1 的 量 级 时 , 顶 角 算 符 必须 由 对 a 的 所 有 级 的 双 
重 对 数 的 无 穷 序列 求 和 来 求 出 . 这 个 问题 是 可 以 解决 的 , 因为 这 样 的 项 仅 由 一 


个 特殊 类 型 的 图 产生 , 而 由 不 同 级 图 的 贡献 以 简单 的 方式 相 联系 . 如 我 们 在 以 
下 将 看 到 的 , 产生 双重 对 数 项 的 所 有 图 有 如 下 形式 


(136.1) 





等 等 , 其 中 每 根 光子 线 连 接 两 根 电子 线 , 而 且 光 子 线 本 身 可 以 以 任何 方式 相交 ， 

设 光 子 动量 户 , fo,… 按 其 线 的 右手 端的 顺序 来 标号 . 于 是 , 给 定 级 的 各 
个 图 将 按 光 子 线 的 左手 端的 序列 区 别 . 在 每 个 费 曼 积分 中 , 如 (135.5) 中 那样 ， 
我 们 略 去 分 子 与 分 母 中 的 项 , 然后 以 和 推导 (135.11) 式 同 样 方式 处 理 分 子 . 之 
后 对 所 有 有 n 光子 线 的 图 求 和 , 给 出 入 中 x on 的 项 , 为 


nn 
pn) -AD 
Tr 了 2 t) J (136.2) 


= /ap .d4f, 


int 


1 
Tf) Tp hp) ft tpn) Dp) ot tps) 


* 了 六: (136.3) 


其 中 求 和 对 在 乘积 pf 中 下 标 k 的 所 有 交换 (置换 ) 进行 ; 为 简洁 计 , 略 去 分 
母 中 的 i0 项 与 X2 项. 
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很 清楚 , 如 果 在 求 和 (136.3) 中 的 乘积 pi 中 下 标 上 以 任何 方式 交换 , 这 
简单 地 等 价 于 对 动量 重 命 名 , 因此 并 不 影响 丈 的 值 . 因此 我 们 可 以 将 (136.3) 
的 求 和 推广 到 在 两 个 乘积 pofi 与 pifi 中 因子 f1 的 所 有 交换 , 并 将 结果 除 以 
nl. 

现在 我 们 利用 重要 公式 

1 1 1 1 


a 136.4 
Dp Q1 Q2 Qn \ ) 


int 
其 中 求 和 对 下 标 1,2,… ,n 的 交换 进行 .@ 当 将 此 公式 两 次 应 用 于 积分 的 求 和 
时 , 我 们 就 得 到 一 个 形 如 (135.19) (或 (135.26)) 的 n 个 相同 积分 的 乘积 , 于 是 


I, = I7/n! (136.5) 
代入 (136.2) 并 将 TW 对 所 有 的 n= 0,1,2,… 求 和 , 最 后 给 出 
; -2 
Tr (p2,p1; 9) 一 ?exp E23 ; (136.6) 


特别 是 , 代 人 由 (135.22) 的 五 给 出 带 有 虚 外 电子 线 的 顶 角 算 符 的 双重 对 
数 渐 近 形式 : 
gq 
pi 


9 
|: = 


3 : (136.7) 














TF(p2, p1; 9) = 全 人 eXP (六 ln 
le"|> pilp2|>m? 
(B. B. Cynxarxos, 1956)， 
代入 由 (135.29) 的 五 则 给 出 带 有 实 外 电子 线 的 顶 角 算 符 的 渐 近 形式 : 


Tr(p2,p1:9) = yt mp{- 产 (w™ a +4Inlal 站 (136.8) 
lq|> 7 =p2=m. 
其 中 Tr 与 其 非 微 扰 值 y* 相差 的 因子 同时 还 确定 了 电子 在 外 场 中 的 散射 振 
幅 与 其 玻 恩 值 之 间 的 相差 值 . 因此 , 散射 截面 为 

dr= don exp | -有 二 (+a a ln)} (136.9) 


为 消除 红外 发 散 , 我 们 仍 必 须 将 此 表示 式 乘 以 发 射 各 个 数目 能 量 不 超过 
某 个 小 值 wmax 的 软 光 子 的 概率 之 和 , 即 乘 以 如 下 的 量 ( 见 (122.2)) 


‘Umax 1 Sin Umax Pi nx 
0 “JO 0 0 


@ 此 公式 对 n=2 明显 成 立 , 于 是 不 难 用 归纳 法 证 明 此 公式 . 
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指数 中 的 积分 由 (120.14) 给 出 (在 该 式 作 为 乘 以 docal 的 表示 式 ), 最 后 结果 是 
能 量 为 e 的 电子 在 高 动量 转移 下 的 散射 截面 的 如 下 渐 近 公式 : 
do = doB 人 lal) nz (136.11) 


le”| > 702 In 一 ~1 


(A. A，A6prxkocos,，1956)， 在 此 表示 式 中 的 第 一 级 项 (相对 于 a) 当然 是 
(122.12) 式 . 

我 们 指出 , 如 果 我 们 取 wmax ~ 2, (136.11) 中 的 一 个 对 数 就 变 成 1 的 量 级 ; 
也 就 是 说 , 双重 对 数 修正 在 同时 发 射 任意 能 量 光 子 的 截面 中 消去 了 .外 于 是 ， 
在 所 采用 的 近似 下 , (136.11) 式 中 的 指数 因子 变 为 1, 而 截面 有 其 玻 恩 值 , 这 和 
898 末尾 的 普遍 论断 是 一 致 的 . 
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作为 第 二 种 类 型 的 一 个 例子 , 我 们 考虑 一 个 电子 被 负 / 子 散射 的 过 程 ， 
我 们 只 考虑 精确 向 后 散射 、 散 射 角 为 0 = r 的 情形 (B. TI. Topmxos, B. H. 
Fpx6oB，J 林 . H. JInnaMos, TB. Bpornos, 1967). 从 两 个 方面 看 , 这 都 是 一 个 
简单 的 过 程 . 首先 , 交换 图 不 出 现 , 因为 两 个 粒子 不 是 全 同 粒 子 . 其 次 , 在 向 后 
散射 中 , 很 少 有 软 光 子 发 射 , 因此 , 没有 红外 发 散 : 按照 (98.8) 式 , 软 光 子 的 发 
射 截面 为 
do=a (二 + 二 二 X 中 ed 

7 J “Ww 


1 一 0 1 1 一 2 人 1l-ve:Fn 1—v,: 
(137.1) 


[oy 

其 中 we vv, 与 v4, vi 为 碰撞 前 后 的 粒子 速度 ; 在 极端 相对 论 情形 , 动量 相等 
意味 着 速度 相等 , 并 且 到 这 个 精确 性 , 在 质心 系 中 , 对 向 后 散射 , v。= 一 v, = 
一 Ve 二 v6, 所 以 (137.1) 式 的 值 为 零 . 

如 果 所 考虑 的 散射 过 程 对 应 s 道 反 应 , 那么 在 上 + 道 就 变 成 为 电子 - 正 电子 
对 转换 为 U+Hp- 子 对 的 反应 . 在 这 个 道 , 条 件 6=r 意味 着 e- 与 -~ (和 et 与 
/) 的 运动 方向 一 致 . 消除 加 致 辐射 在 这 个 道 是 特别 明显 的 , 因为 每 个 符号 电 
荷 的 运动 方向 是 不 变 的 . 

在 发 射 截面 中 消去 领头 项 的 结果 是 , 其 渐 近 形式 不 包含 双重 对 数 修正 . 相 
应 地 , 也 就 没有 (以 同样 的 双重 对 数 精确 性 ) 红外 发 散 , 甚至 在 散射 振幅 中 对 





虚 光 子 动量 积分 时 也 没有 红外 发 散 . 


对 于 有 限 角 的 散射 , 在 898 表述 的 光子 是 软 光子 的 条 件 只 要 求 wmax < ,因此 这 
里 推出 的 公式 可 以 以 对 数 精确 性 使 用 , 甚至 当 wmax ~ e 时 . 
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如 果 用 如 下 不 变量 来 描述 这 个 过 程 
s = (pe 十 pp)2，t= (pe— Pp) w= (pe— ph) 
在 极端 相对 论 情形 , 对 应 向 后 散射 的 值 为 
s=-t> ms WV=0: (137.2) 


在 微 扰 论 的 一 级 (相对 于 a) 近似 , 电子 -1 子 散射 用 下 图 描述 


ze 一 一 一?2e 
一 中 (137.3) 
pp pr 
相应 的 振幅 为 
MD = Ee (a yu ) (ue) yw), (137.0) 


这 个 表示 式 在 极限 (137.2) 的 值 可 通过 将 矩阵 四 维 矢量 y* 换 成 其 在 垂直 于 
peps 平面 (或 等 价 地 , ppi, 平面 , 因为 在 极端 相对 论 的 向 后 散射 中 有 pe 3 pi， 
p4 污 pp) 的 平面 上 的 “投影 ”yf 得 到 : 平行 于 pepl 平面 的 分 量 则 为 矩阵 

元 0p。 + Ype)) 元 0p。 一 ?pe) 
(第 一 个 和 矩阵 等 于 加 , 第 二 个 等 于 me.7, 其 中 me 为 沿 pe 方向 的 单位 矢量 ), 对 
双 旋 量 we 与 wo 采用 狄 拉 克 方 程 , 我 们 有 


(a yw) (a) yy] u(e)) ~ 1/s 


所 以 可 略 去 这 些 项 . 
在 下 一 级 近似 , 我 们 加 上 下 面 这 个 图 

人 

| “| ( (137.5) 

?pe 十 Do 一 了 
以 及 有 光子 线 “ 交 叉 ” 的 图 , 该 图 可 方便 地 取 为 与 图 (137.5) 的 区 别 仅 仅 是 一 
根 实 线 方向 不 同 的 形式 : 

pe | | Pe 
一 2 ， | pe—f 
| | (137.6) 


pn op 
pu— petf 
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对 应 积分 的 分 析 表 明 , 在 这 两 个 图 中 , 我 们 都 有 来 自 “ 软 ” 虚 光 子 区 域 : 
上 (一 pe)2 < mm2 或 | (一 人 站 之 mz2 的 双重 对 数 贡 献 . 这 些 贡 献 由 积分 的 红外 
发 散 产 生 , 按照 前 面 的 讨论 , 这 里 肯定 必须 消去 . 然而 , 在 图 (137.6) 中 , 还 有 来 
Bs | 站 交 mz 的 双重 对 数 贡 献 , 并 且 这 个 贡献 必须 计算 出 来 . 
图 (137.6) 对 应 于 积分 
2 77(e) yr (e)1far() yA (p) 
My = -i / dn TY a 2 二 ee |p ， (137.7) 
其 中 我 们 已 经 用 到 pe 3p 的 事实 . 我 们 仍 取 


f=upet+vps+f (137.8) 
(参见 (135.13) 式 ). 双重 对 数 的 贡献 来 自如 下 不 等 式 确定 的 范围 
sw， |sv| > p> m2; mi/s lu vl 1， (137.9) 


其 中 p= 一 诺 . 四 维 矢 量 户 的 定义 使 得 fjp。 = fip' = 0; 在 现在 向 后 散射 的 
情形 , 由 此 得 出 在 质心 系 中 9 = 0, 并 因此 p = f?. 

在 (137.7) 式 的 分 子 中 , 我 们 可 上 略 去 me 与 my, 以 及 所 有 包含 凿 或 v 的 项 ; 
这 里 的 因子 或 vo 将 会 消去 分 母 中 相应 的 极点 ( 见 下 面 ), 于 是 , 所 要 求 的 对 数 
平方 将 不 出 现 . 由 于 


(pf tu su, (pe—f) -sv, fsuw—p 
我 们 可 以 按照 bE 16) 变换 积分 元 df, 并 将 (137.7) 式 重 写 为 


MD i yo) yf yu) 
fi Su: sv(suv — p+ i0)? 
ee fL 的 方向 求 平均 以 及 将 yr 与 y* 变换 为 yY 
与 让 ( 按 与 (137.4) 中 同样 的 原则 ) 作 进一步 变换 . 简单 的 计算 给 出 
MP = MDIYW, JW = -i i (137.10) 
最 后 , 在 分 子 中 利用 恒等式 p = (p - suv) 十 suv, 我 们 可 略 去 第 二 项 , 它 会 消去 
简单 的 极点 并 因此 没有 双重 对 数 的 贡献 . 因此 
J = -i my (137.11) 
这 个 积分 与 (135.20) 式 有 同样 的 形式 , 因此 , 对 dp 的 积分 可 以 用 同样 方 
式 进行 , 但 是 现在 由 于 p> m2, 我 们 有 条 件 suv > m2, 而 不 是 suv > 0. 结果 
为 


sdudvd?f,. 


JD) 一 dudy) 
， WV 





, (137.12) 
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积分 范围 由 如 下 不 等 式 确定 : 


2 2 
mi/s<u, v<1 suw>m, 


在 此 对 数 精确 性 的 计算 中 , 强 的 不 等 式 交 简单 地 换 成 了 >. 直截了当 的 计算 


给 出 
2 3 


m2 

在 微 扰 论 更 高 级 的 近似 中 , 所 要 求 的 项 ~ a"ln*"s 由 与 (137.6) 类 似 的 
“梯形 ”图 产生 , 但 “梯级 ”的 数目 要 更 多 . 因此 , 散射 振幅 完全 的 双重 对 数 渐 
近 形 式 由 如 下 无 穷 的 求 和 给 出 


(2 
全 二 In (137.13) 


| 
iMfri = | 十 I | 十 ,3 
f ep 1 1 | 1 | (137.14) 


为 确定 这 个 求 和 中 项 的 一 般 形式 , 我 们 来 考虑 第 三 极 近似 的 图 ((137.14) 
序列 中 的 第 三 项 ). 相应 的 积分 可 写成 


oa ) / duidvi1du2dvo 


M3 MY 2) 72) 一 一 -一 一 
fi fi (过 U1VI (U1 + U2) (vi + v2) 


(137.15) 
积分 范围 为 
my/s < U2; V1,2 < 1， suivV1, 5U2V2 > mp. 


在 此 积分 中 的 双重 对 数 项 可 通过 对 积分 变量 加 上 如 下 进一步 的 条 件 来 分 离 


V2 六 UL， U2 D1. (137.16) 


7 = (器 ) / = (六 ) / diamatam 
其 中 &; = In(swi/m2), mm = 一 Invi, 并 且 积分 范围 由 如 下 不 等 式 确定 
E>m; 总 > o>é, mm>0 o=In(s/m;). 
类 似 地 , 该 序列 中 的 第 n 项 可 以 写成 M9 = M 他 7JO ,其 中 
J (0o) = (2) / déidm +.. déndrmm, (137.17) 


积分 范围 为 
&i > mi (i 一 1, 2 ee ,1), UO > Co Tn, > 0. (137.18) 
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总 散射 振幅 为 
Msi = MH E + YI" da (137.19) 


n=1 
为 计算 这 个 求 和 , 我 们 引进 一 个 辅助 函数 A("M(,n), 它 由 与 (137.17) 同样 
的 积分 给 出 , 但 积分 范围 为 


总 > (i = 1,2,... ,n), €>én>0, 7>nn>0 (137.20) 
( 即 对 & 与 mw 有 不 同 的 积分 限 , 而 不 像 (137.18) 式 中 那样 有 相同 的 积分 限 ). 
很 明显 ,MP = MA(o,o), 其 中 


AED = DAVE ND, A =1 (137.21) 


n=0 


函数 At™(é,n) 的 定义 表明 , 它们 满足 如 下 递 推 关 系 : 
A(™ (é, 7) 一 中 ardm Aa" de m), 
并 且 这 个 方程 对 nn 从 1 到 oo 的 求 和 给 出 函数 A(t,n) 的 一 个 积分 方程 : 


4(6 几 =1+ 旦 / A(éi, mm )déidm, (137.22) 
&>m, €>641>0, n>m>0. 


为 了 下 面 的 分 析 , 考虑 在 范围 上 > 7 中 的 4(&,n) 就 足够 了 ， 于 是 方程 
(137.22) 可 写成 





7 人 
4(6,9) 王 工 十 元 [ [ Alé1,m)déidm. (137.23) 
n1 
将 此 式 对 了 微分 , 我 们 有 
8A(é, 6 
2 = | A(&1, mdé1, (137.24) 
进一步 再 对 & 微分 给 出 微分 方程 
OA a 
这 个 方程 必须 用 如 下 边 条 件 来 解 
A(é,0) = 1 艺 ee 0， (137.26) 
一 人 
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这 个 条 件 可 直接 从 (137.23) 与 (137.24) 得 
方程 的 解 可 通过 对 & 的 拉 普 拉 斯 变换 求 出 : 
PVR zi | er Q(p, n)dp, (137.27) 


其 中 在 复 p 平 面 的 回路 C 为 围绕 p= 0 点 的 闭合 曲线 .将 (137.27) 代 人 (137.25) 
式 , 并 令 被 积 函 数 等 于 零 , 我 们 有 


OW QT 
包工 一 Bn = 元 Q = p(p) exp 2anp’ 


其 中 yp(p) 为 一 个 任意 函数 . 现在 (137.26) 的 第 一 个 边 条 件 给 出 


p(p) = 1/p+ wp) 


其 中 yw(p) 为 解析 函数 , 在 回路 C 内 没有 奇异 性 . (137.26) 的 第 二 个 条 件 通 过 
取 wp(p) = -2rp/a 可 得 到 满足 : 于 是 


EO A oR 
Onles 27ié jc dp PS PT ormp/ Tt 


将 取 &="n =o 的 这 些 表示 式 联 立 给 出 


1 2 d a 
Aloo) = -Fi pp | (r+) dp. 


最 后 , 进行 分 部 积分 并 利用 熟悉 的 公式 


Me | p e+ 让 jw 


(其 中 工 (z) = 一 iJi(iz) 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 ), 我 们 求 出 散射 振幅 为 


1 2Q: 
Myi = MI pe I (人 "| (137.28) 


= x 的 散射 截面 相应 地 等 于 


2 
do = dD /2 In 总 ， dr) = 2 at, (137.29) 
Im (s/m2?) my 3 


这 就 是 极端 相对 论 情形 的 玻 恩 近似 截面 ( 见 881, 习题 6). 包 


@ 关于 双重 对 数 渐 近 形式 的 进一步 文献 在 B. T. Topmxos 的 综述 性 论文 (YBH. 
1973. T 110. C. 45) 中 给 出 . 


第 十 四 章 
强 子 的 量子 电动 力学 


8138 强 子 的 电磁 形状 因子 


迄今 为 止 , 我 们 在 本 书 中 只 讨论 不 参加 强 相互 作用 的 粒子 (电子 , 正 电子 
与 儿子 ) 的 量子 电动 力学 . 另外 还 有 很 多 粒子 是 参加 强 相互 作用 的 , 它们 被 称 
为 强 子 (hadron)@. 这 些 粒子 包括 例如 自 旋 2 的 质子 与 中 子 , 自 旋 为 零 的 
介子 , 以 及 其 它 粒 子 . 原子 核 由 质子 和 中 子 组 成 , 自然 也 是 强 子 . 

目前 的 理论 还 不 能 推导 出 一 个 完备 的 强 子 量子 电动 力学 . 显然 , 不 考虑 强 
得 多 的 强 相互 作用 是 不 可 能 建立 一 个 能 确定 强 子 电磁 相互 作用 的 方程 的 . 特 
别 是 , 为 描述 量子 电动 力学 的 相互 作用 就 要 得 到 强 子 流 的 明显 形式 , 而 这 就 必 
须要 包括 强 相互 作用 . 因此 , 强 子 流 只 能 作为 一 个 唯 象 的 量 引进 , 其 结构 只 能 
由 一 般 的 运动 学 要 求 来 确定 , 而 与 关于 相互 作用 动力 学 的 任何 假设 无 关 . ® 

电磁 相互 作用 算 符 将 仍 有 如 下 形式 


e(J4) (138.1) 


其 中 流 用 大 写字 母 了 表示 , 以 便 与 电子 流 j 区 分 . 由 于 这 个 相互 作用 的 数量 
级 是 用 同样 的 基本 电荷 e 标定 的 , 我 们 仍 可 采用 微 扰 论 方法 .@ 

我 们 先 来 确立 在 一 个 自由 运动 强 子 的 两 个 态 ( 强 子 本 身 没有 任何 变化 ) 
之 间 的 跃迁 流 的 形式 . 这 个 流出 现在 如 下 的 三 端点 图 中 


Q 这 个 词 来 自 希腊 语 hadros, 意思 是 “大 的 , 有 质量 ”. 
@ 包含 夸克 模型 的 强 子 电动 力学 不 在 本 书 中 讨论 . 
名 在 本 章 , e(> 0) 用 来 标记 单位 电荷 ， 
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(138.2) 


D2 p1 
它 本 身 可 以 是 更 复杂 图 的 一 部 分 (例如 , 电子 被 一 个 强 子弹 性 散射 的 图 ). 图 
(138.2) 中 的 虚线 表示 一 个 虚 光 子 ; 它 不 可 能 对 应 一 个 实 光 子 , 因为 一 个 目 由 粒 
子 是 不 可 能 吸收 (或 发 射 ) 一 个 这 样 的 光子 的 ; 并 且 


和 = (pa 一 Di) < 0. 


如 果 我 们 先 考 虑 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 , 设 wi 与 wz 为 该 强 子 初 态 与 终 态 

的 波幅 , 其 四 维 动量 为 pi 与 pz; 对 一 个 零 自 旋 粒子 , 这 些 波 幅 为 标量 (或 硅 标 

量 ).@ 在 这 两 个 态 之 间 的 强 子 跃迁 流 Jy; 必定 对 wi, w3 是 双 线 性 的 . 我 们 可 以 
写成 

JP = WT (138.3) 


其 中 四 维 矢量 为 未 知 的 项 角 算 符 (图 (138.2) 中 的 圆 点 )， 如 我 们 取 wi = 
vz 二 1, 则 Jri=1. 

由 于 理论 的 规范 不 变性 , 流 守恒 在 电动 力学 中 是 一 个 普 适 的 性 质 ,在 动量 
表象 中 , 它 可 用 跃迁 流 的 正 交 性 表示 并 且 光 子 的 四 维 动量 为 g = pa 一 Ba: 


qJfi = 0. (138.4) 
这 就 意味 着 一 必须 为 如 下 形式 
T= PF(g’), (138.5) 


其 中 P= pi 十 po 并且 F(q?) 为 gq 的 一 个 标量 函数 , 而 q? 是 唯一 的 不 变 的 独 
立 变 量 . 由 于 强 子 的 类 型 在 跃迁 中 是 不 变 的 , p? = 22 = M?, 其 中 M 为 强 子 的 
质量 , 并 因此 Pa = 0. 

(138.5) 式 给 出 的 的 矩阵 元 , 以 及 算 符 了 为 真 四 维 矢 量 . 因此 相互 作用 
算 符 (138.1) 为 一 个 真 标量 . 于 是 , 零 自 旋 强 子 的 电磁 相互 作用 必定 是 忆 不 变 
的 . 它 还 是 人 不 变 的 . 时 间 反 演 交 换 了 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 , 但 保持 其 和 
P = pi 十 pa 不 变 , 并 改变 四 维 动量 的 空间 分 量 的 符号 , 而 时 间 分 量 的 符号 不 
变 . 而 这 也 是 四 维 势 A 分 量 的 变换 方式 , 所 以 乘积 J4 保持 不 变 . 

中 平面 波 可 写成 y= py 形式 . 归 一 化 到 每 单位 体积 一 个 粒子 对 应 于 (对 零 


自 旋 粒子 ) 标量 用 wu = 1 来 归 一 化 , 并 且 , 我 们 可 简单 地 取 n= 1 (§10). 下 面 我 们 按照 
864 所 采用 的 标记 定义 对 波幅 ul; u2 的 胰 迁 流 . 
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不 变 函 数 (gq?) 称 为 强 子 的 电磁 形状 因子 . 这 个 量 的 明显 形式 当然 不 可 
能 在 一 个 唯 象 理 论 中 建立 , 但 是 它 肯 定 是 实 的 (在 现在 所 考虑 的 区 域 o < 0 
内 ), 从 在 8116 中 对 电子 形状 因子 用 过 的 同样 论据 可 以 得 出 : 当 2 < 0 时 , 没 
有 中 间 态 可 以 出 现在 么 正 性 关系 的 右边 , 所 以 , 矩阵 Mpi (并 因此 .1fi) 为 厄 米 
的 . 

如 果 gq = 0, 初 态 与 终 态 相同 , fj 变 成 一 个 对 角 和 佐 阵 元 . 特别 是 , e(J0);; /2e; 
三 eF(0) 为 电荷 密度 , 由 于 归 一 化 到 每 单位 体积 一 个 粒子 , 它 就 等 于 粒子 的 总 
电 千 Ze. 

对 一 个 电 中 性 粒子 , (0) = 0, 但 必须 强调 指出 , 这 并 不 意味 着 它 是 一 个 
严格 中 性 的 粒子 . 如 果 粒 子 是 严格 中 性 的 , 并 有 确定 的 电荷 宇 称 , 则 对 所 有 的 
gq, F(q*) 三 0; 由 于 流 算 符 的 电荷 宇 称 为 奇 的 ( 见 813), 其 在 同一 强 子 的 两 个 态 
之 间 的 和 矩阵 元 为 零 . 中 

我 们 现在 转 到 自 旋 的 强 子 . 在 此 情形 , 波幅 wi 与 wo 为 双 线 性 的 , 强 子 
流 为 

Jpi = U2 1. (138.6) 
由 zo 与 wi 的 双 线 性 组 合 与 四 维 矢量 pi 与 pz, 可 以 构造 真 四 维 矢 量 也 可 构造 
四 维 晨 矢量 (满足 条 件 (138.4)). 因此 , 相互 作用 对 PP 的 不 变性 条 件 并 非 必须 
满足 的 , 而 必须 是 另外 加 上 的 条 件 .@ 如 在 8116 所 表明 的 , 在 这 个 条 件 下 , 顶 角 
算 符 包含 两 个 独立 的 且 为 (如 果 92 < 0) 实 的 形状 因子 . 现在 我 们 将 其 写成 


Pr FF 


PH 2 
T+ =2M(F,— F,)— 4 一 SE imp 
( ) pz + FmY =2M 人 Bm) Py 2M” * 
+: 2M 
= AM Fe — gn) ps + -53 (Fe ~ Fn)og,, (138.7) 


其 中 Fe(q') 与 Fn(?) 为 不 变 的 形状 因子 (M 为 强 子 质 量 ). 由 方程 P2 +g2 = 
4M” 与 (116.5) 式 不 难看 出 , (138.7) 的 三 个 表示 式 是 等 价 的 . @ 


、。 包 当然 , 这 并 不 意味 着 这 个 强 子 和 电磁 场 没有 相互 作用 ， 两 个 流 算 符 的 乘积 ， 
J(z)J(z') 的 电荷 宇 称 是 偶 的 , 其 矩阵 元 对 有 相同 电荷 字 称 的 态 之 间 的 跃迁 是 非 零 的 . 
级 的 过 可 “性 的 强 子 可 以 散射 一 个 光子 或 同时 发 射 两 个 光子 即 它 可 以 参与 对 a 更 高 


EE 在 电磁 相互 作用 中 我 们 将 不 考虑 由 于 虚 的 弱 相 互 作用 引起 字 称 守恒 可 能 的 


» 


® 将 形状 因子 定义 如 (138.7) 形式 (R. Sachs, 1962) 的 方便 之 处 将 在 下 面 说 明 . 在 文 
献 中 , 还 有 用 类 似 于 在 (116.6) 式 中 的 了 与 9 那样 定义 的 形状 因子 玉 与 肪 : 


要 TH= Fy*— oy 
们 和 F 与 ,的 联系 为 


2 
Fe 一 + Ei Fm = H+ Fy. 
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电磁 形状 因子 出 现在 870 定义 的 不 变 振幅 中 . 它们 可 以 被 看 成 是 一 个 “ 反 
应 ”的 振幅 (在 其 淹没 道中 ), 此 反应 为 一 个 虚 光 子 衰变 为 一 个 强 子 和 一 个 反 
强 子 . 虚 光 子 是 一 个 自 旋 为 1 的 “粒子 ”. 它 衰变 为 两 个 自 旋 5 粒子 必须 用 两 
个 独立 振幅 描述 的 事实 , 不 难 从 相应 的 旋 向 性 振幅 (NbXe|S|》。) 的 计算 看 出 
( 见 869): P 不 变性 意味 着 5 和 矩阵 的 四 个 非 零 矩阵 元 必须 成 对 地 相等 : 


(1/2 1/2|51) = (-1/2— 1/2|5°|— 1), 
(1/2 -- 1/2|8 |0) = (—1/2 1/2|8 0) 


7 不 变性 (或 在 漂 没 道中 的 C 不 变性 ) 的 要 求 没 有 对 这 些 矩 阵 元 之 间 给 
出 进一步 的 联系 . 这 是 和 由 顶 角 算 符 (138.7) 描述 的 相互 作用 也 必须 是 了 不 变 
的 这 个 事实 相 联 系 的 (但 这 不 能 应 用 于 更 高 自 旋 的 粒子 ). 

当 g 一 0 时, (138.7) 式 的 零 级 与 一 级 项 (对 gq) 为 


天 一 玉 (0)- [Rn (0) _ F,(0)lorg,. (138.8) 


由 此 得 出 ( 见 $116)Fe(0) 三 2 为 粒子 的 电荷 (以 e 为 单位 ), 而 Fm(0) 一 Fe(0) 为 
其 反常 磁 矩 (以 e/2M 为 单位 ). 名 

迄今 为 止 , 我 们 只 用 到 动量 空间 的 形状 因子 . 当然 , 这 已 足以 描述 观察 到 
的 现象 . 然而 , 纯粹 作为 一 种 说 明 , 我 们 将 给 出 形状 因子 的 一 个 更 为 直观 的 解 
释 , 将 其 看 成 为 某 一 坐标 函数 的 传 里 叶 变 换 . 为 此 , 取 一 个 P=pi 十 pz =0 的 
坐标 系 ( 称 为 Breit 坐标 系 ) 是 方便 的 ; 这 总 是 可 能 的 , 因为 P2 > 4M? > 0. 
在 此 坐标 系 中 , sl = sy = &, 所 以 P0 = 2e, 四 维 矢量 9 的 分 量 为 = 0， 
q = 2p2 = —2p1. 

对 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 , 在 Breit 坐标 系 中 的 跃迁 流 有 特别 简单 的 形式 : 
J 

2E 

由 此 我 们 看 到 FF(-q?) 可 以 解释 为 一 个 有 如 下 密度 的 静止 电荷 分 布 的 傅 里 叶 
变换 





F(-qg’), =0. 


ep(7) = engi | F(—q*)e'r"d’g. (138.9) 


在 这 个 意义 上 , 可 以 说 粒子 具有 一 个 空间 的 电磁 结构 : 当 F = constant = 2， 
我 们 有 p(7) = Z8(r), 形状 因子 与 g 的 依赖 关系 可 解释 成 其 电荷 分 布 与 一 个 
点 电荷 的 差别 . 然而 , 必须 强调 指出 , 这 个 解释 并 非 是 字面 上 的 意义 . 函数 p(7) 


Q@ 例如 , 质子 有 (0) = 1, Fm(0) - Fe(0) = 1.79; 中 子 则 有 Fe(0) = 0, Fm(0) = 一 1.91 
( 磁 矩 是 完全 “反常 ”的 ). 
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并 不 和 任何 特殊 的 坐标 系 相 联系 , 因为 对 g 的 每 一 个 值 都 有 一 个 不 同 的 坐标 
Breit 坐标 系 是 和 粒子 的 静止 坐标 系 相 同 的 , 并 与 g 无 关 , 只 有 在 9 < M? 
的 非 相 对 论 极 限时 , 粒子 能 量 在 散射 中 的 改变 才 是 可 以 忽略 的 . 在 此 近似 下 ， 
粒子 的 初 态 与 终 态 是 相同 的 , 所 以 , 跃迁 流 变 成 为 对 角 和 矩阵 元 , 于 是 ofr) 成 为 
实际 的 电荷 空间 分 布 . 然而 , 对 于 基本 粒子 , 使 得 形状 因子 变化 剧烈 的 |q| 值 
仅 比 M 略 小 . 因此 , 在 对 这 些 粒 子 的 非 相 对 论 极 限 , 我 们 可 以 用 F(0) 代替 
F( 一 q), 即将 粒子 看 成 为 一 个 点 . 这 个 情形 对 原子 核 则 不 同 了 . 原子 核 的 质量 
M 正比 于 其 中 核子 的 数目 4, |q| 的 典型 值 为 ~ 1/R, 即 正比 于 4-13 (R 为 核 
的 半径 ). 因此 , 对 足够 重 的 原子 核 , 典型 的 o2 和 & MM?, 所 以 , 在 整个 有 意义 的 范 
围 内 , 非 相 对 论处 理 是 允许 的 . 因此 原子 核 的 电磁 结构 的 概念 是 完全 确定 的 . 


对 一 个 自 施 2 的 粒子 , 在 Breit 坐标 系 中 (138.7) 式 给 出 


M 
1 = (Fe — Fm)— (Vou) + Fm(Uay ui) = FelUiay un), (138.10) 


J fi = Fmniq x (U2 Du1), (138.11) 


1 
2M 
其 中 也 为 三 维 自 旋 算 符 (矩阵 ) (21.21), 在 (138.10) 中 用 到 如 下 方程 
E(zo70ul) = M (Uzu1) 


这 不 难 用 pi = 一 pz 时 对 wi 与 zo 的 狄 拉克 方程 证 实 . 

跃迁 流 (138.10) 的 时 间 分 量 和 一 个 “点 粒子 ”( 电 子 ) 的 表示 式 的 区 别 是 
相差 一 个 因子 所 (gq?). 因此 , 我 们 可 以 说 形状 因子 F ( 称 为 电 形状 因子 ) 描 
述 了 “电荷 的 空间 分 布 ”, 与 (138.9) 式 一 致 . 

类 似 地 , 三 维 矢量 (138.11) 可 以 和 电流 密度 ej(r) = rotp(r) 的 “空间 分 
布 ” 相 联系 , 其 中 

pm 区 了 人 可)sardad 

为 “ 磁 矩 密度 ”. 于 是 , 磁 形状 因子 瓦 。 可 解释 为 磁 矩 的 空间 分 布 密度 , 当然 也 
要 有 以 上 对 电荷 分 布 的 同样 说 明 . 瓦 。 既 包括 “正常 ”的 狄 拉 克 磁 矩 也 包括 强 
于 所 特有 的 “反常 ” 磁 矩 ,“ 反 常 ” 磁 矩 的 “密度 ”对 应 于 差 尺 一 已. 

我 们 可 以 合理 地 作 如 下 假设 , 强 子 电磁 形状 因子 的 “奇异 点 ”, 如 电子 形 
状 因子 一 样 , 出 现在 宗 量 t= 92 = --g2 为 实 的 正 值 的 情形 . 由 此 我 们 可 以 对 分 
布 p(r) (与 jp(7)) 当 7 一 oo 时 的 渐 近 行为 推出 一 些 结论 . 对 积分 (138.9) 进行 
与 在 8114 中 由 (114.3) 推出 (114.4) 式 所 采用 的 相同 变换 , 给 出 对 大 r 的 如 下 


结果 : 


p(7) cx e@—*o" 
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其 中 xd 为 形状 因子 F(q?) 第 一 个 奇异 性 的 横 坐 标 ; 参见 8114 的 脚注 . 假如 


最 近 的 奇异 性 由 虚 光 子 产 生 强 子 对 (每 个 强 子 的 质量 为 Mo) 的 阔 给 出 , 那么 
0 一 2A40， 


8139 电子 - 强 子 散射 


在 8138 中 推出 的 公式 可 以 应 用 于 电子 被 强 子 弹性 散射 的 情形 . 设 强 子 的 
初 态 与 终 态 的 四 维 动量 分 别 为 pn 与 pi, 电子 的 相应 量 分 别 为 pe 与 ph; 于 是 


pe + ph = Be + ph (139.1) 
这 个 过 程 可 用 下 图 表示 
pe De 
= 
1 (139.2) 
pp Dh 


电子 发 射 虚 光子 对 应 于 通常 的 顶 角 算 符 y 而 被 强 子 吸收 对 应 于 算 符 也 
我 们 考虑 最 感 兴趣 的 情形 , 即 强 子 自 旋 为 3 的 情形 (例如 , 电子 被 质子 或 
中 子 散 射 ). 图 (139.2) 对 应 于 散射 振幅 


1 
Mspi = 一 4re” (Vey ue) (Uh Tun) (139.3) 


在 本 章 , 电子 电荷 为 ~e. 由 此 振幅 计算 截面 实质 上 是 与 881 中 的 计算 一 样 的 ; 
算 符 一 通常 取 为 (138.7) 的 第 一 式 的 形式 . 
对 非 极 化 粒子 的 散射 , 结果 为 
nadt 
~ [s— (M+m)2]ls — (M —m)2]t2(1 — t/4M?) 


x {Fal(s — u)? + (4M? -td — ra Pls — ou)? 


-(4M2 一 引 (4m? 十 纪 }. (139.4) 


其 中 M 为 强 子 质量 , m 为 电子 质量 ， 


do 


8 一 (pe 十 ph) t= 9 en (pe — pe)”, 2 一 (pe — ph)”, 
s+t+u = 2m + 2M?. 


下 面 是 一 些 极限 情形 . 
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对 电子 被 一 个 重 核 的 散射 , 一 个 重要 情形 是 从 电子 到 核 的 动量 转移 |g| 与 
核 的 质量 相 比 是 小 的 , 但 和 1/R 相 比 并 不 小 (其 中 R 为 核 的 半径 ) 的 情形 , 因 
此 , 这 时 不 能 将 核 看 成 为 一 个 点 . 在 此 情形 , 质心 系 近似 地 与 核 的 静止 系 一 致 
核 的 反 冲 可 以 忽略 , 电子 能 量 不 变 , 于 是 有 

t=qg <M’, zldt|=pido', s—M?~M?—u~2Mee 


而 公式 (139.4) 变 成 





s (4e2 -02)F2( 一 02) (139.5) 


在 这 个 近似 下 , 截面 只 有 包含 电 形状 因子 的 项 , 并 且 (139.5) 对 应 于 公式 (80.5)， 
该 公式 应 用 于 电子 被 一 个 静止 的 电荷 分 布 散射 的 情形 . 

在 电子 被 静止 中 子 的 散射 情形 , 在 同样 的 极限 情形 e。< M (其 中 M 为 
中 子 质 量 ), 形状 因子 可 用 其 在 g = 0 的 值 代 替 , 因为 , 如 已 经 指出 的 , 对 一 个 
单个 核子 , 电荷 分 布 的 特征 “半径 ”可 与 1/M 比较 .@ 由 于 中 子 是 电 中 性 的 ， 
F.(0) = 0, 截面 变 成 


m2 
do = QH ?| ) 十 | dos = op (sm 
其 中 jy = (e/2M)Fm(0) 为 中 子 的 磁 矩 , 9 为 散射 角 . 这 个 公式 对 应 一 个 电子 被 
一 个 静止 的 点 磁 和 矩 散 射 的 过 程 . 
最 后 , 我 们 将 给 出 一 个 极端 相对 论 电 子 被 一 个 核子 在 |g| 光 m 时 的 散射 
截面 . 与 前 相同 , g2 标记 在 质心 系 中 动量 转移 的 平方 , 并 因此 , 不 变量 上 = --q2. 
在 初始 核子 静止 的 坐标 系 (实验 室 系 ) 中 , 我 们 有 


—t ~ 2(pepe) = 2cece(1 — cosy), 


其 中 ee 与 e/ 为 电子 的 初 态 与 终 态 能 量 , 而 3 为 在 此 参考 系 中 的 散射 角 . 在 极 
问 相 对 论 情形 , e' 与 3 的 联系 和 光子 散射 中 的 公式 相同 (参见 (86.8)): 


1j do/， (139.6) 


I | 1 
全 rt 一 Cos 仿 )， 
因此 ， 
4e2 sin? 一 
_t= ee - ee i 可 (139.7) 
AM 2 
2do! 
ndlt|=— ee (139.8) 


核子 的 方 均 “半径 ” 的 经 验 值 约 为 3.5/M sx 1/2ms (其 中 ms 为 7 介子 质量 ). 
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其 中 do' = 2 sin3d9. 在 公式 (139.4) 中 , 我 们 到 处 都 可 以 略 去 电子 质量 m; 将 
所 有 的 量 用 t+ 与 s 一 M? = 2Mee 表示 , 我 们 有 


do = Sa {F200 + - . F(t) | l 











e2t2 4M2—t 4M? 4M2—t 
(139.9) 
或 , 利用 (139.7) 与 (139.8) 式 有 
0 t 
2 2 2 
2 COS” 一 £ 
Ee 2 1 °° AMi3™ +t m2,.20 
do = do 他 到 了 | 3 Sam ta 3 
2 i 4M? 
(139.10) 


(M. N. Rosenbluth, 1950). 
注意 到 形状 因子 K 与 Fw 对 截面 的 贡献 是 互相 独立 的 , 它们 之 间 没 有 相 
干 项 . 这 表明 对 形状 因子 的 选择 是 合适 的 . 


习 融 


1. 求 电 子 被 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 散 射 的 截面 . 
解 : 利用 (138.5), 代替 (139.3) 我 们 有 
4nes 


gq? 





Myi = ——s (Ue(YPa)ue) P(g). 
Be 2dt[( )2 十 (4M2 — 1t)d 
J Ss”—u 一 
A 


此 处 采用 与 (139.4) 式 同样 的 标记 . 当 目光 m2， 


2 
2 COS 了 F2{t) 





此 处 采用 与 (139.10) 式 同 样 的 标记 . 
8140 轨 致 辐射 的 低能 定理 


在 898 我 们 曾经 研究 过 粒子 碰撞 中 发 射 光 子 的 问题 , 我 们 发 现 , 在 光子 频 
率 趋 于 零 的 极限 , 这 个 过 程 的 振幅 是 和 w 成 反比 的 , 并 可 简单 地 用 不 发 射 软 光 
子 的 同样 碰撞 的 振幅 表示 ; 下 面 将 按 惯例 仍 将 其 称 作 “弹性 散射 ”振幅 , 并 记 
作 we 在 对 w 的 下 一 级 近似 ， 


Mni= MEY + MY, (140.1) 


8140 轨 致 辐射 的 低能 定理 . 605 ， 


其 中 与 w(x wo) 无 关 的 修正 项 已 经 加 到 主 项 (x w-0 上 . 我 们 将 看 到 , 这 个 修 
正 项 , 如 主 项 一 样 , 可 用 Me 表示 , 并 且 不 管 强 子 的 电磁 结构 是 什么 细节 都 如 
此 . 这 个 结果 称 为 畏 致 辐射 的 低能 定理 (F. E. Low, 1958). 

在 898 我 们 已 经 看 到 , 对 发 射 一 个 软 光子 振幅 的 主要 贡献 (对 应 于 (140.1) 
式 中 的 第 一 项 ) 来 自 光子 由 初 态 或 终 态 粒子 发 射 的 图 . 它们 有 如 下 形式 


nD & nl Pp、 多 p1 
D1 一 天 pi 十 kk 
(140.2) 
D4 p2 p2 P2 
(a) (b) 
和 如 下 形式 的 图 形成 对 比 
(140.3) 


其 中 光子 线 是 由 图 的 内 部 出 来 的 . 图 (140.2) 的 特征 是 它们 可 以 通过 只 切割 一 
根 ( 初 态 或 终 态 ) 虚 强 子 线 而 分 成 两 部 分 . 因此 , 它们 有 一 个 重要 性 质 : 存在 具 
有 一 个 强 子 的 单 粒 子 中 间 态 . 在 879 我 们 已 经 看 到 , 由 于 康正 性 条 件 , 这 个 性 
质 必然 引起 振幅 有 一 个 极点 奇异 性 , 

为 简单 计 , 我 们 假设 两 个 碰撞 强 子 中 只 有 一 个 (用 下 标 1 标记 ) 有 电荷 , 因 
而 可 以 辐射 ,并 且 两 个 强 子 都 没有 自 旋 . 这 种 强 子 的 波幅 为 标量 , 可 取 为 1. 
于 是 , 图 (140.2a) 的 极点 部 分 对 振幅 的 贡献 为 


iM(® = VAre* (2pt ~ kt)eF 也， (140.4) 


1 i 
Ce 
第 一 个 因子 对 应 光子 (ex 为 极 化 四 维 矢量 ). 第 二 个 因子 对 应 电磁 强 子 顶 角 
(这 个 图 中 的 黑 圈 部 分 ), 并 写成 (138.5) 的 形式 , 其 中 FF 为 强 子 的 形状 因子 . 第 
三 个 因子 为 虚 强 子 pi 一 k 的 传播 子 (M 为 其 质量 ). 最 后 , 因子 ipP 标记 整个 屏 
下 的 部 分 . 这 和 弹性 散射 过 程 


Dl D1 


(140.5) 


D9 p2 
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的 振幅 的 区 别 在 于 实 强 子 pi 换 成 为 虚 强 子 pi 一 上 . 

将 (140.4) 式 按 w 的 寡 次 作 级 数 展开 的 前 几 项 可 分 为 以 下 三 种 类 型 ; 
(1) 和 w 成 反比 的 项 , (2) 和 w 无 关 但 与 有 的 方向 有 关 的 项 , (3) 和 w 与 天 
都 无 关 的 项 . 第 三 类 型 的 项 只 可 能 由 (140.3) 类 型 的 非 奇异 图 (没有 一 个 极点 
奇异 性 ) 和 图 (140.2) 的 非 极点 部 分 给 出 . 我 们 将 看 到 , 当 加 上 规范 不 变性 条 件 
后 , 所 有 这 种 类 型 的 项 都 毫 无 疑义 地 可 由 第 一 与 第 二 类 型 的 项 给 出 , 因此 , 这 
些 项 就 没 必要 另外 分 开 计 算 . 

弹性 过 程 (140.5) 的 振幅 只 依赖 于 两 个 不 变量 : 


s=(p1+p2) = (pi +p2), t= (22 —p2)”. (140.6) 


D1 换 成 为 pi 一 上 不 仅 将 s 变 为 (pi -十 Da) 而 且 还 产生 与 另外 一 个 变量 的 
依赖 关系 ， 

(pi 一人) 一 M = —2(p1k), 
此 式 表 示 动 量 Pi 一 的 “ 非 物理 性 ”. 但 是 , 按 此 新 变量 (一 个 小 量 ) 展开 的 第 
一 项 已 经 消去 振幅 (140.4) 中 的 奇异 性 , 并 因此 在 此 振幅 中 只 能 得 到 与 无关 
的 项 , 按照 前 面 所 述 , 我 们 对 它们 暂时 没有 兴趣 . 这 样 , 我 们 就 得 到 一 个 重要 的 
结论 , 在 (140.4) 式 中 的 卫 可 以 换 成 物理 振幅 MA (s, 坟 , 仅 需 作 如 下 改变 


s — (Pp1 + p2 — k)? = s — 2k(pi + p2). (140.7) 


展开 式 中 的 第 一 项 由 下 式 给 出 





TT — Mi (s,t) — 2(kp1i + kp2) as ; 
t 


由 于 同样 的 原因 , 电磁 形状 因子 FF 这 里 与 一 个 顶 角 相 联 系 的 事实 是 不 重 
要 的 , 该 顶 角 的 两 根 外 强 子 线 (pi 与 pi 一 k) 中 只 有 一 根 是 物理 的 . 因此 , 形状 
因子 可 用 8138 中 所 描述 的 形状 因子 代替 , 其 顶 角 有 两 根 物理 外 线 ; 既然 在 此 
情形 , 光子 大 是 实 光 子 , 我 们 就 有 F(Rk?) = F(0) = 21, 其 中 eZ 为 强 子 电荷 . 

这 样 一 来 , (140.4) 给 出 


(a) — ZeVIr PY 
Mi 21e 人 ) 


—ZieVin2(e* 2D1) 一 一 一 


(el) 
AM 


oe 


-2 140 
i ) :2(p2j) 一 一 一 一 2 ( .8) 


其 中 省 酷 号 表示 与 无关 的 项 (而 (140.8) 式 的 第 二 项 依赖 于 的 方向 ). 类 似 


$140 思 致 辐射 的 低能 定理 . 607 ， 


成 了 pi, ps 与 一 k. 展开 式 中 的 领头 项 是 已 经 熟悉 的 表示 式 (参见 (98.5)) 








(一 _ Cile) Ee ) ye 
Ma evr ( DR pk) MA (140.9) 

与 上 无关 的 项 可 从 振幅 整体 是 规范 不 变 的 条 件 求 出 : 它 必须 不 受 变换 
er 一 e* 十 constant Xk 的 影响 , 即 其 形式 必定 为 MP = e4J+, 且 kyJr*==0. 不 
难看 出 , 为 此 我 们 必须 给 (140.8) 式 加 上 与 天 无 关 的 项 








一 2LZTEV 4n(p2e” ), 
对 图 (140.2b) 也 类 似 . 最 后 结果 为 
(el) 
k) (pbh) _ mm] OMS 
MO 一 27 4 | _ ok /AL AL2 有 可 


用 这 个 公式 可 以 解决 所 提 的 问题 , 可 用 如 下 恒等式 将 其 写成 更 加 紧凑 的 


Os t Op 21 ,Pp2,p4 


Dlp jr 0 0 








diy = pi Bor ~ Bor (140.11) 
(对 今 。 有 类 似 结果 ). 于 是 
M$ = ZieVAnes (@ + dr) Me,. (140.12) 
截面 由 |Myij? 给 出 ; 到 所 要 求 的 精确 程度 ， 
MP = |My +2Re(MIY MO). (140.13) 


第 二 项 给 出 所 要 求 的 对 发 射 截面 的 修正 . 对 光子 极 化 求 和 给 出 这 个 修正 的 值 
—4n(Z1e)? Pp D 1/ 记 他 (el)12 
( pa (@ + sm pe. (140.14) 
于 是 对 发 射 截 面 的 修正 可 用 弹性 过 程 的 截面 及 其 对 s 的 微 商 表示 . 
如 果 带电 强 子 有 自 旋 5, 计算 原则 上 没有 变化 ; 只 是 顶 角 与 传播 子 的 具体 


形式 改变 了 . 人 们 发 现 , 在 对 强 子 与 光子 的 极 化 平均 后 , 公式 (140.14) 仍 保持 
成 立 (T. H. Burnett, N. M. Kroll, 1968). 
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$141 光子 - 强 子 散射 的 低能 定理 


在 低频 极限 , 一 个 光子 被 任何 静止 的 带电 粒子 散射 的 截面 趋 近 于 由 汤姆 
孙 公式 给 出 的 经 典 值 . 这 个 极限 对 应 于 一 个 与 光子 频率 w 无 关 的 振幅 , 我 们 将 
其 记 作 M9. 然而 , 人 们 发 现 不 仅 振幅 按 w 展开 的 第 一 项 ， 


Msi = MO + MO), (141.1) 


而 且 还 有 下 一 项 (MY ~ w) 也 都 与 散射 光子 的 强 子 的 电磁 结构 细节 无 关 ， 
(与 在 8140 中 讨论 的 轨 致 辐射 一 样 ) (F. E. Low，1954; M. Gell-Mann, M. LL. 
Goldberger, 1954). 

这 个 过 程 可 用 如 下 三 种 类 型 的 图 表示 : 


k’ 天 k’ k’/ 
N / K ~” YY 六 
、 4 % pd Ww / 
AN / 
Dp 十 DpD—k’ (141.2) 
了 Dp Dp Dp’ Dp 
(a) (b) (c) 


其 中 前 两 个 图 仍 有 单 粒 子 中 间 态 , 因此 有 极点 奇异 性 . 

计算 的 分 析 与 原理 和 8$140 相同 . 实际 上 , 我 们 只 需要 确定 图 (141.2a) 与 
(141.2b) 极点 部 分 的 贡献 ,用 静态 形状 因子 (电荷 Ze 与 反常 磁 矩 Han) 表示 其 
电磁 顶 角 , 如 在 (140.15) 中 一 样 . 

然而 , 与 韦 致 辐射 不 同 , 对 康 普 顿 效应 截面 的 修正 仅 对 有 自 旋 的 粒子 是 重 
要 的 . 这 是 因为 , 对 思 致 辐射 , 与 自 旋 有 关 的 修正 一 起 ,还 有 来 日 “弹性 ”过 程 
的 振幅 与 能 量 相关 而 引起 的 修正 . 在 光子 散射 中 , 这 个 振幅 由 形状 因子 代替 ， 
对 “物理 外 线 ”, 后 者 是 与 能 量 无 关 的 常数 , 因此 , 这 个 修正 只 是 由 磁 矩 产生 


的 , 而 无 自 旋 粒子 的 磁 矩 为 零 . 我 们 将 讨论 光子 被 自 旋 5 强 子 的 散射 
如 果 用 Mr; 标记 极点 图 对 散射 振幅 的 贡献 , 则 有 (参见 (86.3), (86.4)) 


Msi = —4n(Ze)’ere, (WO ), (141.3) 
其 中 
= (+5) 一 8 
二 (3 er (141.4) 


5 = (十 由 =(p +k w=(p—k)? = (p —k)? 
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为 简洁 计 , 我 们 取 
HangA ks = ZeSt, Jano kk’ = ZeS4. (141.5) 


通过 交换 算 符 xp 十 M, 并 利用 方程 也 (7P 一 MM) = (YPp 一 M)w = 0, 我 们 可 将 
(141.4) 式 变换 为 


k)y” 十 2 "(yk) 一 22 
gu = [oso) 二 pp” 7 0 p (w+)| 
YOF) TIP or 六 Op 人) 一 2 
S| 
Bent a S| | (141.6) 


这 个 式 子 以 及 交换 上 与 k' 的 相应 公式 清楚 地 表明 , (141.3) 是 规范 不 变 的 ; 相 
关 的 条 件 为 


好 (二 人 uv) = (TQ)k, = 0 (141.7) 


要 证 实 此 式 , 必须 记得 (yk)(yYk) = 0, kS = k'S’ = 0. 

由 于 散射 振幅 的 极点 部 分 本 身 是 规范 不 变 的 , 振幅 的 正规 部 分 ( 它 包 含 
图 (141.2c) 的 贡献 ) 也 必定 是 规范 不 变 的 . 因此 , 由 此 反 过 来 得 出 : 这 个 部 分 按 
k 与 k' 的 级 数 展开 必定 从 平方 项 开始 (参见 与 条 件 (127.5) 相关 联 的 类 似 评 
注 ). 换 句 话说 , 振幅 的 正规 部 分 仅 包含 那些 从 正比 于 ww' ~ w? 的 项 出 发 的 项 ， 
并 且 对 这 里 关心 的 项 没有 贡献 , 后 者 是 和 w? 与 wl 成 正比 的 . 因此 这 些 项 包 
含 在 (141.3) 式 中 . 


为 实际 计算 这 些 项 , 我 们 采用 初 态 强 子 静止 的 实验 室 参 考 系 . 对 于 光子 ， 
我 们 取 三 维 横向 规范 , 其 中 eo = eo = 0. 于 是 pe = 0, pre* ~ 2 ~ ww 且 由 
(141.6) 明显 看 出 ， Mpi 展开 式 中 的 领头 项 将 正比 于 w0, 并 且 jon 中 的 项 将 仅 
对 w- 项 有 贡献 . 

实验 室 系 中 初 态 与 终 态 强 子 的 波幅 以 必要 的 精确 性 为 ， 


“=van(%). v= VM (wo), 


其 中 多 与 w 为 三 维 旋 量 . 
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直接 计算 给 出 如 下 结果 


M$ = 一 8r(Ze)j2(e'* .e)(w*w), (141.8) 
My = —16nxiMp2 ww ow): (n xe”) x (nx e) 

一 4riZeHpanw(u au {n(n x ee”) 

+(n xen:e”—n(n xe”.e) 


—(n x emn:e—2e” xe), (141.9) 


其 中 n= kf/w, n’ = 和 /ww 
散射 截面 为 


do = Hi 5 可 (141.10) 


见 (64.19) 式 . 对 于 被 带电 粒子 的 散射 , M6 与 M9 为 非 零 的 . 所 采用 的 精确 
性 使 我 们 得 以 在 |Myij? 中 保留 |M 人 OP 与 Re (MG M9) 项 . 其 中 第 一 项 给 出 
汤姆 孙 散 射 . 第 二 项 对 光子 与 强 子 的 极 化 平均 后 变 为 零 . 因此 , 在 被 带电 强 子 
的 散射 中 , 所 考虑 的 修正 只 在 极 化 效应 中 出 现 . 
对 于 被 一 个 电 中 性 强 子 的 散射 中 , M4 = 0 并 且 截 面 由 |M 和 PP 确定. 在 

对 终 态 粒子 的 极 化 平均 并 对 初 态 粒子 的 极 化 求 和 后 , 截面 为 (采用 通常 的 单 
位 ) 
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天 cx 
其 中 4 为 光子 散射 角 并 且 反 常 磁 和 矩 等 于 总 磁 矩 上. 这 个 截面 与 角度 的 依赖 关 
系 是 和 反对 称 散 射 相同 的 ( 见 860, 习题 2). 


8$142 强 子 的 多 极 甜 


现在 我 们 来 考虑 对 应 (138.2) 同样 类 型 费 曼 图 : 


Ze (142.1) 


的 跃迁 流 , 但 此 图 的 线 pi 与 ps 属于 不 同 的 粒子 (质量 分 别 为 Mi 与 M2); 光 
子 线 必 = pi 一 po 在 这 里 表示 为 从 顶 角 出 发 更 方便 . 这 个 光子 可 以 是 虚 的 也 可 
以 是 实 的 , 唯一 的 必要 条 件 是 k < (Mi 一 M2)?, 于 是 , 值 k? = 0 是 允许 的 . 这 
样 一 来 , 这 个 图 的 应 用 范围 特别 还 包括 在 原子 核 以 及 其 它 粒 子 变化 中 发 射 光 
子 的 过 程 (对 原子 核 , 初 态 与 终 态 粒子 为 处 于 不 同 状态 的 同一 个 核 ). 


do 一 





vw (9 + sin? $9)do.. (141.11) 
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这 里 最 有 兴趣 的 情形 是 光子 波长 比 粒 子 的 特征 “长 度 ”( 即 在 其 形状 因子 
中 出 现 的 长 度 , 在 核 的 情形 等 于 核 的 “半径 ”) 大 的 情形 . 这 时 既 迁 流 可 以 按 
上 的 级 数 展开 . 呈 

首先 指出 , 我 们 必须 有 


JPi=0 当 k=0. (142.2) 


因为 极限 大 一 0 对 应 于 位 势 在 空间 与 时 间 都 是 常数 的 情形 , 但 是 , 这 样 的 位 
势 是 没有 物理 意义 的 , 且 不 可 能 成 为 任何 实际 过 程 的 原因 . 同样 的 结论 可 以 
用 更 为 规范 的 论证 得 到 : 在 8138 讨论 的 流 对 有 = 0 情形 , 根据 与 四 维 矢量 
P= pi 十 pz 成 正比 的 项 , 是 非 零 的 , 但 是 当 Mi 关 M2 时 , 乘积 (Pk) 关 0, 因此 ， 
这 种 项 被 流 是 横 的 条 件 所 禁止 . 

这 个 流 Jr = (ppi,J8i) 是 横 的 条 件 的 三 维 形式 为 


kh. Jpi = wp (142.3) 
并 可 以 有 两 种 方式 满足 : 
Jri 一 wo(R,w)， pfi= kv(k,w) (142.4) 
或 
Jri=kxa(k,w), pri=0. (142.5) 


这 里 v 为 极 矢量 , 而 a 为 轴 矢 量 . 流 则 分 别称 为 电 型 与 磁 型 . 按照 (142.2) 式 ， 
当 kk,w 一 0 时 ,wv 与 a 是 有 限 的 或 为 零 . 

设 光子 能 量 w < Mi. 于 是 可 以 忽略 反 冲 效应 , 终 态 粒子 Ma 也 可 看 成 是 
静止 的 (在 Mi 的 静止 系 中 ); w = Mi - Ms 为 给 定 的 量 . 静止 粒子 Mi 与 M。 
的 状态 用 2s1 与 2s2 阶 的 三 维 旋 量 wi 与 wo 表征 , 其 中 sl 与 s 为 粒子 的 自 
旋 . 跃迁 流 必定 是 wi 与 0 的 双 线 性 组 合 . 由 这 些 旋 量 分 量 的 乘积 , 可 构成 阶 
为 1= s1 十 82,… ,|s1 一 s2| 的 不 可 约 张 量 (对 给 定 的 4 按照 粒子 MM 与 Mo 不 
同 的 内 部 宇 称 , 它们 可 以 是 真 张 量 或 是 寿 张 量 ). 除了 这 些 张 量 , 我 们 只 可 能 还 
有 矢量 k. 为 得 到 夏 迁 流 按 展开 的 第 一 项 , 我 们 必须 由 这 些 量 构 成 一 个 k 最 
低 可 能 宪 次 的 矢量 . 这 可 通过 取 最 低 阶 的 张 量 , 然后 与 矢量 k 缩 并 1 一 1 次 来 
做 . 这 将 给 出 极 矢量 v 或 轴 矢 量 a. 

设 Qim 为 由 粒子 波幅 构成 的 张 量 的 球 分 量 . 由 大 的 分 量 构成 的 1 一 1 阶 张 
量 的 球 分 量 为 | 有 | 斑 :Yinm(m), 其 中 n = k/w. 由 球 张 量 相 加 的 一 般 规则 ( 参 


下面 的 处 理 属 于 B. B. Bepecrenxkuii (1948). 
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见 第 三 卷 , (107.3) 式 ), 矢量 v 的 球 分 量 可 写成 


V4T 0 
(21 — 1)!! 


i—1 l ( 
x ea 7), 
- 人 本 Qi, 1_1Atm(n) 


其 中 入 取 值 为 0 与 上 1; 公共 因子 的 选择 在 下 面 解 释 . 利用 公式 (7.16), 我 们 可 
用 球 谐 此 矢量 来 表示 17 


ws) 一 一 | 有 | 一: 


VAnlk] 要 
(21 DViGiTi) 2 "QL m 
x[Vi+1YE(n) 到 VIY WW (n). (142.6) 


代入 (142.4) 式 给 出 El 跃迁 流 : 


由 Vrlwl|k| 一斑 (EE) 
A MT 1 hm 
pa 二 TY)(m) 十 VIY( (n)), (142.7) 


tr, 
pr "a Yin) (142.8) 
在 以 上 每 个 公式 中 都 将 |k| 与 w 加 以 区 分 , 因为 有 可 能 应 用 于 实 光子 也 可 能 
用 于 虚 光 子 , 而 对 后 者 这 两 个 量 是 不 相等 的 . 
在 (142.7) 与 (142.8) 式 中 , 假设 球 张 量 Qi (这 里 记 作 Q(B)) 是 一 个 真 张 
量 . 如 果 它 是 一 个 厢 张 量 ( 记 作 QI4M)), 那么 (142.6) 式 定义 了 一 个 厢 矢 量 a, 并 
且 代 人 (142.5) 给 出 Mi 跃迁 流 : 


V4T 十 1 


i 1 UN rT 1 DR 2 1)' "QP Yi (n), 


Jpi = 
(142.9) 


pfi=0. 


量 @EB) 与 Q(M) 分 别 为 强 子 的 电 与 磁 多 极 路 迁 矩 . 它们 在 强 子 电动 力学 
中 的 作用 精确 地 类 似 于 在 电子 电动 力学 中 对 应 量 的 作用 . 然而 , 对 于 电子 系 
统 , 这 些 矩 原则 上 是 可 以 由 波 函 数 计算 的 (作为 对 应 算 符 的 矩阵 元 ), 但 在 强 子 
电动 力学 中 它们 是 作为 唯 象 的 量 出 现 的 , 其 值 要 由 实验 来 确定 . 

在 (142.7) 一 (142.9) 式 中 这 些 量 的 归 一 化 的 选取 使 得 与 其 在 846 中 的 定义 
一 致 . 这 一 点 可 以 通过 将 流 (142.7) 一 (142.9) 看 成 为 坐标 表象 中 跃迁 流 的 傅 里 


-一 
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叶 分 量 来 得 到 证 实 . 例如 , 将 如 下 积分 中 的 因子 eripr 
pri(k) = |/ ppi(r)e- 这 rd3z (142.10) 
利用 (46.3) 式 作 展 开 , 我 们 得 到 
prilk) = hr Yin(n) | rlr)Yin (F) llr) re. 


保留 使 得 积分 非 零 的 1 值 最 小 的 项 , 并 将 图 数 gi(|k|7) (由 于 |k|7 之 1) 换 成 其 
展开 式 (46.5) 的 第 一 项 , 我 们 就 回 到 了 (142.9) 式 , 并 且 


a Ph 一 } ds 42.11 
Wim 2 pfi(rjYim (=)a 了 (142.11) 


这 个 结果 和 定义 (46.7) 是 一 致 的 . 

还 可 以 证 明 , 当 应 用 于 实 光 子 发 射 时 ,上 面 推出 的 公式 给 出 了 我 们 已 知 的 
结果 . 

发 射 动 量 为 k= wm、 极 化 为 e= (0,e) 的 光子 的 跃迁 振幅 为 





Mri = -eVdrer .Ji. (142.12) 


如 果 原 子 核 在 初 态 与 终 态 都 有 确定 的 角 动 量 分 量 值 M; 与 My, 则 在 (142.7) 一 

(142.9) 式 中 , 对 m 的 每 个 求 和 中 就 只 剩 下 了 一 项 , 即 m = M; - My 的 项 . 既 

然 按照 (16.23) 式 , 乘积 YY 加.eO)* 与 YO .e(*( 其 中 入 = 士 1 为 光子 的 螺旋 

性 , 且 e 人 JJLm) 正比 于 Dl, 我们 就 又 一 次 得 到 了 $48 中 给 出 的 公式 . 
微分 发 射 概率 为 @ 


dw = 2n6[w — (两 一 五 站 pi (142.13) 


d3k 

2w(2m)3 
(其 中 EB 与 By 分 别 为 原子 核 的 初 态 与 终 态 能 量 ). 通过 对 极 化 求 和 并 对 d3k 
积分 可 求 出 总 概率 . 将 (142.7) 或 (142.9) 代入 (142.12) 然后 代入 (142.13), 进行 
上 述 的 运算 , 我 们 就 再 次 得 到 (46.9) 或 (47.2). 

公式 (142.7) 一 (142.9) 包括 发 射 实 光子 的 所 有 可 能 发 生 的 情形 . 对 虚 光 子 ， 
则 还 有 其 它 可 能 发 生 的 情形 是 这 些 公式 没有 包括 进去 的 . (R. H. Fowler, 1930). 

如 采 原 子 核 的 初 态 与 终 态 的 自 旋 与 宇 称 是 相同 的 , 我 们 可 从 它们 的 波幅 
得 到 一 个 标量 8o, 并 利用 它 得 到 如 下 形式 的 跃迁 流 


pfi = Qok’, Jsi = Qowk. (142.14) 


人 
包 此 式 中 的 因子 2r8, 取代 (64.11) 中 的 因子 (2m)48(9), 是 由 于 在 忽略 核 的 反 冲 的 近 
似 下 , 动量 不 再 守恒 , 所 以 只 剩 下 能 量 守恒 . 
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量 Qo 被 称 为 单 极 (E&0) 牙 迁 和 矩 . 由 于 e* .有 = 0, 对 应 的 发 射 一 个 实 光 子 的 跃 
迁 振幅 为 零 . 但 是 , 单 极 流 可 以 引起 包含 发 射 一 个 虚 光 子 的 跃迁 ， 而 且 , 当 
51 二 82 二 0 时 , 它 是 唯一 的 来 源 , 这 时 所 有 的 多 极 矩 均等 于 零 . 

单 极 流 (142.14) 在 和 w 与 天 的 依赖 关系 方面 类 似 于 电 四 极 流 . 据 此 , 和 矩 
Qo 也 是 一 个 与 四 极 和 手相 同 量 级 的 量 . 通过 将 (142.14) 看 成 坐标 表象 中 流 的 傅 
里 叶 分 量 也 可 得 出 同样 的 结论 . 在 (142.10) 式 中 利用 e-ir 按 有.r 的 级 数 展 
开 , 并 假设 pyi(7) 是 球 对 称 的 , 我 们 得 到 


1 
pfi(k) = ek / pfi(r)r2d3z. 
与 (142.14) 式 比 较 表明 : 
Qo = -5 / pfi(r)r dz. (142.15) 
很 明显 , 是 与 四 极 失 相似 的 . 


习 题 


1. 求 在 一 个 MI 核 跃 迁 中 , 由 于 核 激发 能 w 引起 KK 党 层 原子 电离 ( 称 为 
YY 射线 内 转换 ) 的 概率 , 忽略 电子 在 原子 中 的 束缚 能 以 及 核 场 对 核 波 函数 的 影 
响 . 包 

解 : 这 个 过 程 可 用 下 图 描述 


了 
x 0) 
es 呈 


其 中 Pi 与 pa 属于 不 同 状态 的 静止 原子 核 ,而 p= 二 (m,0) 与 = (m 十 w,p/) 为 
初 态 与 终 态 电子 的 四 维 动量 . 这 个 图 对 应 于 振幅 


4r_ 
MFi = -e zu) I)u(p), 


其 中 Jfi 为 原子 核 的 跃迁 流 . 在 对 电子 终 态 极 化 求 和 并 对 初 态 极 化 求 平均 后 ， 
我 们 得 到 

1 2 4 16n? 2 * 水 

3 D> [Mril = et ra {g(r7) + AID) (Fp)} 


@ 这 个 近似 意味 着 核电 荷 是 小 的 , 并 且 激 发 能 ww 足够 大 (但 假设 1fw 与 原子 核 矿 
寸 相 比 是 大 的 ). 实际 上 , 这 个 近似 并 不 令 人 满意 , 更 精确 的 计算 还 必须 考虑 原子 核 的 
库仑 场 . 


polar. 
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其 中 用 到 Jpig = 0 并 因此 Jrip= Jrip' 的 事实 . 转换 概率 由 下 式 计 算 


d conv 三 2 i(0 * (Dao) D 
weor = 2 (ao) 
其 中 dc 为 用 图 (1) 表示 的 散射 过 程 的 截面 , 且 p= (e,PD), Wi 为 原子 电子 的 波 
溪 数 ; 对 一 个 KK 电子 |wi(0)|? = (Zam)3/n. 因子 2 是 考虑 到 原子 的 KK 过 层 中 
有 两 个 电子 . 截面 da 为 
d37/ 


do = 2r8(eE 十 ww 一 EMpi 2|p|2e’(2n)3 


参见 上 面 最 近 的 脚注 . 

对 M1 跃迁, 流 Jfi 必须 取 自 (142.9). dwconv 对 de' 的 积分 移 去 了 8 函数 ， 
而 对 do' 的 积分 将 [Yi |? 换 成 为 1. 因此 转换 概率 可 用 |@ 们 ) |? 表示 . 但 是 ， 
按照 (46.9) 式 , 在 同一 核 跃迁 中 自发 发 射 一 个 光子 的 概率 wW 可 用 同样 的 量 表 
示 . 最 后 结果 为 


[十 1/72 
2 
Weonv _ 0 (Zo) ( 到 2 ) 
Wry Cw LU 


这 个 比 称 为 转换 系数 . 
2. 对 lL 核 跃迁 求解 与 习题 1 相同 问题 . 
解 : 对 (142.7) 与 (142.8) 给 出 的 跃迁 流 , 采用 同样 方法 , 我 们 得 到 


lt~1/2 
conv _ 3 4l m? Wh 
Er = 2a(Za) (+; 千 杰 ) 
3. 对 单 极 核 跃迁 求解 与 习题 1 相同 问题 . 
解 : 由 (142.14) 给 出 的 跃迁 流 , 结果 为 
9 3/2 
Wconv 二 4o (Za)smiw? 0 十 如 ) |@o|” 


由 于 一 个 光子 的 单 极 发 射 是 不 可 能 的 , |Qol? 不 可 能 被 消去 . 
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弹性 的 电子 - 强 子 散射 在 8139 中 讨论 过 了 . 非 弹 性 散射 的 问题 可 类 似 地 
表述 . 唯一 的 区 别 是 最 后 的 强 子 态 现在 对 应 于 其 它 强 子 或 几 个 强 子 . 动量 守 
恒定 律 (139.1) 仍 保持 正确 , 如 果 用 py 标记 终 态 强 子 的 四 维 动量 或 散射 过 程 
玉成 的 引子 四 的 让 动量 因此 我 们 现在 甩 关 局 = M?, 其 中 M 为 初 态 强 子 

最. 
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注意 到 这 个 区 别 , 非 弹性 散射 过 程 可 用 同样 的 图 (139.2) 描述 . 该 图 下 面 
的 项 角 如 在 8138 中 一 样 用 Jy; 标记 . 然而 , 与 (138.3) 或 (138.6) 相反 , 我 们 将 
不 再 用 项 角 算 符 与 态 的 波幅 表示 跃迁 流 , 目的 是 不 预先 指定 强 子 终 态 的 性 质 . 

现在 我 们 可 以 将 散射 振幅 写成 类 似 于 (139.3) 的 形式 : 


4re2 ,_ 
MP = -pep (Vee) (143.1) 


(类 似 的 振幅 已 经 在 $142 的 习题 1 中 用 过 , 在 那里 考虑 了 给 一 个 电子 的 能 量 
转移 , 并 且 这 个 振幅 与 在 电子 激发 原子 核 的 问题 中 的 振幅 有 类 似 的 结构 ). 
我 们 将 假设 初 态 电 子 能 量 很 大 , 使 得 在 终 态 可 形成 很 多 强 子 , 考虑 “ 单 
举 ” 截 面 , 即 其 中 终 态 只 有 电子 动量 是 指定 的 , 并 对 所 有 强 子 态 求 和 . 
这 个 微分 截面 按 $64 的 公式 写成 如 下 形式 : 
d3p/ 


do = 条 8322 


D> _(2n)*8) (pn + ph — pe — Pe) Msil?. (143.2) 
f 


单 举 截面 只 依赖 于 三 个 运动 学 不 变量 , 它们 可 通过 只 对 电子 测量 来 确定 . 
这 三 个 不 变量 为 
it 一色 三 (pe 一 De) ，s 一 (pe 十 Dh) (143.3) 


与 砍 ， 要 包括 第 三 个 不 变量 是 因为 , 和 弹性 散射 情形 相反 , 终 态 强 子 的 “ 质 
量 ” pp, 现在 并 没有 指定 . 然而 , 取而代之 采用 男 一 个 不 变量 更 为 方便 , 即 


v = gph. (143.4) 
7 与 zi2 之 间 的 关系 可 由 ph = pn 十 9 得 出 : 
pe = M?+t+2v. (143.5) 


如 果 初 态 强 子 是 稳定 的 (例如 , 质子 ), 终 态 的 静止 能 量 超过 M, 即 28 六 M3， 
并 且 由 (143.5), 因为 上 < 0, 我 们 有 


v 之 |t/2 (143.6) 


其 中 等 号 在 弹性 散射 中 出 现 . 

运动 学 不 变量 可 用 初 态 与 终 态 的 电子 能 量 ee 与 es 和 散射 角 4 表示 . 我 
们 将 假设 电子 是 极端 相对 论 的 (se 交 m, es > m), 并 忽略 其 质量 . 于 是 , 在 初 
态 强 子 的 静止 系 (实验 室 系 ) 中 ， 


t= 一 4Eee/ sin2(0/2), v= M(ee—e!), s—M?=2Me. (143.7) 


8143 ”电子 - 强 子 的 非 弹 性 散射 . 617 . 


将 (143.1) 代 人 (143.2) 并 如 通常 一 样 对 电子 极 化 求 和 , 就 得 到 非 极 化 电 
子 的 散射 截面 , 我 们 将 其 写成 


QQ dip’ 


= WY, 143.8 
og (92)2 (27)3 ., 8Meee! Wg ( ) 
加 2 
CQ dtdz 
do = 一 一 一 Up 人 ， 143.9 
(Epo 
其 中 
jp 一 dpenpe, = 2(pep dy + pevly) 十 q go (143.10) 
Wr = >》_(27)8(9 (ph — ph — q) JT. (143.11) 
f 


当然 , 张 量 Ww 本 质 上 依赖 于 强 子 流 的 性 质 , 一 般 来 说 , 和 强 子 形状 因子 
问题 类 似 , 我 们 只 能 提出 其 唯 象 结构 的 问题 . 首先 , 我 们 利用 We 的 张 量 结构 
必须 只 由 与 图 (139.2) 下 面 顶 角 有 关 的 四 维 矢量 ( 即 ph 与 9) 来 确定 的 这 个 事 
实 . 由 这 些 矢 量 (还 有 度 规 张 量 gw) 可 构成 五 个 独立 的 张 量 . 要 求 在 时 间 反 演 
下 不 变 意味 着 此 张 量 必须 是 对 称 的 , 并 且 , 有 四 个 这 样 的 张 量 . 最 后 , 流 守 恒 条 
件 , 即 
Wg, =0, Wg, =0, 


将 独立 张 量 的 数目 缩减 到 2. 它们 可 取 为 


duqd vy Vv 
Th guv) Ti = (pw 二 7g) (pw 一 gj (143.12) 
并 将 WH 写成 


Wi = 4rMWiTkY + Won). (143.13) 
将 (143.10) 与 (143.13) 式 代 入 (143.8) 式 , 我 们 取 截 面 为 如 下 形式 


6 
do = (Wo + 2Wi tan’ 3)decdou (143.14) 


其 中 
4 Q2 cos2(8/2) ，， 
el 
4e2 sin’ (9/2) 
为 极端 相对 论 电子 在 库仑 场 中 的 散射 截面 ; 参见 (80.7) 式 . 
我 们 看 到 , 截面 由 两 个 结构 函数 确定 , 它们 依赖 于 两 个 不 变量 t 与 v. 候 
如 高 能 强 子 物理 不 包含 有 质量 量 纲 的 特征 量 ( 标 度 不 变性 假设 ), 我 们 可 以 期 
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符 , 这 个 结构 函数 在 高 能 下 只 依赖 于 无 量 纲 参量 , t/v. 于 是 了 消 数 Wi, Wz 必定 
是 单 变 量 的 函数 : 
v 


M t t 
Wh 于 (5)，W= 人 (2 (143.15) 
Vv Vv Vv 


比 M/v 与 M 无 关 . 


$144 由 电子 - 正 电 子 对 生成 强 子 


我 们 来 考虑 一 个 电子 - 正 电子 对 变 为 强 子 的 过 程 . 电子 与 正 电 子 的 四 维 
动量 用 p_ 与 py 标记 , 而 强 子 的 (总 ) 四 维 动量 用 ph 标记 , 则 有 p_ 十 p+ = ph 
这 个 过 程 可 用 下 图 表示 


(144.1) 


此 图 下 面 的 项 角 对 应 从 真空 到 一 个 强 子 态 |n) 的 跃迁 流 , 与 8104 一 样 , 我 们 记 
作 (n|J|0). 
图 (144.1) 对 应 如 下 散射 振幅 
Ma = — Tp+ up) nelO). (144.2) 
我 们 将 考虑 淹没 为 强 子 的 总 截面 cn, 即 对 所 有 终 态 |n) 求 和 . 于 是 ,按照 (64.18)， 


1 2 4A(4) 
gp 一 27 > Ma (27)°6" "(pn — q) ( ) 


其 中 9 = m_ 十 pj.. 电子 质量 今后 将 被 忽略 ; 于 是 2 = 2(p_p4), 了 = 02 
如 在 8$143 中 一 样 , 我 们 将 截面 写成 如 下 形式 
(4n)? 


D3 wi Wr, (144.4) 





Oh 一 
其 中 
1 
w= (we +pq* — 2ptp” 一 99 ) ， (144.5) 


Ww = 0 >_ (27)s8(® (ph — q)(0| ln) (nlJlO) (144.6) 


§144 由 电子 - 正 电 子 对 生成 强 子 . 619 . 


并 且 +=o > 0. 
注意 到 t 是 此 问题 中 唯一 的 运动 学 不 变量 , 由 于 三 端点 图 (144.1), q 为 可 
能 与 Wi,, 有 关 的 唯一 四 维 矢 量 . 因此 , 考虑 到 流 守 恒 的 要 求 , 张 量 Wy 可 写成 





l v 
Wo =img(2 oo) (144.7) 


其 中 ph 的 为 依赖 于 强 子 流 性 质 并 确定 沽 没 截 面 的 唯一 不 变量 函数 . 将 
(144.5) 一 (144.7) 式 代 人 (144.4) 式 , 我 们 得 到 


4r“a 
oh 一 一 2 Oh (t). (144.8) 


我 们 指出 , 函数 ph(t) = 5W 和 (104.9) 式 定义 的 p(t) 完全 相同 , 只 要 将 
后 一 方程 中 的 流 取 为 强 子 流 . 而 且 , p(t) 为 自 能 函数 [T(t) 的 谱 密 度 : 
Im H(t) = —7np(t) 


在 对 此 处 考虑 的 a 的 最 低级 近似 中 , 函数 了 与 极 化 算 符 PP 相同 . 因此 , 在 此 
近似 下 , pi(t) 也 是 强 子 对 极 化 算 符 贡献 的 谱 密度 : 


Im Pn(t) = —npr(t). (144.9) 
利用 色散 关系 (111.13) 并 将 pn 通过 (144.8) 用 oh 表示 , 我 们 得 到 


tf/® op 人 (td 
_ Ohl)dt 1 
Parlé) 4n2a / t'—t—i0’ Sa 


此 式 用 所 测量 的 淹没 为 强 子 的 截面 表示 出 强 子 对 真空 极 化 的 贡献 . 
我 们 还 可 以 用 完全 同样 的 方式 解 电子 - 正 电子 对 淹没 形 成 信子 对 的 问题 
(在 对 a 的 第 一 级 近似 下 , 只 形成 一 个 jy 子 对 ). 对 应 于 公式 (144.8), 结果 为 


4r2a 
Op -Pu 人， (144.11) 


其 中 pp(t) 为 真空 的 刀子 极 化 的 谱 密度 . 它 和 电子 极 化 的 区 别 只 是 电子 质量 换 
成 为 人 子 的 质量 , 并 且 , 由 (113.8) 式 , 为 


Oo Ap2 
t my 2 i 


在 (144.11) 式 中 作 变 量 代 换 , 我 们 就 回 到 在 681 习题 8 中 已 经 推出 过 的 结果 . 
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